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湖南省长沙市长郡中学郭城志

摘 要

弦图是一类特殊的图，很多一般图上的 NPC问题在弦图上都有优秀的解法。本文介绍
了一些与弦图有关的知识，并通过几个例题展示了这些知识在信息学竞赛中的应用。

1 引言

弦图出现在信息学竞赛中已经有至少十年，但是没有得到广泛的普及，近几年出现在

信息学竞赛中的弦图问题非常少，许多选手对弦图的了解也止步于基本定义和最大势算法

的记忆上。本文较详细地介绍了一些与弦图有关的知识，希望能够帮助大家更加了解弦图。

本文第 2节介绍了一些用到的记号和定义。

第 3节介绍了一些弦图的基础知识。

第 4节介绍了弦图的团树，以及团树、子树图、弦图之间的关系。

第 5节通过几道例题，展示了弦图知识在信息学竞赛中的一些应用。

2 定义与约定

如无特殊说明，本文中的图均指无重边、自环的无向图。

对于图G = (V, E)，令 n = |V |表示点集的大小，m = |E|表示边集的大小。为了方便，有
时会直接将点从 1 . . . n编号。

定义 2.1 (邻域). 对于任意 v ∈ V，记 v的邻域 N(v) = {u|(u, v) ∈ E}，即与 v有边直接相连的

点集。

定义 2.2 (导出子图). 对于任意 A ⊆ V，令 A在 G 上的导出子图为 G′ = (A, E′)，其中 E′ =

{(u, v)|(u, v) ∈ E, u, v ∈ A}，即点集 A和 G中两端都在点集 A中的边组成的子图。

定义 2.3 (团). 对于任意集合 A ⊆ V，A是一个团当且仅当 ∀u, v ∈ A, u , v，有 (u, v) ∈ E，即

点集 A中任意两个不同的点都有边相连。如果不存在 A′ ⊃ A使得 A′ 是一个团，则称 A为

极大团。
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定义 2.4 (弦图). G是弦图当且仅当对于 G中任意一个长度大于 3的简单环，都存在环上不

相邻的两个点之间有边。环上不相邻的两个点之间的边也叫做弦。

3 基础知识

3.1 弦图的点割集

定义 3.1 (点割集). 对于任意集合 A ⊆ V，定义 A 是 G 关于 u, v 两点的点割集，当且仅当

u, v < A，且 V \ V ′ 在 G上的导出子图中 u, v不连通。如果不存在 A′ ⊂ A满足 A′ 也是 G关

于 u, v的点割集，则称 A是极小点割集。

关于弦图的极小点割集，有以下性质：

引理 3.1. 令 G = (V, E)是弦图，A是 G关于两个点 u, v的极小点割集，则 A是一个团。

证明. 令 V \ A中 u, v所在的连通分量分别为 V1,V2。

显然，∀x ∈ A,N(x)包含 V1,V2 中的点，否则删去 x可以得到一个更小的点割集，与 A

是极小点割集矛盾。

那么，对于任意 x, y ∈ A(x , y),N(x)包含 V1,V2 中的点，N(y)也包含 V1,V2 中的点。令

x, y 之间在 V1,V2 内部的最短路径分别为 x → x1 ⇝ y1 → y 和 y → y2 ⇝ x2 → x。那么，

x→ x1 ⇝ y1 → y→ y2 ⇝ x2 → x是 G中一个长度 > 3的环。

因为 G是弦图，所以该环上必然存在一条连接不相邻点的边。可以发现，如果该边不

是 (x, y)，那么 x → x1 ⇝ y1 → y和 y → y2 ⇝ x2 → x两条路径中至少有一条不是最短路径，

产生矛盾。因此边 (x, y)存在，故结论成立。 □

3.2 弦图的单纯点

定义 3.2 (单纯点). 对于图 G = (V, E)和任意 v ∈ V，v是单纯点当且仅当 N(v)是一个团。

利用引理 3.1，我们可以证明一个结论：

引理 3.2. 所有弦图 G = (V, E)存在单纯点，不是完全图的弦图存在两个不相邻的单纯点。

证明. 按 n归纳。n = 1时显然成立。

假设结论对于更小的 n都成立。

G是完全图或 G不是连通图的情况是平凡的。

假设 G不是完全图且 G是连通图。任取两点 (u, v)满足 (u, v) < E，令 A为 G关于 u, v

的极小点割集。根据引理 3.1，A是一个团。令 G \ A中 u, v所在的连通分量分别为 V1,V2。
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令 L = V1 ∪ A。若 L是一个团，那么 V1中任取一点都是 V1的导出子图的单纯点。否则，

L的导出子图中存在不相邻的单纯点 x, y，它们不可能都在 A中，因为 A是一个团。也就是

说，x, y至少有一个点在 V1 中，它是 V1 的导出子图的单纯点。

同理，V2 的导出子图中也存在单纯点。又因为 A是点割集，所以 V1,V2 之间不可能有

边，我们就找到了 G的两个不相邻的单纯点。 □

3.3 弦图的完美消除序列

定义 3.3 (完美消除序列). 若 G是弦图，则 G的完美消除序列是一个点集的排列 p1, . . . , pn，

满足 ∀i ∈ [1, n]，{pi}∪ (N(pi)∩{pi+1, . . . , pn})是一个团。即对于排列中任意一个点，其自己和
排列中在其后面的与其相邻的点是一个团。∀i ∈ [1, n]，在给定完美消除序列的前提下，定

义 C(pi) = {pi} ∪ (N(pi) ∩ {pi+1, . . . , pn})。

每个弦图都存在完美消除序列。对于给定的弦图 G = (V, E)，可以使用最大势算法求出

G的一个完美消除序列。该算法的流程为：对每个点 i设置一个变量 labeli，初始值为 0。执

行 n轮以下过程：找到 i使得 labeli 最大，且点 i还未被加入完美消除序列中，将点 i加入

到完美消除序列的最前面，然后 ∀ j ∈ N(i)，将 label j 增加 1。

下面，我们证明该算法的正确性。不失一般性地，设最大势算法求出来的序列为 1, 2, . . . , n。

我们首先需要一个引理：

引理 3.3. 对于任意弦图 G = (V, E)，不存在元素两两不同的序列 v0, . . . , vk(k ≥ 2)满足：

1. vi, v j ∈ E当且仅当 |i − j| = 1。

2. ∀i ∈ [1, k], v0 > vi。

3. v1 < vk。

证明. 假设存在这样的序列，那么有 v1 < vk < v0，且 (v0, v1) ∈ E, (v0, vk) < E。后者说明，在

最大势算法的过程中，v0对 labelv1 有贡献，而对 labelvk 无贡献。为了使 vk比 v1先加入到完

美消除序列，必存在 x > vk，满足 (x, vk) ∈ E, (x, v1) < E。

任取一个这样的 x，并取最小的 j ∈ [2, k] 满足 (x, v j) ∈ E。那么 (v0, x) < E，否则

v0 → v1 → · · · → v j → x→ v0 是一个长度 > 3的无弦环。

如果 x < v0，则 v0, . . . , v j, x也是一个满足以上三条性质的序列，否则 x, v j, . . . , v0 也是

满足性质的序列。每一种情况都使得序列最后一个元素增大，因此重复进行这个过程可以

得到有无穷多个序列满足条件，产生矛盾。 □

假设存在 u, v,w满足 u < v < w, (u, v) ∈ E, (u,w) ∈ E, (v,w) < E，那么 w, u, v就是一个满

足引理 3.3中性质的序列，产生矛盾。因此最大势算法求出的是一个完美消除序列。
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3.4 弦图的判定

有一个重要的弦图判定定理：

定理 3.1. 图 G = (V, E)是弦图的充要条件是，G存在完美消除序列。

证明. 若 G是弦图，我们可以通过最大势算法构造 G的一个完美消除序列。

若 G不是弦图，则 G中存在一个长度 > 3的环，满足环上不存在弦。假设完美消除序

列存在，考虑环上在完美消除序列中最前面的点 v，其在环上与 v1, v2 直接相连。根据完美

消除序列的定义，v1, v2 之间也应该有边直接相连，与环上不存在弦产生矛盾。 □

那么，我们可以利用完美消除序列的存在性来判定一个给定的图 G = (V, E)是否是弦

图。对 G运行最大势算法，如果 G是弦图，那么我们可以求出 G的一个完美消除序列；如

果 G不是弦图，我们求出来的就不是完美消除序列。

设最大势算法求出的序列为 1, . . . , n，对于每个 i，设 C(i) = {i, p1, . . . , pk}，其中 p 递

增。若直接定义判定其是否是一个完美消除序列，我们需要判定C(i)是否是一个团，这需要

Θ(k2)次判定，总复杂度 O(nm)。实际上，只需判定 p1是否与C(i)中的其他点都有连边即可，

因为假设我们是按 n . . . 1的顺序依次枚举每个 i的，那么根据归纳的思想，p j, pk( j, k > 1)是

否有连边的判定，已经在 p1 处完成了。这样，复杂度就降为了 O(n + m)。

3.5 弦图的极大团

令完美消除序列为 1 . . . n，显然极大团必定是某个 C(i)。对于一个 i，C(i)不是极大团当

且仅当存在 j < i满足 C(i) ⊂ C( j)。假设存在这样的 j，并存在 k使得 j < k < i且 ( j, k) ∈ E，

那么 C(i) ⊂ C(k)同样成立。因此可以假设 C( j) \ { j}中最小的点为 i。

这种情况下，判定 C(i) ⊂ C( j)是否成立，显然只需判定 |C(i)| + 1是否等于 C( j)。因为 i

从 1取到 n，C(i) \ {i}中最小的点总共只有 O(n)种，因此总复杂度为 O(n + m)。

3.6 弦图的色数/团数

定义 3.4 (色数). G的色数指的是最小的正整数 k，使得存在一种给G中每个点染上 [1, k]中

的一种颜色的方案，满足每条边两端点颜色不同，记作 χ(G)。

定义 3.5 (团数). G的最大团指的是大小最大的 A ⊆ V，满足 A是一个团。G的最大团的大

小称为 G的团数，记作 ω(G)。

按照任意完美消除序列从后往前，给每个点染上未使用过的编号最小的颜色，使用的

总颜色数 k = χ(G) = ω(G)。

证明. 显然 χ(G) ≤ ω(G)。按照这种方法染色，显然 k = ω(G)。而根据定义 k ≥ χ(G)，所以

k = χ(G) = ω(G)。 □
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3.7 弦图的最大独立集/最小团覆盖

定义 3.6 (最大独立集). G的最大独立集指的是大小最大的 A ⊆ V，满足 A中任意两点没有

边相连。G的最大独立集的大小记作 α(G)。

定义 3.7 (最小团覆盖). G的最小团覆盖指的是用最少的团覆盖 G中的所有点。使用的团的

数量记作 κ(G)。

按照任意完美消除序列从前往后考虑每个点，若当前考虑的点与已被选入独立集中的点

没有边相连，就将当前点加入独立集，最终得到的是最大独立集。设最大独立集为 {v1, . . . , vk}，
则最小团覆盖为 {C(v1) . . . ,C(vk)}。

证明. 首先，这些团确实是G的一个最小团覆盖。否则，若G中一个点不在该团覆盖内，说

明完美消除序列中在其前面且与其有边的点都未被选择，那么其应该被加入独立集内。

其次，显然 α(G) ≤ κ(G), k ≤ α(G), k ≥ κ(G)，因此 k = α(G) = κ(G)。 □

4 子树图和团树

4.1 弦图的团树

定义 4.1 (团树). 对于图G = (V, E)，定义其团树为 T = (µ(G), E′)，满足对于任意 v ∈ V，µv(G)

在 T 上的导出子图连通。团树可能不存在。

每个弦图都存在团树。下面我们将给出一种方法，对于任意弦图 G = (V, E)，构造出其

团树。

因为团树是一棵树，所以“团树上的团”这个描述没有意义。以下为了更加直观，我们

把团树上的一个点，即 G中的一个团也称为团树上的团。

求出G的任意一个完美消除序列，假设为 1 . . . n。我们将按照完美消除序列从后往前增

量构造，即对于 i = n . . . 1，依次构造出 {i . . . n}的导出子图的团树。在构造过程中，我们会
令 G中已加入的每个点 i指向加入点 i时团树上新产生的团。

假设我们已经对 {i + 1 . . . n}的导出子图构造完毕，现在需要加入点 i。

令 j为 C(i) \ {i}中最小的点。若不存在这样的 j，则将 {i}作为一个新团加入团树，与团
树上任意一个团连边。

假设 j存在。若 |C(i)| = |C( j)|+ 1，并且 j指向的团等于 C( j)，直接将 i加入该团，即将

团树上 C( j)替换成 C(i)。

否则，将 C(i)作为一个新团加入团树中，并与 j指向的团连边。

容易发现算法流程中每个点 i指向的团的大小是单调不降的，且加入点 i时其指向的团

是 C(i)。因此，判定 j指向的团是否等于 C( j)，只需将其现在的大小与 |C( j)|比较即可。因
此，该算法的时间复杂度为 O(n + m)。
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下面，我们证明该算法的正确性：

考虑加入点 i时三种不同的情况。

1. 点 i是孤立点。这种情况下显然正确。

2. |C(i)| = |C( j)| + 1，并且 j指向的团等于 C( j)。第一个条件说明 C(i) = C( j) ∪ {i}，因为
根据完美消除序列的定义，C(i) \ {i} ⊆ C( j)。第二个条件说明，C( j)是 {i+ 1, . . . , n}的
导出子图中的极大团。那么，C( j)不再是 {i, . . . , n}的导出子图中的极大团，而 C(i)是

新产生的一个极大团。而其他极大团在加入点 i后仍然存在，因为点 i的加入只可能

使得是 C(i) \ {i}子集的极大团变成非极大团，而这些子集中除掉 C( j)以外的团在加

入点 j后必定已不是极大团。另一方面，得到的新树与原团树相比，区别仅仅在于某

一个团内多出了新加入的点 i，因此包含每个点的团连通这一性质仍然满足。

3. 其他情况。按照类似的分析，所有 {i + 1, . . . , n}的导出子图中的极大团都不会变成非
极大团；又因为 C(i) \ {i} ⊆ C( j)，包含每个点的团连通这一性质仍然满足。

4.2 子树图与弦图的关系

定义 4.2 (交图). 考虑一个集合族 F，其交图 G = (V, E)是这样一个图：每个点对应 F 中的
一个集合，两个点之间有边当且仅当其对应的集合交集非空。

定义 4.3 (子树). 对于树 T = (V, E)，称 V ′ ⊆ V 是 T 的子树，当且仅当 V ′在 T 上的导出子图

是连通图。

定义 4.4 (子树图). 对于一棵树的子树族 F，其交图称为子树图。

引理 4.1. 若图 G = (V, E)是子树图，则 G是弦图。

证明. 令G是树 T 上子树族 F 的交图。我们将构造G的一个完美消除序列，以此证明G是

弦图。

设 Ai为点 i对应的 F 中的子树。令 T 中任意一点为树根，将 V 中所有点排序，令排序

后为 1, . . . , n,满足 ∀i < j，Ai的根的深度不小于 A j的根的深度。因此，∀i < j，若 Ai∩A j , ∅，

则 A j 必包含 Ai 的根。由此可得，∀i ∈ [1, n]，满足 j > i且 Ai ∩ A j , ∅的 A j 一定两两有交，

故 1, . . . , n是 G的一个完美消除序列。

□

4.3 团树与子树图的关系

引理 4.2. 若图 G = (V, E)是存在团树，则 G是子树图。
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证明. 令其团树为 T。令

F = {µv(G)|v ∈ V}

对于任意 v ∈ V，我们令 G中的点 v与 F 中的元素 µv(G)相对应。我们将证明 G是 F
的交图。

对于任意 u, v ∈ V，若 µu(G)∩µv(G) , ∅，那么存在G中的极大团 A，满足 A ∈ µu(G)∩µv(G)，

即 A ∈ µu(G), A ∈ µv(G)。因此 u, v ∈ A，即 (u, v) ∈ E。

另一方面，如果 (u, v) ∈ E，那么存在极大团 A 满足 u ∈ A, v ∈ A（只需从 {u, v} 开
始任意扩展直到不能扩展为止，就可以得到一个这样的 A）。因此 A ∈ µu(G) ∩ µv(G)，即

µu(G) ∩ µv(G) , ∅。

那么，(u, v) ∈ E当且仅当 µu(G) ∩ µv(G) , ∅，即 G是 F 的交图。 □

最后，根据本节内容，我们可以得到一个定理：

定理 4.1. 对于图 G = (V, E)，以下三个命题等价：

1. G是子树图。

2. G是弦图。

3. G有团树。

5 应用

例题 1. 对于一个长度为 n的字符串 s，定义其 next数组为一个长度为 n的整数数组，其中

nexti = max{ j| j < i, s[1 . . . j] = s[i − j + 1 . . . i]}。
现在给定一个长度为 n的 next数组和字符集大小 k，求有多少字符串 s，满足 s的 next

数组为给定的 next数组。

n ≤ 107

模拟 KMP算法的过程，我们会得到若干条限制，每条限制形如 s的某两个字符必须相

等，或 s的某两个字符必须不相等。

考虑一个 n个点的无向图G，每个点对应 s的一个字符。选择 s每个位置填的字符就是

给 G中每个点染色；对于每一条限制，我们在两个字符对应的 G中的点之间连形如两端点

颜色必须相等/必须不相等的边。问题转化为：有多少种给 G 中每个点染上一种 [1, k]的颜

色的方案，满足所有边的限制。

相等边是好处理的，将每一个由相等边连成的极大连通块缩成一个点即可。设缩点后

得到的新图是G′。现在的问题是，求G′有多少种染色方案，使得每条边两个端点的颜色不

同。这是 NPC问题，所以我们需要挖掘 G′更多的性质。
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分析 KMP算法过程中求出的限制。考虑一棵树 T，对于每个 i ∈ [2, n]，T 中点 i的父

亲是 nexti−1 + 1，点 1是树根。限制实际上就是，某一些点 i有一个祖先 fi，i的颜色必须和

fi的颜色相同，且和 i到 fi路径上（不包括端点）的所有点颜色不同；另一些点与自己到根

路径上（不包括自己）的所有点颜色不同。那么，一个相等边的极大连通块存在唯一一个块

根，两个连通块有不等边当且仅当其块根有祖孙关系。

通过和引理 4.1的证明类似的思想，容易发现，G′是一个弦图，将所有相等块按照块根

的编号从大到小排序就是一个完美消除序列。

怎样求弦图的 k 染色方案数呢？这是简单的：按完美消除序列从后往前依次决定每个

点的颜色。假设当前考虑到了点 v，根据完美消除序列的定义，C(v) \ {v} 是一个团，因此
C(v) \ {v}中的点一定被染成了两两不同的颜色。那么，点 v可染的颜色数就是 k − |C(v)|+ 1，

答案就是每个点可染颜色数的乘积。

时间复杂度 O(n)。

例题 2. 给定弦图 G = (V, E)，Alice和 Bob将在 G上博弈。

第一轮，Alice选择不超过 k个点，设选中的点集为 A1，然后 Bob选择 V \ A1中的一个

点，设其为 v1。

第 i(i > 1)轮，Alice选择不超过 k个点，设选中的点集为 Ai，然后 Bob选择 V \ Ai中的

一个点，设其为 vi。Bob需要满足 vi−1 和 vi 之间存在一条不经过 Ai−1 ∩ Ai 内的点的路径。

如果某一轮 Bob无法选择 vi，则 Alice获胜。如果游戏能无限进行下去，则 Bob获胜。

求出最小的 k，使得 Alice能获胜。

n,m ≤ 105

若 k < ω(G)，显然 Bob永远可以在最大团内选出一个点。
否则，考虑 G 的团树 T ′，G 中的每一个点对应 T ′ 中的一个子树 (µv(G))。原问题可以

转化为一个树上的问题：给定树 T 和一个子树族 F，每一轮 Alice选择 F 中不超过 k个子

树Ai，然后 Bob选择一个不在Ai 中的子树 Fi，满足存在一个子树序列，以 Fi−1 开头，Fi

结尾，相邻子树有交，且不包含Ai−1 ∩Ai中的子树。并且，对于 T 中的每个点，F 中包含
其的子树个数 ≤ k。

第一步，Alice可以选择所有包含 u的子树，其中 u是 T 中任意一个点。那么，删去点

u后，T 将包含若干个连通分量，根据规则，Bob必须选择一个完全在某个连通分量内的子
树。假设 Bob选择的子树所在的连通分量与 u直接相连的点是 v。那么，在第二步，Alice
可以选择所有包含 v的子树，删去 v后，v所在的连通分量又分成若干个更小的连通分量。

容易发现，Bob再次选择的子树只能完全在这些更小的连通分量中……以此类推，最终 Bob
一定会无法选择子树。

所以，答案就是 ω(G)。时间复杂度 O(n + m)。

例题 3. 给定弦图 G = (V, E)，求至少删去多少个点，才能使得 G中不存在环。

n,m ≤ 105
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弦图删去若干个点后还是弦图，所以不存在环等价于每个极大团的大小都 ≤ 2。

考虑求最多能保留的点数。建出G的团树 T ′，限制就是 T ′中的每个团内至多只能保留

两个 G中的点。

接下来，我们可以将原问题作和例题 2一样的转化，不过此处额外用到了一个团树的
性质：每个点代表原图的一个极大团。问题转化为：给定树 T 和一个子树族 F，需要从 F
中选出尽可能多的子树，满足对于 T 上的每个点 u，选出的包含 u的子树个数不超过 2。

转化后的问题可以用一个简单的树形 DP解决。将 T 以任意点为根，设 S u表示 T 中所

有到根的简单路径经过点 u的点，设 fu,i, j 表示考虑完了 F 中所有与 S u 有交的子树，选出

的包含 u的子树分别为 i, j（其中 i, j可以为 0，表示选出的包含 u的子树个数小于 2），最

多能选出的子树个数。DP转移需要满足：对于一个 u的儿子 v，若 i , 0且子树 i包含点 v，

则从 fv,i′, j′ 转移需要保证 i′ = i或 j′ = i；同样地，若 j , 0且子树 j包含点 v，则需要保证

i′ = j或 j′ = j。

根据团树的构建过程，可以得到 T ′ 上每个团的大小之和是 O(m)的，并且每个团的大

小是 O(
√

m)的（因为若存在一个大小为 t的团，则团内有 Θ(t2)条边，而总边数只有 m）。也

就是说，F 中每个子树的大小之和是 O(m)的，且对于 T 中每个点 u，F 中包含 u的子树个

数是 O(
√

m)的。因此，DP的总状态数是 O(m
√

m)的，若精细实现使得每一次转移 O(1)完

成，总时间复杂度即为 O(m
√

m)。

6 总结

本文第 3节讲述了一些弦图的基础知识，体现出了弦图有很多优秀的性质，一些在一

般图上难以解决的问题在弦图上可以轻易解决。

第 4节介绍的团树给出了一种化弦图为树的方法，利用团树我们可以更好地分析弦图

的结构，解决更多的问题；同时也说明了只有弦图存在团树，该方式难以被扩展到一般图上

解决问题。

第 5节的几个例题介绍了第 3, 4节知识的一些小应用。

事实上，因为作者的水平有限，这篇文章介绍的内容还相当浅，弦图还有很多可以被挖

掘的东西。希望本文能够起到一个抛砖引玉的作用，吸引更多的读者来研究弦图，让更多

优秀的弦图题出现在信息学竞赛中。
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