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摘 要

生成函数近年来在信息学竞赛的组合计数问题中扮演着越加重要的角色。其用途在问

题处理时的公式推导，以及代码实现中的学问均已逐渐普及。本文旨在给出一套生成函数

在信息学竞赛实战中处理问题的方法框架，同时梳理一些其中的重要算法。

1 概述

当我们得到一个组合计数问题相关的生成函数解后，其代数形式到答案计算的算法的

转化过程仍有若干壁垒。究其原因，我们在进行计算时常常受到以下几个复杂对象的制约。

1.1 复合

相对于卷积，我们在形式幂级数问题上没有非常高效的处理一般复合问题的方法。多

项式模复合问题在 OI中已经被引入的复杂度最优的算法为 Θ((n log n)3/2)，且该算法具有较

大的常数，在实战中往往 Θ(n2)次运算的一种“分块 FFT”算法具有更好的表现。值得一提
的是，该问题在理论界已有 O(n1+o(1))的算法（见 [1]），但尚不清楚在实现上是否优越。

1.2 生成函数方程

当组合对象的描述中进行自指时，生成函数方程便自然产生。在方程中种种运算的复

合会使得计算更为困难。例如组合对象的笛卡尔积导出生成函数的乘积 A(x)× B(x)，结构的

复合导出生成函数的复合 A(B(x))，EGF中对位置的固定导出生成函数的微分 A′(x)，Pólya
计数定理导出下标变换 A(xk)等。

1.3 远处系数求值

远处系数求值意谓在提取第 n次项系数时，往往 Ω(n)的计算量都是不被允许的。而能

在 o(n)时间内完成计算的问题要求确实比较苛刻，但目前仍有一些可探讨的空间。目前较

为成熟的两类远处系数求值是线性递推数列和整式递推数列。

2021 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 1



信息学竞赛中的生成函数计算理论框架 北京大学附属中学 李白天

定理 1.1. 给定数列 an 的 0 ∼ k − 1项和定义在其上的线性递推式 b1, . . . , bk，满足

an =

k∑
j=1

an− jb j

存在算法在 Θ(k log k log n)时间内计算 an。

现在较为普及的线性递推算法由 Fiduccia于 1985年提出，并不具有较好的常数。后文
将介绍一种算法上更为简单，且具有较好常数的线性递推算法。

定理 1.2. 给定数列 an的 0 ∼ m− 1项和定义在其上的整式递推式 P0, . . . , Pm，其中 P皆

为不超过 d次多项式，满足

an = −
1

P0(n)

m∑
j=1

an− jP j(n)

存在算法在 Θ
(√

nd
(
m3 + m2 log(nd)

))
时间内计算 an。

1.4 线性变换

在对序列进行的线性变换中，有一类变换是极常见的，其变换可以用多项式的表示方

法描述。围绕多项式的单项式系数表示和下降幂系数表示，下列等式

f (x) =
∑
n≤N

anxn =
∑
n≤N

bnx(x − 1) . . . (x − n + 1)

中，序列 a与 b的相互转化目前有 Θ(n log2 n)的复杂度这一壁垒。但在各自的表示之下，二

者在进行其他运算时却常常具有不同的优势，各自在一类问题上具有Θ(n log n)或者Θ(n)的

复杂度。

此外，在处理线性变换时，转置原理可以帮助我们简化问题。

转置原理 [2]指出，在考虑一类可表示为对输入向量 x进行矩阵乘法Mx的计算时，可考
虑先对MTy的计算设计算法，然后将算法的各步骤转置改写。

2 算法的评定

2.1 系数

在信息学竞赛的组合计数问题中，由于问题常常要求输出对某个数取模的结果，而这

一计算方式往往会影响算法的使用。其对计算复杂程度的影响大致可分为以下四级。

FNTT Fp GF(pk) Commutative Rings

NTT模数域 素数域 有限域 交换环

⊂ ⊂ ⊂
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NTT模数域 设取模的素数 p满足 p = m × 2k + 1，当 k较大时，由于 2k 次单位根的存

在，快速数论变换可以在 Θ(n log n)时间内进行长度为 2的幂，且最长为 2k 的数论意义下

DFT结果。由此即可对于 n ≤ 2k，在 Θ(n log n)的时间内完成两个 n次多项式的乘法。由于

其 DFT的存在，在这种模数下的算法往往有很大的，根据 DFT中间结果进行针对性常数优
化的空间。

• 模998244353：NTT模数中最为著名的非 F998244353莫属，有 998244353 = 119× 223 + 1。

素数域 在题目中要求答案同余一个素数也较为常见，其中又有大多数情况 p很大（例

如 109 + 7），通常是为了保证算法中可以较自由地进行除法。

有限域 对于一个 Fp上的 n阶不可约多项式 f，Fp[x]/ f 为一 pn阶有限域，记为GF(pn)。

• Nimber：Nimber是一种可以较为高效计算的有限域，其出现时往往为GF(232)或GF(264)，

与计算机的无符号整数 uint32或 uint64交相呼应。

• 二次扩域：题目中较为常见的是二次扩域，实际上就是对于模 p下的二次非剩余 r，模

拟 a+ b
√

r的运算。这实际上就等价于 Fp[x]/(x2 − r)，由 r是二次非剩余可知 x2 − r是

不可约多项式，故前式是域。

交换环 交换环中不一定有逆，因此并不总能进行除法。

• 模n运算：Z/nZ在 n是合数时不构成域。

• 多项式：若多项式的元素仅构成交换环，或者运算时对一可约多项式取模都会导致运
算不构成域，只构成交换环。

杂项 还有部分性质极差的运算，它们并非本文想要讨论的重点，仅简单提及。

• 矩阵环：矩阵的乘法是信息学竞赛中最常见的非交换运算。由于其非交换性，在诸如
生成函数乘法逆的计算时需要注意运算顺序，而诸如生成函数 exp等运算并不具有很

好的性质，尚未有复杂度优秀的算法。

• 最值与最值计数：最值与最值计数仅构成交换半环，由于目前 max-plus 卷积尚未有
O(n2−ϵ)的算法，限于其算术性质与本文相离太远，故仅在此提及。

在接下来的表述中，我们默认计算时的系数至少为交换环，记为 A。

2.2 序列变换

2.2.1 卷积

定义 2.1 (卷积下标系统). 我们称满足以下几条性质的集合 I 以及定义在其上的运算 ◦
构成下文要讨论的卷积下标系统：

• 结合律：即 ∀i, j, k ∈ I，有 (i ◦ j) ◦ k = i ◦ ( j ◦ k)。
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• 交换律：对于 ∀i, j ∈ I，有 i ◦ j = j ◦ i。

• 单位元：存在元素 1 ∈ I，对于 ∀i ∈ I，有 1 ◦ i = i。

• 零元：存在元素 0 ∈ I，对于 ∀i ∈ I，有 0 ◦ i = 0。

• 后效律：对于 ∀i ∈ I\{0}，对任意正整数 k和 j1, . . . , jk ∈ I\{0, 1}有 i ◦ j1 ◦ · · · ◦ jk , i。

下文中如有歧义时则用 0I , 1I 表示 0, 1。在讨论卷积下标系统时，默认以 I 表示 (I, ◦)。在讨
论算法时，我们默认 I 是有限的。

定义 2.2 (生成函数). 对于以卷积下标系统 I 为下标的序列 { fi ∈ A}i∈I\{0}，我们定义其生

成函数 F(X) =
∑

i∈I fiXi，我们记 X为“未定元”，满足：

• 对 ∀a ∈ A, i ∈ I，有 aXi = Xia。

• 对 ∀i, j ∈ I，有 Xi · X j = Xi◦ j。

• 消去律：X0I = 0A，即 X0I 作为生成函数对应的序列为 { fi = 0A}i∈I\{0}。

• X1I = 1A。

容易看出，前文所定义的零元刻画了在计算时溢出的部分。

我们记这样的全体生成函数 F(X)构成的环为 G[X]。

我们所选取的生成函数进行乘法时，未定元指标的运算自然地导出了对应系数序列的

卷积。

定义 2.3 (卷积). 对于以卷积下标系统 I 为下标，以 A为系数的序列，我们定义其卷积

c = a ∗ b：

ck =
∑
i◦ j=k

aib j

定义 2.4 (截取). 称 I′是 I的一个截取，当且仅当 {0, 1} ⊆ I′ ⊆ I且 ∀i ∈ I\I′,∀ j ∈ I, i ◦ j <

I′\{0}。从而定义运算 ◦I′ 为

i ◦I′ j =

i ◦ j i ◦ j ∈ I′

0 else

形象地看，从 I中截取的 I′即为删去了 I中的一部分「边界」，仅保留剩余部分的信息。
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2.2.2 在线算法

通过前文的铺垫，我们接下来叙述一个静态的算法与其在线形式的关联。

定义 2.5 (后效序). 定义 I上的序关系 ≼：i ≼ j当且仅当存在 k ∈ I，使得 i ◦ k = j。我们

称这一序关系为后效序。

引理 2.1. I 上的后效序构成偏序。且以 1为最小元，以 0为最大元。

读者不难根据偏序集的定义逐条验证此引理。

定义 2.6 (后效变换). 对于变换 Ψ : AI\{0} × · · · × AI\{0}

n个

→ AI\{0}，我们称其为后效的，当

且仅当对于 ∀i ∈ I\{0}，令 J = { j | j ≼ i}，任取 a(1), . . . , a(n)，记 ψ = Ψ[a(1), . . . , a(n)]，改变任

何一者在 I\J中的取值，都不会改变 ψi。

引理 2.2. 卷积变换是后效的。

定义 2.7 (多项式左复合). 我们总是可以定义多项式与一个生成函数的复合。记多项式
F(x) =

∑n
k=0 fk xk 和序列 g对应的生成函数 g(X)。则复合 h = f ◦ g定义为

h(X) =
n∑

k=0

fkg(X)k

引理 2.3. 多项式的左复合关于 g是后效的。

定义 2.8 (在线算法). 对于一具有 n个输入的后效变换 Ψ以及对于一个保后效序的优先

级 δ : I\{0} → Z≥0，满足 i ≺ j⇒ δ(i) < δ( j)，我们称一个算法是在线计算 Ψ的当其能配合黑

盒完成以下流程：

1. 令 a(1), . . . , a(n) 所有项均为 0。

2. 将 k从 0循环至最大的 δ值，记 Jk = { j | δ( j) = k}。设此时 ψ(k) = Ψ[a(1), . . . , a(n)]，对于全

体 j ∈ Jk，将ψ(k)
j 汇报给黑盒。Jk中所有元素汇报结束后，黑盒对于所有 1 ≤ i ≤ n, j ∈ Jk，

将 a(i)
j 赋值。

接下来，我们不难注意到：

引理 2.4. 设问题规模为 n，由一系列分别可在 T1(n), . . . , Tk(n)时间内完成在线算法的后

效变换 Ψ1, . . . ,Ψk 构成的表达式树，不妨将其整体看做一个变换 Φ，该变换是后效的，且存

在 T1(n) + · · · + Tk(n)时间的在线算法。
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2.3 线性算子

定义 2.9 (微分型算子). 对于生成函数环 G[X]，我们称作用在其上的一个线性算子 D

是微分型的，当且仅当其满足 Leibniz律 ∀ f , g ∈ G[X]⇒ D( f g) = fDg + gD f。

这与我们常见的导数算子是符合的，由此我们容易得到以下推论：

引理 2.5. 对于一个多项式 f 和一个 G[X]上的生成函数 g，有

D( f ◦ g) = ( f ′ ◦ g)Dg

引理 2.6. 对于微分型算子 D1 和 D2，其线性组合 uD1 + vD2 也是微分型算子，其中

u, v ∈ G[X]。

而除了微分型算子，还有以下两类算子是容易见到的。

定义 2.10 (下标变换算子). 对于 n ∈ Z≥0，我们称作用在生成函数上的线性算子 Sn满足

SnX j = Xn j = X
j ◦ · · · ◦ j

n个 ，全体 Sn 构成下标变换算子。

这类算子广泛出现于 Pólya计数中。

定义 2.11 (点乘算子). 对于数列 {ai}i∈I\{0}，对应的线性算子 da 满足 daXi = aiXi，我们称

之为点乘算子。

2.4 方程求解

经过前文的铺垫，至此解出方程所有项系数的通用方法已经是图穷匕见了，其两大主

要方法为在线方法和牛顿迭代法。

在线方法 在线方法意为将方程计算的每一步运算都找到一个可以高效执行的在线算法，

且具有同一步调（即定义 2.8描述的 δ）。如此一来，便可以将解方程转化为一个逐步进行的

方程验证问题，只需通过在线算法逐步验算出各项，然后计算出使方程在该项系数满足时，

取到的「修正值」。

在线算法中最重要的对象无外乎为在线卷积，而多项式的左复合通常需要通过其本身

满足的微分方程，将复合问题本身转化为一个带有微分型算子的解方程问题。

牛顿迭代法 牛顿迭代法主要通过对下标系统 I 的截取来分步降低问题的求解难度。对于

涉及多项式左复合 F(G)的方程，设 I 截取的部分 I′ 已经算出答案，对应为 G0，则考虑将

F(G)在 G0处做 Taylor展开，即 F(G) =
∑

n≥0
F(n)(G0)

n! (G −G0)n，由于G −G0已知在 I′下标处

系数为 0，往往能使得 (G −G0)n很快为 0，通常会通过设置 I′使得 n ≥ 2时的项均消除，便

有 F(G) = F(G0) + F′(G0)(G −G0)，变成易于处理的线性情况。
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牛顿迭代法在很多情况下较在线方法的复杂度略胜一筹，在部分简洁问题上亦表现出

色。但实践中其表现有时不够令人满意，原因在于在解较为复杂的方程时，牛顿迭代过程

会有若干子问题层层嵌套，虽在复杂度上没有影响，却会使得常数逐轮翻倍。

以我们熟悉的一元幂级数 exp的计算为例，采取诸如 [3]中介绍的非常细致的优化可以
做到约等于 2 7

12 次同长度多项式乘法的时间，但粗暴的实现可能会消耗 7 1
2 次同长度多项式

乘法的时间甚至更大。在 OI的实践范围内，基于半在线卷积的常见 Θ
(

n log2 n
log log n

)
实现反而具

有更高的效率。

3 普通生成函数

定义 3.1 (普通生成函数). 令 I = Z ∩ [0, n] ∪ {0I}，且对于 i, j ∈ I\{0I}，定义

i ◦ j =

i + j i + j ≤ n

0I else

定义在 (I, ◦)上的生成函数即为我们计算时取的普通生成函数（OGF）。

可见，这实际上就是对于形式幂级数 modxn+1。

3.1 卷积

定理 3.1 (快速 Fourier变换). 对于形如模 M运算的环，可以在 Θ(n log n)次运算内完成

卷积的计算。

最常见的情况为 M是 NTT模数。而对一般的 M，常使用三模数 NTT或者拆系数 FFT
在较大常数的 Θ(n log n)内完成计算。

下文中，我们以 M(n)表示多项式乘法的复杂度。

3.1.1 半在线卷积

定义 3.2 (半在线卷积). 在计算序列 a, b的卷积时，若算法仅关于序列 b是在线的，序

列 a初始已经完全确定，那么称这一算法计算了半在线卷积。记其复杂度为 S(n)。

定理 3.2. 目前复杂度最好的半在线卷积经 [4]分析为

S(n) = O
(
n log ne2

√
log 2 log log n

)
注意到对于 ∀ϵ > 0，都有 S(n) = o

(
n log1+ϵ n

)
，因此在理论上半在线卷积与卷积的复杂

度是极为接近的。而在实际应用中较易实现的算法实为 Θ
(

n log2 n
log log n

)
。在 [5]中已有介绍，不

予赘述。

2021 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 7



信息学竞赛中的生成函数计算理论框架 北京大学附属中学 李白天

定理 3.3. 在线卷积与半在线卷积等难。即记在线卷积的复杂度为 R(n)，那么有

R(n) = Θ(S(n))

首先半在线卷积显然可以归约为在线卷积，接下来进行逆向归约。我们通过倍增来构

造一种 Θ(S(n))计算在线卷积的算法：

1. 令 m = ⌊n/2⌋，首先进行 0 ∼ m下标部分的在线卷积。

2. 接下来考虑 k > m的部分，考虑卷积式 ck =
∑k

i=0 aibk−i，注意到 min(i, k − i) ≤ k
2，因此

i, k − i中必有一者 ≤ m。

3. 因此考虑将剩下的计算分为三部分：

• i, j ≤ m，这部分可以立刻 M(m)算出。

• i ≤ m, j > m，这实际上是 a0∼m 与 bm+1∼n 部分的半在线卷积。

• j ≤ m, i > m，这实际上是 b0∼m 与 am+1∼n 部分的半在线卷积。

4. 因此算法只需倍增地进行半在线卷积，有递归式 R(n) = R(n/2) + Θ(S(n))。

5. 根据主定理，有 R(n) = Θ(S(n))。

3.2 方程求解

3.2.1 牛顿迭代法

在一元生成函数中，只需截取 I′ = [0, ⌊n/2⌋] ∩ Z ∪ 0I，即先计算出 modx⌊n/2⌋+1 的结果，

即可进行通常意义的牛顿迭代。

此外，这样的截取亦消解了下标变换算子带来的影响。对于 SkF(x) = F(xk)，若 k = 1

则其就是 F(x)，否则 F(xk)在 0 ∼ n项的系数仅基于 F(x)在 0 ∼ ⌊n/k⌋项的系数，而它们已
经完全确定，迭代过程中总是可以当做已经确定的常量。

3.2.2 在线方法

在线方法相较牛顿迭代法自由之处在于可以处理较为复杂的形式幂复合问题。简而言

之，形式幂 F(x)若满足一个关于 F, F′, . . . , F(m) 的多项式方程 P(x, F, F′, . . . , F(m)) = 0，可以

基于这一方程，进行其右复合或者复合逆的计算。
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形式幂右复合 给定 G(x)，我们可以得到 H = F ◦G的一个多项式方程

Q(H,H′, . . . ,H(m),G(0), . . . ,G(m)) = 0

进而通过该方程得到的递推式在线求解 H。具体地，Q可以通过如下方式给出：

1. 依定义，有 F(G(x)) = H(x)。

2. 由 H′(x) = F′(G(x))G′(x)，可将 F′(G(x))表示为 H′
G′(x)。

3. 由 H′′(x) = F′′(G(x))G′2(x) + F′(G(x))G′′(x)，可将 F′′(G(x))用 H′和 H′′表示。

4. 逐次递推，可将 F(k)(G(x))用 H,H′, . . . ,H(k) 表示。

5. 因此可将方程 P直接带入G(x)，则有 P(x, F(G(x)), F′(G(x)), . . . , F(m)(G(x))) = 0，将各

项均替换为由 H表达的式子之后通分，即得方程 Q。

形式幂复合逆 对于复合逆 F(G(x)) = x，我们可以得到 G的一个多项式方程

Q(x,G,G′, . . . ,G(m)) = 0

进而通过该方程得到的递推式在线求解 G。具体地，Q可以通过如下方式给出：

1. 依定义，有 F(G(x)) = x。

2. 两边求导可得 F′(G(x))G′(x) = 1，即 F′(G(x)) = 1
G′(x)。

3. 两边继续求导，可得 F′′(G(x))G′(x) = −G′′(x)
G′(x)2 。

4. 逐次递推，可将 F(k)(G(x))用 G,G′, . . . ,G(k) 表示。

5. 因此可将方程 P直接带入G(x)，则有 P(x, F(G(x)), F′(G(x)), . . . , F(m)(G(x))) = 0，将各

项均替换为前述式子之后通分，即得方程 Q。

下面我们通过一个经典问题来帮助读者确认，如何系统性地将生成函数的方程改写为

计算方法。

例题 1 (无标号有根树). 重量为 k的节点有 ak种，问有多少种无标号有根树满足所有节

点的重量之和为 n。保证 1 ≤ n ≤ 105，同余 998244353。

解法 首先根据符号化方法1的理论，设节点的生成函数为 A(x) =
∑

k ak xk，可以立即列出

生成函数方程 T (x) = A(x) exp
(∑

k
T (xk)

k

)
。
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mul
exp

∑
k≥1

·(xk)
k

T (x)

A(x)

图 1: 表达式树

首先，注意到当已经确认 T (x)的 ≤ n− 1次项，就唯一确定了这一表达式的 n次项，进

而得到 T (x)的 n次项。我们将等式右侧拆解为表达式树的结构，形如图 1，我们只需将表
达式中的各运算问题逐个击破。

其中，mul 无非半在线卷积，而
∑

k≥1
·(xk)

k 实非瓶颈，只需再考察如何在线地计算 exp。

我们考虑 ex 满足微分方程 (ex)′ = ex，因此设 G = eF，可得微分方程 G′ = GF′。只需知晓 G

的 ≤ n − 1次项以及 F 的 ≤ n次项即可经由在线卷积得到 G的 n次项。

由此，我们得到了一个完整的计算流程，如图 2所示，通过中间过程维护两个辅助的
生成函数 P1(x), P2(x)，我们将问题转化为了一组同步执行的在线卷积问题。

exp

A(x)

mul T (x)

T (x)
∑
k≥1

·(xk)
k P1(x) D P′1(x) mul P2(x)

图 2: 计算过程

事实上我们得到的亦是一个在线算法，其支持在给出 ak后得到重量和为 k的方案数。�

3.2.3 Lagrange反演

对于一元生成函数来说，Lagrange反演有效地将一个生成函数与其复合逆的系数建立
起了联系。为体现形式的优美性，我们需在形式 Laurent级数下描述 Lagrange反演。本文中
只展示一个在特征为 0的域上的证明方法，在一般环上的通用证明可参看 [9, Sec. 1.2]。

定义 3.3 (形式 Laurent级数). 记域 K 上的形式 Laurent级数为 K((x))或 K[[x]][x−1]，即

对于 f (x) ∈ K((x))，若 f , 0，则存在数列 {an}n≥n0，有

f (x) = xn0

∑
n≥0

an+n0 xn


1Symbolic Method，见 [6, A.I]
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其中有 an0 , 0。

此时对于 k ∈ Z，容易定义在 K((x))内的幂 f k：

f (x)k = xn0k

∑
n≥0

an+n0 xn

k

引理 3.1 (形式留数). 对于幂级数 F(x)满足 n0 = 1，那么对于 ∀k ∈ Z，有

[x−1]F′(x)Fk(x) = [k = −1]

证明. 考虑当 k , −1时，我们有 F′(x)Fk(x) = ( 1
k+1 F(x)k+1)′，而 (x0)′ = 0x−1，故 −1次项系数

此时必然为 0。当 k = −1时设 F(x) = a1x + a2x2 + · · ·，有
F′(x)
F(x)

=
a1 + 2a2x + · · ·
a1x + a2x2 + · · ·

= x−1
1 + 2 a2

a1
x + · · ·

1 + a2
a1

x + · · ·

因此 k = −1时 −1次项系数为 1。 �

定理 3.4 (Lagrange反演). 对于幂级数 F(x)满足 n0 = 1以及 G(x)满足 F(G(x)) = x是其

复合逆，那么对于 n, k ∈ Z，有

n[xn]F(x)k = k[x−k]G(x)−n

证明. 我们考虑带入复合关系 F(G(x)) = x，有

F(G(x))k = xk

(Fk)′(G)G′ = kxk−1∑
i

i([xi]Fk(x))Gi−1G′ = kxk−1

∑
i

i([xi]Fk(x))Gi−1−nG′ = kxk−1G−n

[x−1]
∑

i

i([xi]Fk(x))Gi−1−nG′ = [x−1]kxk−1G−n

n[xn]Fk = [x−1]kxk−1G−n

n[xn]Fk = k[x−k]G−n

故原式得证。 �

与这一富有对称性的形式相比，这一公式在以往更加流行的版本则是一个复合形式。

引理 3.2. 对于幂级数 H(x) ∈ K((x))，有

[xn]H(F(x)) =
1
n

[xn−1]H′(x)
(

x
G(x)

)n
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读者只需确认 H(x) = xk 的情况即可验证，在此不予赘述。

例题 2 (Slime and Sequences2). 计算 [zn] t(ez(1−t)−1)
(1−z)(1−tez(1−t)) 的系数同余 998244353，保证 1 ≤ n ≤

105。

解法 考虑
(
[zn] t(ez(1−t)−1)

(1−z)(1−tez(1−t))

)
+ 1 = (1 − t)[zn] 1

(1−z)(1−tez(1−t))，用于简化表达式。

接下来我们令 z = u
1−t，就有

[zn]
1

(1 − z)(1 − tez(1−t))
= (1 − t)n[un]

1
(1 − u

1−t )(1 − teu)

接下来做分式分解

(1 − t)[zn]
1

(1 − z)(1 − tez(1−t))

= [un]
(1 − t)n+2

(1 − t
1−u )(1 − teu)(1 − u)

= (1 − t)n+2[un]
 −eu

(euu − eu + 1) (1 − teu)
+

1
1−u

(euu − eu + 1) (1 − t
1−u )


由此，问题的关键转化为提取 [un] −eu

(euu−eu+1)(1−teu) 部分，我们设 F(u) = eu − 1，那么即可

将 BGF表为 A(F)/(1 − t(1 + F))的形式，由复合逆 G = ln(1 + u)可得：

[un]
A(F)

(1 − t(1 + F))
=

1
n

[un−1]
(

A(u)
1 − t(1 + u)

)′ ( u
G(u)

)n

=
1
n

[un−1]
(

tA(u)
(1 − t(1 + u))2 +

A′(u)
1 − t(1 + u)

) (
u

G(u)

)n

由此，关键在于计算 A(u)的系数表示，由 A(F(u)) = −eu

(euu−eu+1) 可知 A(u) = −eG

(eGG−eG+1)。至

此，问题可以在 Θ(n log n)时间内解决。 �

上述常称为的「扩展 Lagrange反演」虽然已经很强大，但还是有所不便之处：若扩展
到一般环 R上，若 F(x)的一次项在 R中可逆，可知 G还是良定义的，但上述公式会需要 n

在 R中可逆，不一定能帮我们计算出结果。最极端的情况便是这一公式无法告诉我们如何

对于 n = 0, k < 0的情况提取系数。因此，我们有时需要考虑一个变式：

引理 3.3 (另类 Lagrange反演). 保持原先条件不变，有

[xn]Fk = [x−k−1]G′G−n−1

证明. 我们在第一步不是求导，而是乘以 G′G−n−1，就会有

F(G(x))k = xk

2来源：许庭强与本人共同命制，http://codeforces.com/problemset/problem/1349/F2，已省略得到生成函数的推导过程
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i

([xi]Fk(x))Gi = xk

∑
i

([xi]Fk(x))G′Gi−n−1 = xkG′G−n−1

[x−1]
∑

i

([xi]Fk(x))G′Gi−n−1 = [x−1]xkG′G−n−1

[xn]Fk = [x−1]xkG′G−n−1

= [x−k−1]G′G−n−1

�

这个形式虽然不再具有足够的对称性，却成功规避了除法。我们也可将其写作复合形

式。

引理 3.4. 在上一引理的相同条件下，有

[xn]H(F(x)) = [xn]H(x)
(

x
G(x)

)n+1

G′(x)

其证明依然大同小异，不予赘述。

例题 3 (简单的普及组计数3). 设幂级数 F(x)满足 F = x
(1−(m−1)F)k−1，求 [xn] 1

1−mF 同余质数

p，保证 1 ≤ n, k ≤ 109, 1 ≤ m < p ≤ 105。

解法 可得 F 的复合逆为 G = x(1 + (m − 1)x)k−1，根据另类 Lagrange反演，有

[xn]
1

1 − mF
= [xn]

1
1 − mx

(
x

G(x)

)n+1

G′(x)

= [xn]
1

1 − mx
(1 − (m − 1)x)−(k−1)(n+1) · (1 − (m − 1)x)k−2(1 − (m − 1)kx)

= [xn]
1

1 − mx
(1 − (m − 1)x)−kn+n−1(1 − (m − 1)kx)

由于模数很小，我们可以进行一个类似数位DP的过程，现在所求的答案形如 [xn] 1
1−mx (1−

(m − 1)x)m f (x)，由 Lucas定理
(

np+n0
mp+m0

)
≡

(
n
m

)(
n0
m0

)
(mod p)可知，设 m = m1 p + r和 n = n1 p + s

则有

[xn]
1

1 − mx
(1 − (m − 1)x)m f (x)

≡ [xn](1 − mx)−p+(p−1)(1 − (m − 1)x)m1 p+r f (x)

≡ [xn1 p+s]
1

1 − mxp
(1 − (m − 1)xp)m1 ( f (x)(1 − mx)p−1(1 − (m − 1)x)r)

≡ [xn1 ]
1

1 − mx
(1 − (m − 1)x)m1 f1(x)

3来源：戴江齐，加强自 https://acm.nflsoj.com/problem/308，已省略得到生成函数的推导过程
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其中 f1(x) 是 f (x)(1 − mx)p−1(1 − (m − 1)x)r 提取同余 p 余 s 的下标系数所得，可以在

Θ(p · deg f )内计算，归纳可知在 f ← f1 这一迭代过程中，始终有 deg f ≤ 1。因此复杂度为

单轮复杂度 Θ(p)乘以迭代轮数 logp n，即 Θ(p logp n)。 �

3.3 远处系数求值

3.3.1 线性递推

接下来我们介绍一种线性递推式求值的低位优先算法（LSB-first, least significant bit first）。
不同于 Fiduccia 直接通过快速幂对于 xn mod Q(x) 的考虑，低位优先算法的主要思想

是考虑将线性递推转化为生成函数的形式 P(x)
Q(x)。注意我们容易在 M(k) 的时间内得到 P(x)，(∑k−1

i=0 fixi
)
· Q(x)的 0 ∼ k − 1项即为所求。接下来我们考虑如下等式：

P(x)
Q(x)

=
P(x)Q(−x)
Q(x)Q(−x)

我们注意记 V(x) = Q(x)Q(−x)，分析系数可以发现 V(x)只有偶次项有值，因此我们就

得到了分解
P(x)
Q(x)

=
E(x2)
U(x2)

+ x
O(x2)
U(x2)

, U(x2) = Q(x)Q(−x)

因为这分别填满了二进制的 0和 1位，所以我们只需递归到一侧即可。而 n← ⌊n/2⌋。
因此每轮都在 Θ(M(k))时间内完成计算，进行 log2 n轮迭代后，已经有 n = 0，故算法

复杂度为 Θ(M(k) log n)。

这一算法还有许多优化的空间，在我们通常有NTT模数的情况下，同样的 FFT实现可以让我们的常数大约是原先方法的
1
3。受篇幅所限，本文略过其优化细节。

这一过程每次仅用到了多项式乘法，并不需要实现多项式求逆。总的来说，本算法具

有实现和效率方面的双重优越性。

4 多元幂级数

定义 4.1. 对于 1 ≤ j ≤ k 设 G j[x j] 是定义在 I j = Z ∩ [0, n j − 1] ∪ {0I j} 上的普通生
成函数环，其未定元为 x j，那么 G1[x1] × · · · × Gk[xk] 是 k 元普通生成函数环，也可写作

A[x1, . . . , xk]/(xn1
1 , . . . , xnk

k )。接下来记 n = n1 × · · · × nk。

4.1 卷积

若进行朴素的高维DFT，则每维都几乎要将数组倍长，导致Ω(n2k)的计算量和空间，在

高维情况是尤其不可接受的。
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究其原因，DFT若不将数组倍长，则其所实际进行的为循环卷积，下标溢出的部分会
污染我们所求的答案。一个较为直接的想法是扩充一维，用于确认实际的总度数

∑k
l=1 il。如

此一来，我们得到了一个在 nl 均较小时高效的算法：

插值转化 对于 1 ≤ l ≤ k，若存在 α(l)
0 , . . . , α

(l)
nl−1 使得 i , j⇔ α(l)

i − α
(l)
j 在 A中有逆元，那么

令

F̃ =
n1−1∑
i1=0

· · ·
nk−1∑
ik=0

fi1,...,ik xi1
1 · · · x

ik
k t

∑k
l=1 il

我们称 t为占位元，关于 t的多项式称为占位多项式。称插值变换将 F̃转化为 { ḟi1,...,ik (t)}，
有

ḟi1,...,ik (t) = F̃(α(1)
i1
, . . . , α(k)

ik
, t)

若需计算 F ×G，只需将其插值转化为 ḟ , ġ后逐项点乘，关于 t卷积，再施插值转化的

逆变换，所得 H̃满足

[xi1
1 · · · x

ik
k ](F ×G) =

[
xi1

1 · · · x
ik
k t

∑k
l=1 il

]
H̃

若记 d =
∑k

l=1(nl − 1)，可见上述算法在最好情况下具有 Θ(M(n)d +M(d)n)的复杂度，但

其条件苛刻，且在 d 大时不具有优势。但通过另一种构造，我们可以得到一种极优的复杂

度：

定理 4.1. 高维卷积可在 Θ(kM(n))时间内完成。

我们考虑将高维序列编码为非常规的进制数，即将下标 (i1, . . . , ik)映射到

i = i1 + i2 · n1 + · · · + ik · n1 · · · nk−1

显见，原本的下标运算对应于映射后未发生进位的加法。

定义 4.2 (进位占位元). 定义占位函数 χ为

χ(i) =
⌊

i
n1

⌋
+

⌊
i

n1n2

⌋
+ · · · +

⌊
i

n1 · · · nk−1

⌋
由此函数衍生的进位占位元 t得到其占位多项式 F̃ =

∑
i fixitχ(i)。

引理 4.1. 对于 i + j < n，占位函数满足

0 ≤ χ(i) + χ( j) − χ(i + j) ≤ k − 1

其中 0 ≤取等当且仅当 i, j相加时不进位。

证明. 只需注意到 0 ≤
⌊

i
n1

⌋
+

⌊
j

n1

⌋
−

⌊
i+ j
n1

⌋
≤ 1，其中 0 ≤取等当且仅当最低位加法未进位。同

理可知，χ的求和式中每一项均有相同性质。 �
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因而我们可以直接计算 F̃(x, t)× G̃(x, t) mod (tk − 1)，第 (i1, . . . , ik)项即为 xitχ(i) mod k 次项

系数。此时我们可以对 x进行 DFT，然后对 t维暴力进行 Θ(k2)的乘法（因为 k ≤ log2 n）完

成计算，复杂度为 Θ(kM(n))。

在某种意义上，上述占位函数的构造其实是唯一的，若占位函数满足 χ(i) =
∑k

j=1 i j · c j，

容易发现上述的取整符号也符合这一要求，其线性组合亦满足。每一个进位要求相当于每

次 i j 减去 k j，而 i j+1 加上 1后 χ(i)恰好变化量为 1，这就要求了 k j · c j − c j+1 = 1。总共对于

1 ≤ j ≤ k − 1各有一个约束，因此 χ的自由度为 1，对于任意 c，̂χ(i) = χ(i)+ c · i同样是一个
满足要求的占位函数。此时前面给出的 χ(i)就是一个特解。

容易发现，前述的下标映射天然赋予了一个在线算法的计算顺序，因此有

引理 4.2. 多元在线卷积可在 O(kR(n))完成。

这一计算顺序也可以直接作用于牛顿迭代法的计算。其正确性亦不难解释，因为我们

将高维卷积考虑为带有占位多项式的
∑

i fixitχ(i) 卷积时，对其进行任何运算，只会产生一些

j < χ(i)的 xit j项，且这些项不会再对形如 xitχ(i)项有贡献。因此我们实际上就是牛顿迭代的

时候只维护这个多项式的 χ(i)所构成的上轮廓。

4.2 微分型算子

在对多元函数的某一元 x j求微分时，会损失 [x0
j]部分的所有信息，但在许多计算中，我

们仅利用了引理 2.6的性质，因此取各元微分的线性组合 D =
∑

j c j
∂
∂x j
同样是可用的。但这

样一来就让 xi1
1 . . . xik

k 项的系数分散到了 k个位置，这同样不太利于计算。

究其原因，我们其实最好有一个既是微分型，又是点乘型的算子。而取 D =
∑

j c jx j
∂
∂x j

则会满足这一条件，它使得

Dxi1
1 . . . xik

k = (c1i1 + · · · + ckik)xi1
1 . . . xik

k

事实上，这也覆盖了所有情况。

引理 4.3. 一个线性算子既是微分型，又是点乘型当且仅当其为
∑

j c jx j
∂
∂x j
的形式。

证明. ⇐：逐条验证即可。⇒：只需考虑令 c j =
Dx j

x j
即得。 �

而在实践中，以下两种 D的取法是较为有用的。

• 取 D =
∑

j x j
∂
∂x j
，这样使得点乘的取值最少。

• 取 Dxi = ixi，这样可以在实现中完全照搬一元多项式的写法。
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4.3 多元 Lagrange反演

当我们讨论多元 Lagrange反演时，首先注意到的就是无法对一个多元幂级数定义复合
逆，因为多元幂级数需要带入多个参数而非一个。

定义 4.3 (树形复合方程). 对于Gi ∈ R[[x]]，其中 x = (x1, x2, . . . , xn)。且Gi(0) , 0，那么

令 F = (F1, F2, . . . , Fn)满足 Fi = xiGi(F)。记 F是由 G定义的一组树形复合方程。

称其为树形是很形象的，若从 OGF的角度审视，G可以认为是给出了一族有根树的生
成关系，它规定了对于第 i种节点，每种孩子集合的设置方案数。而 Fi就是规定以第 i种节

点为根的有根树。

例如图 3 所示是提取系数 [x1x2x3x4x2
5]F1 时的贡献的其中一项，其贡献为 ([x2x3]G1) ·

([x4x2
5]G2) ·G3(0)G4(0)G5(0)2。

1

2 3

4 51 52

[x2x3]G1

[x4x2
5]G2 G3(0)

G4(0) G5(0) G5(0)

图 3: 树形复合方程示例

定理 4.2 (多元 Lagrange). 对于 H ∈ R((x)) 和由 G 定义的树形复合方程 F，记 xk =

xk1
1 xk2

2 · · · x
kn
n 。有

[xk]H(F) = [xk]HGk

∥∥∥∥∥∥δi, j −
x j

Gi(x)
∂Gi(x)
∂x j

∥∥∥∥∥∥ 4

这里仅给出一个在特征为 0的域 K 上 H ∈ K[[x]]时的证明，通用证明仍参看 [9, Sec.
1.2]。

证明. 只需证明 H = xm 时的情况即可推及其线性组合，即只需证明

[xk]Fm = [xk]xmGk

∥∥∥∥∥∥δi, j −
x j

Gi(x)
∂Gi(x)
∂x j

∥∥∥∥∥∥
4其中 δi, j = [i = j]，而 ∥ · ∥表示对所括的矩阵取行列式。
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将其看做 EGF，则等式左侧描述的是 mi 颗以第 i种节点为根的有根树组成的森林，且第 i

种节点共有 ki个。而观察右侧，xmGk的意图无非是先令每个节点任选其孩子集合，而这会

导致一些形如图 4的有环的情况被统计进入，应当枚举环进行容斥。

1

2

3

4

5

6

7

图 4: 成环示例

考虑设矩阵

M =
(

x j

Gi(x)
∂Gi(x)
∂x j

)n

i, j=1

那么将原图的 t 个点替换为一个长度为 t 的环的方法则会被 tr Mt 统计 t 次，故单个环进行

替代的生成函数由

C =
∑
t≥1

1
t

tr Mt = tr

∑
t≥1

1
t

Mt

 = tr
(− log(I −M)

)
给出。故对其容斥的生成函数为

∑
l≥0

(−C)l

l! = exp
(− tr

(− log(I −M)
))
= exp

(
tr log(I −M)

)
。矩阵

的迹与行列式之间有关系 det exp A = exp tr A，带入 A = log(I −M)既得容斥因子为 |I −M|，
故命题得证。 �

例题 4 (矩阵树5). 有一张图，总共有 n1 + · · · + nk 个节点，我们依次称其为第 1, 2, . . . , k

5来源：本人命制的模拟赛题目
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部分。对于全体 i部分到 j部分的点对，两两之间有 ai, j 条边。输出这张图的生成树数量同

余 998244353。保证 1 ≤ n ≤ 108, 1 ≤ k ≤ 300, 0 ≤ ai, j = a j,i ≤ 1。

解法 我们考虑先写出一个生成函数的方程组来刻画这个问题，设 Ti(x) = Ti(x1, . . . , xk)表

示以一个颜色为 i的节点为根的生成树方案数的 EGF（除以 n1! . . . nk!）那么易列方程

Ti(x) = xi exp

∑
j

ai, jT j(x)


那么我们要求的即为 1

n1

[
xn1

1
n1! . . .

xnk
k

nk!

]
T1(x)，根据多元 Lagrange反演，答案转换为

1
n1

[
xn1

1

n1!
. . .

xnk
k

nk!

]
T1(x)

=
1
n1

[
xn1

1

n1!
. . .

xnk
k

nk!

]
x1 exp

∑
i, j

niai, jx j

 ∥∥∥δi, j − ai, jx j

∥∥∥
=

 xn1−1
1

(n1 − 1)!
xn2

2

n2!
. . .

xnk
k

nk!

 exp

∑
i, j

niai, jx j

 ∥∥∥δi, j − ai, jx j

∥∥∥
注意此时求行列式的第 j列只和 x j 有关，因此我们在算行列式的时候显然在确认第 j

列选谁的时候就得到 x j 次幂部分的系数，设 d j =
∑

i niai, j，那么对于 j ≥ 2，我们可以直接

将矩阵的第 (i, j)项替换为
[

x
n j
j

n j!

]
exp(d jx j)(δi, j − ai, jx j) = δi, jd

n j

j − ai, jn jd
n j−1
j ；对于 j = 1，替换

为
[

xn1−1
1

(n1−1)!

]
exp(d1x1)(δi,1 − ai,1x1) = δi,1dn1−1

1 − ai,1(n1 − 1)dn1−2
1 。6因此我们直接计算这个矩阵的

行列式即可得到答案。 �

5 集合幂级数

定义 5.1 (集合幂级数的集合定义). 令 I = 2{1,...,n}∪{0}，对于 S ,T ∈ I\{0}，记集合的无交并
S ⊔ T 为：

S ⊔ T =

S ∪ T S ∩ T = ∅

0 else

易见定义在 (I,⊔)上的生成函数就是经典的集合幂级数。

但我们在这里给出不同于前人的讨论方法来定义集合幂级数，由此可以更加容易地叙

述其代数性质。

定义 5.2 (集合幂级数的多元幂级数定义). 我们称 A[x1, . . . , xn]/(x2
1, . . . , x2

n) 是 n 元集合

幂级数。另记为 A{x1, . . . , xn}。

由此可见，集合幂级数无非是多元幂级数中最为极端的情况。

6由于指数来源于对 exp的系数提取，这里 b < 0时应当有 ab = 0。
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5.1 卷积

定理 5.1. 当 A取任何环时，计算集合幂级数卷积的复杂度可以做到 Θ(n22n)。

我们可以照搬高维序列卷积的计算方法，由于各维度都极小，采取插值转化的复杂度

与高维卷积的通法一致，且具有更小的常数。注意到在任意环上总是存在 0, 1，因此我们可

以直接选取 α(i)
0 = 0, α(i)

1 = 1进行插值转化。事实上，这就是经典的快速Möbius变换以及占
位多项式的表述：看做集合并卷积并且用集合大小进行占位。

定理 5.2. 计算集合幂级数在线卷积的复杂度可以做到 Θ(n22n)。

这一算法最早出现于 [10]。我们令在线算法的优先级为 δ(S ) = |S |，我们只需令 k从小

到大，处理全体 |S | = k的系数时，对应 |S | = 0, . . . , k−1部分的占位多项式已经完成计算，可

以在 Θ(k2n)时间内计算出占位多项式在 tk位置的乘法，然后通过 Θ(n2n)时间仅对 tk部分进

行Möbius逆变换，从而得到所有系数。得到后再通过 Θ(n2n)时间仅对 tk 部分进行Möbius
变换。由此，整个算法的复杂度为 Θ(n22n)。

对于不太拘泥于运算顺序的半在线集合幂卷积来说，上述算法已经足够，[5]中将其称
为半半在线卷积。与之相对的全半在线卷积需保证按照集合所代表的二进制数从小到大算

出各项的值。后文我们将看到在特征为 2的环上这将能够用于求解指数生成函数的微分方

程。

定理 5.3. 全半在线集合幂卷积可以在 Θ(n22n)时间内完成。

这一算法的进行需要将占位多项式变换为插值形式，我们取 k 个插值点，那么插值转

化后的乘法可以在 Θ(k2n)内完成。我们考虑从最高位开始进行分治，由于Möbius变换的每
一位都可以在 Θ(k2n)内完成，我们在分治过程中每次仅对最高位进行变换即可，具体过程

可参见下述伪代码。

Algorithm 1 FULLY RELAXED SUBSET CONVOLUTION
Require: A number n, an array g[1 . . . 2n − 1], relaxing function ϕ will modify f [i] when calling

ϕ(i)

Ensure: Evaluate f [i] and call ϕ(i) in the order i = 0 . . . 2n − 1

1: Find k elements a1, . . . , ak ∈ A such that ∀i , j, ai − a j is invertible
2: Let A = (a j

i )
k−1
i, j=0 and precalculate A−1

3: Initialize F[0 . . . 2n − 1] with 0
4: for i = 0 . . . 2n − 1 do
5: Let b = popcount(i)
6: G[i]← (g[i]A)b

7: end for
8: for i = 0 . . . n − 1 do
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9: Do Möbius transform on G[2i . . . 2i+1 − 1]

10: end for
11: function DivideConquer(l, t) {solve [l, l + 2t)}
12: if t = 0 then
13: Let b = popcount(l)
14: f [l]← (F[l]A−1)b

15: ϕ(l)

16: F[l]← ( f [l]A)b

17: else
18: for i = l . . . l + 2t−1 − 1 do
19: F[i + 2t−1]← F[i + 2t−1] + F[i]

20: end for
21: DivideConquer(l, t − 1)
22: for i = l . . . l + 2t−1 − 1 do
23: F[i + 2t−1]← F[i + 2t−1] + F[i] ·G[i + 2t−1]

24: end for
25: DivideConquer(l + 2t−1, t − 1)
26: end if
27: end function
28: DivideConquer(0, n)

整体复杂度为 T (n) = 2T (n − 1) + Θ(k2n) = Θ(kn2n)。由于过程中得到的多项式最高次数

为 2n − 1，取 k = 2n已足够。如能够取单位根进行循环卷积，则取 k ≥ n已足够。

5.1.1 形式幂转化

集合幂的形式幂转化由定理 5.1使用的算法一脉相承，其思想自 [11]引入之初便已成
型。与一般高维卷积相反之处在于，插值转化后采取的占位多项式上的乘法不采取循环卷

积，因而在进行多次变换之后所求的值不会被污染。因此，若集合幂级数的计算过程中有

一连串计算，可始终在插值转化的状态下进行计算。后文中我们将会看到这一特点有时能

够优化理论复杂度，此外在实际应用时，这也能够有效地减小算法的常数。

5.2 逐点牛顿迭代法

考虑为了计算得到某个集合幂 F 时，我们分解为计算 ∂
∂xn

F 和 F|xn=0。此时，前者等价

于 [x1
n]部分，后者等价于 [x0

n]部分。

若我们确定了 [x0
n]之后就能够通过Θ( f (n))的时间计算出 [x1

n]，那么总复杂度也是Θ( f (n))

的。（显然 f (n) = Ω(2n)）
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我们称这一方法为集合幂上的逐点牛顿迭代法。

例题 5 (无根树计数). 给一对称矩阵 G，对于每个非空子集 S，求和∑
T

∏
(i, j)∈T

Gi j

其中 T 枚举了以 S 为点集的所有生成树。

解法 我们不妨只考虑 n号点，先计算出所有 S = n的情况，也即 [x0
n]F，对于 [x1

n]F 部分，

去掉 n号点后的各部分为选择了一个根的树。对于一个子集 T，若其自成一个连通块，那么

可以任选其中一个节点为根，因此我们将 [xT ][x0
n] f 乘以

∑
j∈T G jn 得到 F̂，那么有

[x1
n]F = exp F̂

集合幂级数 exp可在 Θ(n22n)内计算，故该问题复杂度为 Θ(n22n)。 �

5.2.1 复合

定义 5.3 (集合幂级数复合). 给出 A上的 n次指数生成函数形式的多项式 F =
∑n

k=0 fk
xk

k!

和不含常数项的集合幂级数 G ∈ A{x1, . . . , xn}。记其复合为

F ◦G =
n∑

k=0

fk
Gk

k!

注意当 G不含常数项时，Gk

k! 总是良定义的。因为任取 k个非空不交集合 S 1, . . . S k，记⊔k
j=1 S j = S，此时 S 1, . . . S k 的 k! 个置换均贡献给 xS 项的系数。因此我们不妨直接定义

[xS ]Gk

k! 为对于全体将 S 划分为 k个无序非空集合 S 1, . . . S k 的方案，对于
∏k

i=1[xS i ]G求和。

定理 5.4. 集合幂级数复合可以在 Θ(n22n)时间内完成计算。

考虑 ∂
∂xn

(F ◦G) = F′(G) ∂
∂xn

G，故我们将其归约为 n− 1规模的子问题，但要计算 F和 F′

对其复合的结果。

记 Gk 为 G|xn=...xn−k+1=0，归纳可知，对于 0 ≤ k ≤ n，我们需要解决 F, F′, . . . , F(k) 复合 Gk

这 k + 1个规模为 n − k的复合问题。具体过程由下述伪代码给出：

Algorithm 2 EGF COMPOSITE SET POWER SERIES
Require: A number n, EGF F(x) =

∑n
k=0 fn

xn

n! , sequence g[0 . . . 2n −1] denoting the set power serie
1: for i = 0 . . . n do
2: Let h0,i = [ fi]

3: end for
4: for k = 1 . . . n do

2021 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 22



信息学竞赛中的生成函数计算理论框架 北京大学附属中学 李白天

5: for j = 0 . . . n − k do
6: Let hk, j[0 . . . 2k−1 − 1] = hk−1, j

7: Let hk, j[2k−1 . . . 2k − 1] = hk−1, j+1 ∗ g[2k−1 . . . 2k − 1]

8: end for
9: end for
10: return hn,0[0 . . . 2n − 1]

瓶颈为对于每个 k，我们进行了 n − k 次 k 元集合幂级数乘法，其复杂度可由和式

Θ
(∑n

k=0 k22k(n − k)
)
表示。下面证明其复杂度就是 Θ(n22n)。

证明. 经计算可得：
n∑

k=0

k22k(n − k) = 2(−13 + 13 · 2n − 3n − 6 · 2nn + 2nn2)

由此，该算法的复杂度为 Θ(n22n)。 �

事实上，这一方法具有极好的常数。对于集合幂 exp来说，由于 F′ = F，我们可以在迭

代过程中减少一些维护，这种方法在常数上较进行 2n 次微分方程实现 Θ(n2)形式幂 exp的

方法效率更高。实践显示，在部分根据 F针对性设计算法的问题，若其方法稍微复杂些，通

法也会显著具有更好的常数7。

引理 5.1. 集合幂级数复合在插值转化的情形下可以 Θ(2nM(n))完成计算。

为了达成这一理论复杂度，主要在于将上一算法的各步骤精细处理。首先，我们不需要

得到 Gk，而只需要得到 Gk 一个插值转化的结果，我们首先对 G在 xn 这一维解除插值，这

只需要 Θ(n2n)的复杂度，便得到了 ∂
∂xn

G 和 G0 的插值结果，对 G0 继续递归即可得到所有

Gk的插值结果，复杂度为
∑n

k=1 k2k = Θ(n2n)。反之，所有子问题的计算瓶颈也皆为多项式乘

法，因此复杂度为
∑n

k=0 M(k)2k(n − k) = Θ(2nM(n))。

5.2.2 Tutte多项式

定义 5.4. 对于无向图 G = (V, E)，定义其 Tutte多项式为

TG(x, y) =
∑
A⊆E

(x − 1)k(A)−k(E)(y − 1)k(A)+|A|−|V |

其中 k(E)表示图 (V, E)的连通分量数。

接下来的几条资料显示了 Tutte多项式与几个经典的图上计数问题的联系。由于篇幅所
限，下面的几条引理仅述而不证。证明可参看 [12, X.4]

7例：集合划分计数，https://loj.ac/p/154
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定义 5.5 (色多项式). 对于无向图 G = (V, E)，存在多项式 PG(k)使得带入正整数 k 时，

PG(k)的值表示 G的 k-染色方案。

引理 5.2. 色多项式可表为 Tutte多项式：

PG(c) = (−1)|V |−k(E)ck(E)TG(1 − c, 0)

引理 5.3. 对于一个无向图 G = (V, E)，下式

(−1)|V |PG(−1) = TG(2, 0)

为 G的无环定向数量，即给每条边进行定向，使得图是有向无环图的方案数。

引理 5.4. 对于一个无向图 G = (V, E)，TG(0, 2)为 G的强连通定向数量，即给每条边进

行定向，使得图是强连通图。

由上述引理可见，Tutte多项式统一了几个经典的图论计数问题，只要 Tutte多项式的计
算得到解决，则可以一并解决以上几个问题。

定理 5.5. 设 n = |G|，带入一组 x, y，对于 V的全体子集 V ′，设其导出子图8为G′ = (V ′, E′)，

TG′(x, y)可以在总共 Θ(n22n)的时间内计算。

注意到指数总是非负的，因此计算可以规避除法。接下来介绍一种在任意环 A上都可

进行的算法。

易见若G′有多个连通分量，则 TG′ 等于各连通分量的 Tutte多项式之乘积，不妨先求出
全体 G′ 为连通图时的答案，其余部分即可调用子问题的乘积。首先考虑 A作为边集时 G′

的各连通分量，对于连通分量 S，我们设该分量内在 A中的边集为 B，其权值为

fS (B) = (y − 1)|B|−(|S |−1)

不难发现按照这种定义，(x−1)k(A)−k(E)(y−1)k(A)+|A|−|V |即为各连通分量的 f 之乘积乘以 (x−1)t−1，

其中 t为连通分量的数量。因此若对于使得 S 为连通分量的全体方案 B的 f 值求和得到 gS，

Tutte多项式的值即可表为

[XV ′]
∑
t≥1

(x − 1)t−1

(∑
S,∅ gS XS

)t

t!

这可以直接通过调用定理 5.4的算法解决。接下来只需考虑如何计算 gS。

考虑进行逐点牛顿迭代计算 g，对于 S ∋ n，考虑删去 n后 S 剩余节点构成的各连通分

量，每个连通分量至少有一条连向 n的边在 B中，设总共向 n连有 m条边，则有 ym − 1种

方案。故将所有 S = n的 gS 乘以各自对应的 ym − 1后对其生成函数进行集合幂 exp，即得

各 S ∪ {n}项的值。
综上所述，算法的时间复杂度为 Θ(n22n)。

8仅保留两端点均在 V ′ 中的边
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5.3 复合方程

由于集合幂级数实为一种特殊的多元幂级数，因而我们可以照搬多元幂级数中所定义

的树形复合方程以及多元 Lagrange反演。由此我们可以在 Õ(2n)时间内计算集合幂的树形

复合方程中的一项。下面我们记 f S =
∏

i∈S fi。

定理 5.6. 对于由G定义的树形复合方程 F，可在 O(nαnR(n))时间内计算出 F的所有系
数，其中 α = 3+

√
5

2 ≈ 2.618。

我们考虑设计出一个 O(nαnM(n))复杂度的验证解的算法，然后只需将其改写为在线算

法。其中问题的核心无非是一类特殊的复合：计算 P(F1, . . . , Fn)，其中 Fi 的有值项均包含

xi。

我们考虑进行逐点牛顿迭代法，考虑 ∂
∂xn

P(F1, . . . , Fn) =
∑n

k=1( ∂
∂xk

P)(F1, . . . , Fn) · ∂
∂xn

Fk。由

此，对于阶为 n− k规模的子问题，总共有
∑

i≤k

(
n
i

)
个。而再仔细分析问题则发现，对于子问

题 (
∏

i∈S
∂
∂xi

)P的复合问题，其中 i ≤ n − k的部分无需计算包含 xi的系数，因为 Fi的乘法会

将这一部分溢出。经过这一部分削减后，我们总共卷积的规模之和可用如下和式表示：

T (n) =
∑
i, j,k

i+ j≤k

(
n − k

i

)(
k
j

)
2n−k−i

接下来证明 T (n) = Θ(αn)。

证明. 我们考虑对和式关于 n的数列构建生成函数。

T (n) =
∑
i, j,k

i+ j≤k

([xi](2 + x)n−k)([x j](1 + x)k)

=
∑

i+ j+t=k

([xi](2 + x)n−k)([x j](1 + x)k)
(
[xt]

1
1 − x

)

=
∑
k≤n

[xk]
(2 + x)n−k(1 + x)k

1 − x

= [x0]
∑
k≤n

(2 + x)n−k(1 + x)k

xk(1 − x)

注意到当 k < 0的时候，所提取的系数天然为 0，因此我们不妨直接改写为向负无穷求

和。

T (n) = [x0]
∑
k≥0

(2 + x)k(1 + x)n−k

xn−k(1 − x)

= [xn]
(1 + x)n

1 − x

∑
k≥0

(2 + x)k(1 + x)−k xk

= [xn]
(1 + x)n

1 − x
1

1 − x(2+x)
1+x
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= [xn](1 + x)n 1 + x
(1 − x)(1 − x − x2)

设 G(x) = 1+x
(1−x)(1−x−x2)，这一和式无非形如

=
∑

k

(
n
k

)
[xk]G(x)

=
∑

k

(
[zn]

zk

(1 − z)k+1

)
[xk]G(x)

= [zn]
1

1 − z
G

( z
1 − z

)
= [zn]

1 − z
(1 − 2z)(1 − 3z + z2)

由此可知，
∑

n≥0 T (n)zn = 1−z
(1−2z)(1−3z+z2)，因式分解可得 (1 − 2z)(1 − 3z + z2) = (1 − αz)(1 −

βz)(1 − γz)，其中

α, β, γ =
3 ±
√

5
2

, 2

所写出的生成函数已为即约分式，可知存在非零常数 a, b, c使得 T (n) = aαn + bβn + cγn，因

此 T (n)的增长被最大根控制，也即 T (n) ∼ aαn。因此 T (n) = Θ(αn)。 �

如果无需求出所有系数，藉由多元 Lagrange反演，我们可以给出 Õ(2n)9的求算方法。

定理 5.7. 对于由G定义的树形复合方程 F，经过 Õ(2n)的预处理，给定 H ∈ A{x1, . . . , xn}
询问 [xS ]H(F)可在 Θ(|S |22|S |)时间内完成。

由此可见，一般情况而言的算法还是较为臃肿，但对于一些特殊情况，我们能够做到更

好的复杂度。

5.3.1 对称复合方程

定义 5.6 (对称复合方程). 存在集合幂级数B，其有值项皆满足度数 ≥ 2，和一族指数

生成函数 g1, . . . , gn 使得

Gi = g′i ◦
∂

∂xi
B

时，称由 G定义的树形复合方程是对称的。

引理 5.5. 对于上述对称复合方程 F，存在集合幂级数 C 使得

gi ◦
(
∂

∂xi
B

)
◦ F

∣∣∣∣∣∣
xi=0

=
∂

∂xi
C

9T (n) = Õ( f (n))表示存在常数 k使得 T (n) = O( f (n) logk f (n))
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事实上，上述引理具有一个很强的组合直观，让我们来解释B与 C 的含义。

C 的构成相当于对所有圆方树进行统计。其中对于 [xS ]C 而言，S 描述了圆方树的圆

点点集，而 gi 是对于 i号点的度数赋予的权重，而 [xS ]B 则描述了一个方点的邻接点集为

S 时赋予的权重。

如图 5所示是提取系数 [x{1,2,3,4,5,6}]C 中的一项，其贡献为 ([x{1,2,3}]B)·([x{2,4}]B)·([x{2,5,6}]B)·
([ x3

3! ]g2) ·∏i∈{1,3,4,5,6}([ x1

1! ]gi)。

A

1

2

3

B

4

C 5

6

[ x3

3! ]g2

[x{1,2,3}]B

[x{2,4}]B
[x{2,5,6}]B

图 5: 对称复合方程示例

定理 5.8. 给出 gi 后，通过B计算 C 可在 Θ(n2nM(n))时间内完成计算。

这一算法首先由 [13]提出。首先考虑一个朴素的情况，即 gi = x，此时应有 C =B，因

为一颗圆方树此时每个圆点都为叶子。而若 g1 是一般的，则说明与 1号节点相邻可以有多

个方点，此时有 ∂
∂x1

C = g1 ◦ ∂
∂x1

B而其余部分保持不变。

我们考虑进行一组变换B = T0 → T1 → · · · → Tn = C。在过程中的意图为将 gi 从皆

为 x逐个改为输入。因此第 i步变换会根据 gi 进行组合 i号点相邻的方点，就有

∂

∂xi
Ti = gi ◦

∂

∂xi
Ti−1

Ti|xi=0 = Ti−1|xi=0

此时 Θ(n32n) 复杂度已经昭然若揭，而注意到中间的变换我们可以始终在插值转化的结果

下进行计算，在进行第 i次变换的时候，我们只需将第 i维还原，还原一维只需要 Θ(n2n)，
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因此瓶颈为进行 n 次在插值转化下的集合幂级数复合问题。总共复杂度为 n · Θ(2nM(n)) =

Θ(n2nM(n))。

虽然在实践中 M(n)仅有必要实现为 Θ(n2)，但减少Möbius变换的次数能够有效地降低
算法的常数。

引理 5.6. 对于 V 的每个子集 V ′ 的导出子图的点双连通子图数量可在 Θ(n2nM(n))时间

内计算。

定理 5.8所描述的算法在提出之初便是为了解决此问题，这一情况被命名为连通-点双连通变换。
注意到设B为点双连通子图的集合幂级数，则 gi = exp x时，C 为连通图的集合幂级数。注

意到定理 5.8所描述的变换若每一步变换存在逆变换，则可以通过 C 逐步还原得到B，此

处便有

∂

∂xi
Ti−1 = ln ◦ ∂

∂xi
Ti

Ti−1|xi=0 = Ti|xi=0

复杂度为 Θ(n2nM(n))。

例题 6 (数仙人掌10). 给出一个无向简单图G = (V, E)，问有多少个边集的子集使得图连

通，且每条边最多在一个简单环内。答案同余 998244353，保证 n ≤ 18。

解法 考虑这样的图每个点双连通分量的结构，必然是一条边或一个回路。我们通过状态

压缩 DP不难在 Θ(k22k)时间内计算出所有以 k为编号最大的点的点集 S 上的回路数量。由

此即可得到所有满足条件的点双连通分量的集合幂级数B，然后取 gi = exp x得到的 C 即

为仙人掌的集合幂级数。复杂度瓶颈为计算点双连通-连通变换。 �

值得一提的是，本题还有一些与定理 5.7的算法中处理相近方法的做法，与上述做法在
实践中的复杂度均为 Θ(n32n)，但上述调用通法的解法反而表现出更好的常数。

6 指数生成函数

如若 1 ∼ n在所进行计算的环上均同态可逆，那么指数生成函数没有额外讨论的意义，

因为我们可以直接将序列变换为 f̂n =
fn
n!。但若 A是具有小质数因子的同余运算 Z/MZ，或

者特征不为 0且小于等于 n的有限域之类，便不能直接除以 n!进行处理。我们首要需要解

决的便是乘法如何进行。

10来源：加强自 Ildar Gainullin，https://loj.ac/p/6719
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6.1 卷积

定义 6.1 (二项卷积). 对于以 Z≥0为下标，以A为系数的序列，我们定义其卷积 c = a∗b：

ck =

k∑
i=0

(
k
i

)
aibk−i

定理 6.1 (四模数 NTT). 在模 M 运算下，存在 Θ(n log n · ω(M))11 复杂度的二项卷积算

法。

我们考虑首先如何解决 M = pk 时的情况，然后可以用 CRT合并各情况。
我们记 vp(n)是 n!中 p的质因子次数，p-阶乘为 n!p = pvp(n)，反 p-阶乘为 n!p =

n!
n!p
。

那么由定义显然 n!p 还是同余 M 可逆的。我们先令 ân = an ·
(
n!p

)−1
mod M，我们可以

得到

ĉn ≡
∑

k

(
n!p

k!p(n − k)!p

)
âkb̂n−k ≡

∑
k

pvp(n)−vp(k)−vp(n−k)âkb̂n−k (mod M)

定理 6.2 (Kummer). vp(n) − vp(k) − vp(n − k)就是在 p进制下，n减去 k时所发生的退位

次数。

由于 n在 p进制下最多只有 logp n位可退，根据上述定理我们知道 pd ≤ n，因此我们

在不取模的情况下，可以得到 ĉn ≤ n · nM2 = n2M2。

虽然 p在模 M 下不可逆，但是当 p ≤ n，自然满足在我们选取的 NTT模数下都可逆。
因此，这一涉及除法的卷积式子，因为已经保证了结果是值域在 n2M2内的整数，所以我们

只需选取 NTT模数进行卷积，之后用 CRT合并即可。取 n ≤ 106,M ≤ 109 的一般情况下，

可得 cn ≤ 1030，使用四个 NTT模数进行合并足够。目前美中不足的是，在通常的 M在 109

范围内，就已经不可避免地在四模数 NTT最后的 CRT阶段使用 int128。
因此对于每个 M = pk的情况，我们都可以通过四模数 NTT进行计算，那么对于一般的

M进行 CRT，算法的复杂度为 Θ(n log n ·ω(M))，或者也可以解释为，结果值域为 n1+ω(M)M2

的卷积。

定理 6.3. 模 M二项卷积可在 Θ(R(n) · ω(M))时间内在线进行。

经过 CRT转化，我们将在线二项卷积转化为 ω(M)个易于进行的 M = pk形式的在线二

项卷积。通过前述的四模数 NTT归约，我们将在线二项卷积转化为四个同步进行的在线卷
积。

通过此法，我们也可以较为高效地完成二项运算下的初等函数复合。

定理 6.4. 对于多项式 f (x)和 EGF形式的多项式 g(x)，设D = d
dx，可以在Θ(n log n·ω(M))

的时间内计算求导算子对多项式的乘法 g(D) · f (x)。

11ω(n)指 n的互异质因子数量
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只需注意到将 f (x) 的系数看做输入向量 f，那么这一变换是「将 f 与 g 做二项卷积」

的转置算法，我们对二项卷积的过程进行转置计算即可。

引理 6.1. 对于多项式 f (x)，可以在 Θ(n log n ·ω(M))时间内计算 f (x+ c)同余 M的各项

系数。

只需注意到 f (x + c) = ecD · f (x)即可归约到上述算法。

引理 6.2. 已知多项式 f (x)在 0, . . . , n下的点值（且在同余 M下存在且以此形式给出），

可以在 Θ(n log n · ω(M))内求 f (m), f (m + 1), . . . , f (m + n)在同余 M下的点值。

考虑进行二项式反演 gn =
∑

k

(
n
k

)
f (k)(−1)n−k 后即得 f 的下降幂表示

f (x) =
∑
k≤n

gk

(
x
k

)
因此我们首先可以通过一次二项卷积完成二项式反演，之后的第二次卷积是一个起点不

太相同的二项卷积，但由于其中出现的组合数上标最大为 n+m，因此素因子幂次有 pk ≤ n+m，

可知进行类似转化后的值域被控制在 n · (n + m)M2 ≤ nM3 内，四模数 NTT的转化仍是可用
的。

事实上我们可以只进行一次卷积。考虑计算点值 f (k)经过两次变换对 f (m)的贡献，其

为 ∑
j≤n

(
j
k

)
(−1) j−k

(
m
j

)
=

∑
j≤n

(
m
j

)
[xk](x − 1) j

= [xk]
∑
j≤n

(
m
j

)
(x − 1) j

设 G(x) =
∑

j≤n

(
m
j

)
x j，不难验证 G(x)满足微分方程 mG(x) = (1 + x)G′(x) + m

(
m−1

n

)
xn，因

而贡献 F(x) = G(x − 1)，有

mF(x) = xF′(x) + m
(
m − 1

n

)
(x − 1)n

[xk]mF(x) − xF′(x) = [xk]m
(
m − 1

n

)
(x − 1)n

(m − k)[xk]F(x) = (−1)n−km
(
m − 1

n

)(
n
k

)
[xk]F(x) = (−1)n−k m

m − k

(
m − 1

m − n − 1

)(
n
k

)
= (−1)n−k

(
m
k

)(
m − k − 1
m − n − 1

)
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值得一提的是，Lagrange插值公式也可导出这一结果。这一方法可以仅进行一次卷积，
但其过程中组合数含有的 p的质因子次数可能较大。在诸如整式递推快速求值算法中由于

m = O(n)，可得值域在 O(n3M2)范围内，比较适用。

7 总结

本文中，我们简要勾勒出了生成函数计算时问题的主要分支、计算时的不同难度层次、

以及解决对应的问题的部分纲领。然而吾生也有涯，而知也无涯，本文的理论还有无数的

空缺之处以及开放性问题尚待解决。读者也不必拘泥于本文的一些见解，有道是当局者迷，

旁观者清，或许跳出本文的见解，反而能在部分问题得到进一步的结果。总之，希望能有感

兴趣的同学发挥愚公移山之精神，进一步完善生成函数计算的理论图景！
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