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浅谈线性代数与图论的关系

宁波市镇海中学 潘佳奇

摘 要

本文将围绕着与图相关的矩阵介绍一部分与其相关的结论，以及在 OI中常见的相关问
题。

1 前言与约定

作者在平时的练习中，积累了一些图和矩阵之间关系的结论，并且得到了一些推广。

本文主要围绕这些矩阵的组合意义以及其特征系统的性质展开。因为这两者在 OI中具
有很大的实用意义：最优化问题以及计数问题。

1.1 内容简介

在第二节中主要介绍 LGV引理的应用。LGV引理为有向无环图不交路径集合计数提
供了优美的方法，并且得到了特殊图最大流的应用。

在第三节中主要用 LGV引理推导出 Cauchy-Binet公式，并推导出矩阵树定理，同时得
到了图的拉普拉斯矩阵与图的 k-生成森林之间的联系。
在第四节中主要通过运用矩阵树定理的证明过程得到了内向树计数以及特殊拟阵求交

的方法。

在第五节中主要介绍邻接矩阵和拉普拉斯矩阵在图的积上的拓展，根据其特征值的变

化可以得到许多有意思的结论。

1.2 符号与约定

对于一张图 G = (V, E)，每条边 e ∈ E 有一个边权 ωe，其中所有的 ωe 都属于同一个交

换环（commutative ring 1）。为了方便描述，如无特殊说明，我们下面一致用实数域来讨论，

至于交换环上的拓展，证明过程基本相同。如果一张图无权，则 ωe = 1(e ∈ E)。我们通过函

数 V(G)得到图的点集，函数 E(G)得到图的边集。

1https://en.wikipedia.org/wiki/Commutative_ring
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我们约定矩阵 A的子式 A[S ],[T ]为选取 A所有 ai, j(i ∈ S , j ∈ T )的元素得到的子矩阵。如

果 S = T，则称子式 A[S ],[T ] 为 A的主子式 A[S ]。

我们记 n元置换的集合为 S n。N(σ)是置换 σ的逆序数。

对于两个序列 A, B，⊔表示两个序列的拼接，例如 [1, 2] ⊔ [4] = [1, 2, 4]。

对于一个矩阵M，其行列式记为 |M|。

2 LGV引理

2.1 引理介绍

这一节中出现的路径都是指有向路径 (directed path 2 )；
给定一张有向无环图 G，对于图上任意一条路径 P，定义 ω(P)为路径上所有边的边权

积。定义两顶点 u, v之间的权值 ω(u, v)，为 u, v之间所有路径 P权值 ω(P)的和，即 ω(u, v) =∑
P:u→v ω(P)。

当边权都为 1的时候，ω(u, v)的意义就变成了 u到 v路径的个数。

给定起点元组 S = (S 1, S 2, . . . , S n)和终点元组 T = (T1,T2, . . . , Tn)，其中 S 和 T 的元素

都属于顶点集合 V。

定义 2.1.1 (n-path). 称一个路径 n元组 P = (P1, P2, . . . , Pn)为 S ,T 的 n-路径 (n-path)，当且仅
当存在一个置换 π，∀1 ≤ i ≤ n，路径 Pi 的起点是 S i，终点是 Tπ(i)，即 Pi : S i → Tπ(i)。

显然对于一个 n-路径，上述的置换 π是唯一的。
类似地，我们定义一个 n-路径的权值 ω(P) =

∏n
i=1 ω(Pi)。

定义 2.1.2 (permutation of n-path). 定义 n-路径到置换的映射 σ(P)为，对于任意一个 n-路径
P，π = σ(P)为满足 ∀i，Pi 的终点是 Tπ(i) 的置换。我们把 σ(P)称作 n-路径 P的置换。

定义 2.1.3 (non-intersecting n-path). 对于一个 n-路径，如果这个元组满足 ∀1 ≤ i < j ≤ n，路

径 Pi 和 P j 没有公共顶点，那么我们称这个 n-路径为不交的 (non-intersecting)。

定义 2.1.4 (entangled n-path). 对于一个 n-路径，如果它不是不交的，那么我们称这个 n-路径
为相交的 (entangled)。

引理 2.1.1 (Lindström–Gessel–Viennot).
对于图 G和起终点集合 S 和 T，记行列式

M =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω(S 1,T1) ω(S 1,T2) · · · ω(S 1,Tn)

ω(S 2,T1) ω(S 2,T2) · · · ω(S 2,Tn)
...

...
. . .

...

ω(S n,T1) ω(S n,T2) · · · ω(S n,Tn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2https://en.wikipedia.org/wiki/Path_(graph_theory)
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则

|M| =
∑
P is a

non-intersecting n-path

(−1)N(σ(P))ω(P)

证明 2.1.1 (Lindström–Gessel–Viennot Lemma).
对于 S 中存在相同元素或者 T 中存在相同元素，证明是平凡的：

对于左式，M将有至少两行或两列相同，此时行列式值为 0。对于右式，对于每一个

n-路径，都存在 i , j使得 Pi和 P j的起点相同，或终点相同，此时不存在不交的 n-路径，所
以右式值为 0。

所以接下来只讨论 S 中元素两两不同，且 T 中元素两两不同的情况。

|M| =
∑
π∈S n

(−1)N(π)
n∏

i=1

ω(S i,Tπ(i))

=
∑
π∈S n

(−1)N(π)
n∏

i=1

∑
P:S i→Tπ(i)

ω(P)

=
∑
π∈S n

(−1)N(π)
∑

P is an n-path with σ(P)=π

ω(P)

=


∑
P is a

non-intersecting
n-path

(−1)N(σ(P))ω(P)

 +

∑

P is an
entangled
n-path

(−1)N(σ(P))ω(P)



令相交的 n-路径 P集合为 ζ，则我们构造一个函数 f (x) : ζ → ζ：
对于任意一个 n-路径 P ∈ ζ，设 π = σ(P)，我们取出字典序最小的二元组 (i, j)，满足

i < j并且 Pi, P j 有公共顶点。

令 Pi 经过顶点序列为 A = [α1, α2, . . . , αk]，P j 经过的顶点序列为 B = [β1, β2, . . . , βl]。

记 x = min{i|∃ j : αi = β j}，y = min{i|βi = αx}。
则通过交换尾部得到 P′i 的顶点序列 A′ = A[1 . . . x] ⊔ B[y + 1 . . . l]，P′j 的顶点序列 B′ =

B[1 . . . y] ⊔ A[x + 1 . . . k]。

则我们有 n-路径 P′ = (P1, . . . , Pi−1, P′i , Pi+1, . . . , P j−1, P′j, P j+1, . . . , Pn)，易得 π(P′) = π′ =

(π(1), . . . , π(i− 1), π( j), π(i+ 1), . . . , π( j− 1), π(i), π( j+ 1), . . . , π(n))，且 P′是相交的 n-路径，即
P′ ∈ ζ。
我们令 f (x)为满足这样条件的函数：对于所有这样的 n-路径 P，都有 f (P)和按照上述

过程得到的 P′相等。
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对于 A′, B′，相对于 A, B，只修改了 Ai(i > x)和 Bi(i > y)的元素，因此对于 P和 P′ 其

得到的二元组 (i, j)以及对应的 x，y不会变化。所以可以得到 f ( f (P)) = P，即 f 是一个对

合函数（Involution 3）。

因为终点没有两个点相同，则上述 π′是 π作用了一个奇置换得到的，所以有 (−1)N(π′)+N(π) =

−1。

对于 ω(P′i)ω(P′j)，容易得到

ω(P′i)ω(P′j)

=

 x∏
i=1

Ai

l∏
i=y+1

Bi


 y∏

i=1

Bi

k∏
i=x+1

Ai


=

k∏
i=1

Ai

l∏
i=1

Bi

=ω(Pi)ω(P j)

所以有

ω(P′) = ω(P′i)ω(P′j)
∏

1≤i≤n
i,x,i,y

ω(Pi)

= ω(Pi)ω(P j)
∏

1≤i≤n
i,x,i,y

ω(Pi)

=
∏

1≤i≤n

ω(Pi) = ω(P)

因此有

2


∑

P is an
entangled
n-path

(−1)N(σ(P))ω(P)


=
∑
P∈ζ

(−1)N(σ(P))ω(P) + (−1)N(σ( f (P))ω( f (P)))

=
∑
P∈ζ

((−1)N(σ(P)) + (−1)N(σ( f (P))))ω(P)

=0

由此得到

3https://en.wikipedia.org/wiki/Involution_(mathematics)
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|M| =


∑
P is a

non-intersecting
n-path

(−1)N(σ(P))ω(P)

 + 0

�

2.2 LGV引理在网格图中的应用

在这里，我们特别地定义网格图是有向图。

定义 2.2.1 (square grid graph). 网格图 S (n,m) = (V, E)是一张有向图，其中 V = {(i, j)|1 ≤ i ≤
n, 1 ≤ j ≤ m}，E = {((i, j), (i+ 1, j))|1 ≤ i < n, 1 ≤ j ≤ m} ∪ {((i, j), (i, j+ 1))|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j < m}。

容易得到，从 u = (x, y)走到 v = (x′, y′)（x ≤ x′, y ≤ y′）的方案数 ω(u, v) =
(

x′−x+y′−y
x′−x

)
。

例题 2.2.1 (Intersection is not allowed! 4 ).
给出网格图 S (N,N)，给出K个起点 (1, a1), (1, a2), . . . , (1, aK)和K个终点 (N, b1), (N, b2), . . . , (N, bK)。

你要输出路径 K 元组 P = (P1, P2, . . . , PK)的数量，满足 ∀1 ≤ i ≤ n，Pi 的起点为 (1, ai)，

终点为 (1, bi)，且对于 i , j，Pi 和 P j 没有公共点。

答案对 109 + 7（一个质数）取模。

保证 1 ≤ N ≤ 105, 1 ≤ K ≤ 100，1 ≤ a1 < a2 < · · · < aK ≤ N，1 ≤ b1 < b2 < · · · < bK ≤ N。

对照我们上面的定义，这道题实际上需要求的是

|M| =
∑
P is a

non-intersecting n-path

ω(P)

我们考虑在这道题的限制下，不相交的 n-路径的性质：

性质 2.2.1. 对于任意一个不相交的 n-路径 P，都有 σ(P) = (1, 2, . . . ,K)。

证明 2.2.1. 假设我们存在 π = σ(P) , (1, 2, . . . ,K)的 n-路径 P，找出任意的 i, j满足 1 ≤ i <

j ≤ K ，使得 π(i) > π( j)。

此时有 ai < a j 且 bπ(i) > bπ( j)。

假设 Pi 和 P j 没有公共顶点。那么如果顶点 (x, y)是 P j 经过的顶点，那么 (x, y)不可能

是 Pi 经过的顶点。

如果 (1, y)不可能是 Pi 经过的顶点，那么 (1, y + 1)不可能是 Pi 经过的顶点。

如果 (x, y), (x − 1, y + 1)（x > 1)不可能是 Pi 经过的顶点，那么 (x, y + 1)不可能是 Pi 经

过的顶点。

4http://acm.hdu.edu.cn/showproblem.php?pid=5852
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记 fx = min{k|vertex (x, k) is on P j}，那么 (x, fx)是 P j 经过的顶点。

由网格图的性质，对于 x > 1，有 fx ≥ fx−1，我们断言，对于 ∀x, y，满足 1 ≤ x ≤ N, fx ≤ y，

有 (x, y)不可能是 Pi 经过的顶点。

我们对下标的大小 x（1 ≤ x ≤ N）进行归纳。

我们已经得到了 x = 1时，(1, a j)不可能是 Pi经过的顶点，因而得到了 (1, j)（ j ≥ f1 = a j）

不可能是 Pi 经过的顶点，因此对于 x = 1成立。

假设我们已经归纳完了 x，对于 x′ = x + 1，我们已经得到 (x′, fx′)不可能是 Pi 经过的

顶点，由归纳得，对于 j ≥ fx′ ≥ fx，都有 (x, j) 不可能是 Pi 经过的顶点，所以得到 (x′, j)

（ j ≥ fx′）不可能是 Pi 经过的顶点，因此对于 x′ = x + 1成立。

因为 bπ(i) > bπ( j) ≥ fN，(N, bπ(i))是 Pi不可能经过的顶点，与 Pi经过了 (N, bπ(i))的条件矛

盾，因此 Pi 和 P j 没有公共顶点的假设不成立。

所以 Pi 和 P j 一定有公共顶点，与任意两条路径不相交的条件矛盾，因此 π = σ(P) ,

(1, 2, . . . ,K)的假设不成立。

由此得到 ∀π = σ(P)，都有 π = (1, 2, . . . ,K)。

�

在这个性质下，(−1)N(σ(P)) 的值只可能是 1，所以我们只要通过构造行列式M，就能通
过预处理，在 O(n + K3)的时间复杂度下得到答案。

2.3 特殊有向无环图最大流

例题 2.3.1 (传播者5). 给定一个具有 n层的分层图，每一层有 k个顶点，第 i层向第 i + 1层

之间连了若干条有向边（1 ≤ i ≤ n − 1）。

设 S ,T 为两个点集，满足 S 中所有顶点在第 l层，T 中所有顶点在第 r层，且 l < r。

记 cut(S ,T )为 S 和 T 的最小点割——即至少要去掉多少个顶点 (及其关联的边)，才能
保证不存在一条从 s到 t的有向路径，其中 s ∈ S , t ∈ T，且 s, t均未被去掉。

现在给定这张分层图，有 q次操作，每次操作为改变一条边的存在状态或询问某两个

点集的最小点割。

保证 2 ≤ n ≤ 8192，1 ≤ k ≤ 24，1 ≤ q ≤ 8192，1 ≤ u, v ≤ K，1 ≤ l < r ≤ n。

我们先考虑没有修改边，且只有一次查询时的做法：

我们把 S 叫做源点集合，T 叫做汇点集合。由于有多个源点和汇点，实际上由于条件

是 S 和 T 里任意一对点连通，所以我们可以建立超级源点 S ′ 和超级汇点 T ′。只要将原图

的边集并上 {(S ′, s)|s ∈ S }和 {(t,T ′)|t ∈ T }，问题就变成了：

5Author: 虞皓翔同学
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要求 S ′和 T ′不能被去掉，至少要去掉多少个顶点（及其关联的边），才能保证不存在

一条从 S 到 T 的有向路径。

把最小点割转换到我们熟悉的最小割 6。因为不能删边，我们把边的边权看做∞；因为
点删了就不能连通，我们把删点 u看做删去 u1 和 u2 之间边权为 1的边。

于是，对于图中的有向边 (u, v)，可以看做有向边 (u2, v1)且边权为∞，对于图中的顶点
u可以看做有向边 (u1, u2)且边权为 1。由Menger’s theorem 7 ，给定源汇点，一张图的最小

割和最大流相等。所以只要求出源点 S ′2 到汇点 T ′1 的最大流，即可得到原题的答案。

再考虑存在修改边，多次查询时的做法：

因为点数有 O(nk)，边数有 O(nk2)，跑 q次最大流的复杂度是无法接受的。

考虑在这个模型中最大流的意义，就是从源点到汇点选择若干条有向路径 P1, P2, . . . Pl，

使得对于 1 ≤ i < j ≤ l，Pi 和 P j 没有公共的权值为 1的边。

这和 n-路径的定义类似。实际上如果我们把所有权值为 1的边看做点，在此基础上计算，

这就将问题转化到了选择若干条点不相交的有向路径。在这道题中，具体地，如果对于三条

有向边 (u, v), (v,w), (w, r)有公共点 v,w，且 (u, v)权值为 1，那么就相当于有向边 ((u, v), (w, r))。

此时可以开始运用 LGV引理。我们要求出源点出边的一个子集 S 和汇点入边的一个子

集 T，使得它们代表的点分别作为起点元组和终点元组时，存在至少一个不交的 n-路径。而根
据 LGV引理，我们可以用点对路径数来计算不交的 n-路径相关的值。但是由于有 (−1)N(σ(P))

项的干扰，我们计算出的行列式值可能是 0。为此，我们给每条边一个随机数，将点对路径

数改为路径权值和。这样子，只要存在至少一个 n-路径，行列式就有很大概率不为 0。具体

地，根据 Schwartz–Zippel lemma 8，由于路径不会包含超过 n条边，行列式的值是一个度最

大不超过 n的多项式。在模素数 P意义下，如果存在至少一个 n-路径，行列式不为零的概
率就 ≥ 1 − n

P。

如果我们把点到点的方案数列成一个矩阵，那么问题实际上就是求出一个 k × k的子矩

阵，使得其行列式不为 0，在此基础上最大化 k，相当于计算矩阵的秩。

这道题中，经过我们的不断转化后，我们得到的最终图的点对路径数，实际上就是题目

给出的源点集合和汇点集合的点对路径数。我们可以通过矩阵乘法来计算这个方案。因为

存在单点修改，所以我们需要使用线段树来维护区间积。时间复杂度 O((n + q log n)k3)，可

以得到这道题的满分。

6为了展示 LGV引理在解决最大流问题的应用，选择将问题转化为最大流问题，而不是直接使用Menger’s theorem将最小点
割转换

7https://en.wikipedia.org/wiki/Menger’s_theorem
8https://en.wikipedia.org/wiki/Schwartz–Zippel_lemma
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总结

一般地，在一张有向无环图中，如果边权都是 1，给这张图求最大流的时候，就可以使

用同样的思想——将边看作点以将最大流转化为 n-路径相关的问题：
先给每条边一个随机权值来替换，然后列出一个和边有关的矩阵。如果源点有 n条出

边，汇点有 m条入边，那么就能得到一个大小为 n×m的矩阵 A：我们分别给源点的出边和
汇点的入边指定顺序，其中 ai, j表示所有从源点到汇点的有向路径 P中，满足源点的第 i条

出边和汇点的第 j条出边都在路径 P上的，ω(P)的和。此时只要求出矩阵 A的秩就是最大
流。

3 Kirchhoff’s矩阵树定理

3.1 Cauchy-Binet公式

定理 3.1.1 (Cauchy-Binet). 给定一个 n × m的矩阵 A和一个 m × n的矩阵 B，C = AB，则：

|C| =
∑

|S |=n,S⊆{1,2,...,m}
|An,[S ]||B[S ],n|

证明 3.1.1 (Cauchy-Binet formula). 考虑建图G(V, E)，其中V = L∪R∪D组成。L = {l1, l2, . . . , ln}，
R = {r1, r2, . . . , rn}，D = {d1, d2, . . . , dm}。

E = EL ∪ ER。EL = {(li, d j)|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}，且 ω(li,d j) = ai, j。ER = {(di, r j)|1 ≤ i ≤
m, 1 ≤ j ≤ n}，且 ω(di,r j) = bi, j。

那么容易发现，ci,k =
∑m

j=1 ai, jb j,k = ω(li, rk)。

令起点元组 S = (l1, l2, . . . , ln)，终点元组 T = (r1, r2, . . . , rn)，由 LGV引理得 |AB|就是 S

到 T 不相交路径带权权值和。

我们枚举被经过的 di 集合 D′ = {d′1, d′2, . . . , d′n} ⊆ {1, 2, . . . ,m}，枚举路径的选择：

2021 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 8
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|AB| =
∑

|D′ |=n,D′⊆{1,2,...,m}

∑
σ∈S n

(−1)N(σ)
∑
π∈S n

n∏
i=1

(
ai,d′

π(i)

) (
bd′
π(i),σ(i)

)
=

∑
|D′ |=n,D′⊆{1,2,...,m}

∑
σ∈S n

∑
π∈S n

(−1)N(σπ)+N(π)
n∏

i=1

(
aπ−1(i),d′i

) (
bd′i ,σ(π−1(i))

)
=

∑
|D′ |=n,D′⊆{1,2,...,m}

∑
σ∈S n

∑
π∈S n

(−1)N(σ)+N(π)
n∏

i=1

(
aπ(i),d′i

) (
bd′i ,σ(i)

)
=

∑
|D′ |=n,D′⊆{1,2,...,m}

∑
π∈S n

(−1)N(π)
n∏

i=1

(
aπ(i),d′i

)
∑
σ∈S n

(−1)N(σ)
n∏

i=1

(
bd′i ,σ(i)

)
=

∑
|D′ |=n,D′⊆{1,2,...,m}

|An,[S ]B[S ],n|

=
∑

|D′ |=n,D′⊆{1,2,...,m}
|An,[S ]||B[S ],n|

�

3.2 定理介绍

定义 3.2.1 (Laplacian matrix). 对于一张无向图 G = (V, E)，其中 V = {u1, u2, . . . , un}。其拉普
拉斯矩阵 (Laplacian matrix) L为：

li, j =



∑
(ui,k)∈E

ω(ui,k) i = j

−ω(ui,u j) i , j and (ui, u j) ∈ E

0 else

性质 3.2.1. 拉普拉斯矩阵所有代数余子式的值都相等。

证明 3.2.1. 先证明 Ci, j 和 Ci,k 相等。不妨假设 j < k。

删去第 i行后，我们得到一系列列向量 r1, r2, . . . , rn。由M矩阵的定义，有
∑n

i=1(ri) = 0，

即零向量。

我们记矩阵

A =
[
r1 r2 · · · r j−1 r j+1 · · · rk−1 −r j rk+1 · · · rn

]
则 A实际上就是由余子式Mi,k，经过初等行变换（即将除了 rk以外的所有 ri都加到 rk

上）得到的。

考虑将−r j取反，并且通过交换两列移动到 r j+1的左边，此时A =Mi,k = (−1)1+(k−1)−( j+1)+1Mi, j。

则有 Ci, j = (−1)i+ jMi, j = (−1)i+ j+k+ jMi,k = (−1)i+kMi,k = Ci,k。

对于 C j,i 和 Ck,i，由于行向量和为零向量，同理可得相等。

2021 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 9
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定理 3.2.1 (Kirchhoff’s matrix tree). 对于一张简单无向图G = (V, E)，且 ∀e ∈ E, ωe ≥ 0，如果

T = (V, ET )是 G的一棵生成树，记 ω(T ) =
∏

e∈ET
ωe。

我们记 T 是 G所有生成树的集合，则对于 G的拉普拉斯矩阵M的任何一个代数余子
式 Ci, j，都有：

Ci, j =
∑
T∈T
ω(T )

证明 3.2.2 (Kirchhoff’s matrix tree theorem). 由于拉普拉斯矩阵所有代数余子式都相等，我们
不妨计算 C1,1 =M1,1，即证明M1,1 =

∑
T∈T ω(T )。

边是一个二元组 e = (u, v)，定义 ζ(e, x)，有 ζ(e, u) = v，ζ(e, v) = u。

记 ui < u j 当 i < j，记 E = {e1, e2, . . . , e|E|}考虑关联矩阵（Incidence matrix 9）A|V |,|E|：

ai, j =


√
ωe j ui ∈ e j and ui < ζ(e j, ui)

−√ωe j ui ∈ e j and ui > ζ(e j, ui)

0 else

我们计算 N = AAT，则 Ni, j =
∑|E|

k=1 ai,ka j,k。

当 i = j，得到 ni, j =
∑

(ui,uk)∈E ω(ui,uk)。

当 i , j，得到 ni, j = −
[
(ui, u j) ∈ E

]
ω(ui,u j)。

所以 N =M。
考虑M的余子式M1,1，定义 B为 A删去第一行，则方阵M1,1 = BBT。

由 Cauchy-Binet公式得到

|M1,1| =
∑

|S |=n−1,S⊆{1,2,...,|E|}
|Bn−1,[S ]||(BT )[S ],n−1|

考虑 |Bn−1,[S ]|，根据行列式定义，其意义是对于点 u2 ∼ un，分别选一条相邻的边，且所

有边恰好被选一次。如果 i选择了 e j，则当做有向边 (ui, ζ(e j, ui))。这样形成了一个有向图。

图中如果存在环，则提取出一个环使得环上最小的点（我们已经定义过 <）最小，将环

上边反向，此时对应着另一个选择方案。（如果把这样的对应关系看做函数 f，则 f 是对合

函数）

环的反向，相当于作用上了一个循环排列。我们考虑环反向之后的值：

若环长为奇数，排列奇偶性不变，考虑其 −1变化了奇数个，所以其权值积 v和其对应

的图权值积 v′的关系为 v = −v′。

若环长为偶数，排列奇偶性变化，考虑其 −1变化了偶数个，所以其权值积 v和其对应

的图权值积 v′的关系为 v = −v′。

则出现环的权值都被两两抵消，存在环的情况对行列式值没有贡献。

9https://en.wikipedia.org/wiki/Incidence_matrix
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不存在环的情况下，图只能是以 1为根的内向树，容易证明 |Bn−1,[S ]|的非零值至多有一
个，此时每条边选择的出边都是唯一的，而对于 |Bn−1,[S ]|2 得到了该树的边权积。
也就是

|M1,1| =
∑

|S |=n−1,S⊆E

[(V, S ) is a tree]ω(S ) =
∑
T∈T
ω(T )

�

矩阵树定理在 OI中十分普及，因此不设置例题。

3.3 k-生成森林

拉普拉斯矩阵的特征多项式也有一定的意义。

性质 3.3.1. 对于一张图G(V, E)，如果将其拉普拉斯矩阵M特征值从大到小排序为 λ1 ≥ λ2 ≥
· · · ≥ λ|V |，则有 λ|V | = 0。

证明 3.3.1. 首先其特征值非负，即矩阵M是半正定的，因为M = AAT，其中 A是其关联矩
阵。

而由之前类似的分析很好得到 |M| = 0，所以一定存在 λ = 0，实际上向量v =
[
1 1 · · · 1

]T
就是其特征向量。

�

我们定义 k-生成森林 (Spanning k-component forest)为图的一个生成子图 (V, E)使得这

个子图有 k个连通分量且不存在环。

记一张无向无权图 G的 k-生成森林集合为 Tk，一个森林的权值 Q(T )为其每个连通分

量顶点数量之积，图 G的拉普拉斯矩阵M的特征多项式（Characteristic polynomial 10 ）为
P(x)，记 k-生成森林的带权和为 Fk，则有：

Fk =
∑
T∈Tk

Q(T ) = (−1)|V |−k[xk]P(x)

证明 3.3.2. 类似于矩阵树定理的证明过程，对于我们构建的关联矩阵A的子式A[S ],[T ]（|S | =
|T |）如果非零，则需要满足不存在环，此时每个连通分量都会向外连出一条边。
对于值非零的子式，表示在 S 集合中的每个点选择一条出边，不在 S 集合中的点成为

了它所在的内向树的根，形成弱连通块个数为 |V | − |S |的内向树森林。
每个子式对应唯一一个内向树森林。而从内向树森林也可以构造出唯一的子式。容易

验证子式和内向树森林的对应关系构成了一个双射。

10https://en.wikipedia.org/wiki/Characteristic_polynomial
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对于 S 的元素个数 |S | = i，我们在计算所有主子式M[S ] 之和的时候，实际上就是在计

算

vi =
∑
|S |=i

S⊆{1,2,...,|V |}

M[S ]

=
∑
|S |=i

S⊆{1,2,...,|V |}

∑
|T |=|S |

T⊆{1,2,...,|E|}

(A[S ],[T ])2

因此在枚举所有主子式的时候，等同于枚举所有生成内向树森林。对于一个生成森林

T，在其每个连通分量任选一个顶点作为根，都能得到一个内向树森林。每个生成森林 T 可

以得到 Q(T )个不同的内向树森林，这 Q(T )个内向树森林对应的子式的行列式的绝对值都

是 1。

容易证明，每个被枚举到的内向树森林恰好对应着一个生成森林，且一个生成森林能

够得到的所有内向树森林都能被枚举到。所以每个生成森林一共被算了 Q(T ) 次，也就是

Fk =
∑

T∈Tk
Q(T ) = v|V |−k。

由特征多项式的性质，对于矩阵M以及它的特征多项式 P(x)，满足 (−1)|V |−k[xk]P(x)等

于M所有 |S | = k的主子式M[S ] 的和 v|V |−k。

�

特殊地，有 F1 =
∏|V |−1

i=1 λi，即生成树个数的 n倍；F|V |−1 =
∑|V |−1

i=1 λi，即 trace(M)，矩阵

的迹。

4 矩阵树定理拓展

我们注意到，在处理M = AAT 的时候，使用了两个关联矩阵 A。
实际上，我们可以同时使用关联矩阵 A和 B，使得它们承担不同的功能，也就是当计

算 ABT 时，子式 |An−1,[S ]||(BT )[S ],n−1|中只要有一项判为 0，其值就为 0。

即使算出行列式的值可能没有很好的意义，我们还是可以在无向无权图中，利用随机

权值，解决许多问题。

4.1 内/外向有根生成树

对于一张有向图G，定义内向有根生成树为G的一张子图G′ = (V, E′)，使得 |E′| = |V |−1，

且在 G′任意一个点都可以通过有向边到达根。

对于外向有根生成树，采用类似的定义，表示根可以通过G′的有向边到达任意一个点。

我们只讨论内向树，因为外向树可以通过将所有边反向转换为内向树。
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对于M = ABT，A矩阵仍然承担着判断是否存在环的情况。将所有有向边看做无向边，
类似关联矩阵的定义得到 A：

ai, j =


√
ωe j ui ∈ e j and ui is e j’s head

−√ωe j ui ∈ e j and ui is e j’s tail

0 else

对于 B，我们要限定边是原图中的有向边，因此 B为：

bi, j =


√
ωe j ui ∈ e j and ui is e j’s head

0 else

也就是只有边的起点能够选择这条边。

对于M的值，十分容易计算：对于一条边 (u, v)的贡献，会在 mu,u 处加 ω(u,v)，在 mv,u

处减去 ω(u,v)。

对应地，由于根 r不能选择出边，我们选择计算代数余子式 Cr,r = Mr,r，这样子 A和 B
都被删除第 r行，表示 r没有出边。

在使用 Cauchy–Binet 公式计算 |An−1,[S ]| 和 |Bn−1,[S ]| 时，如果 |An−1,[S ]| 非零，那么值
代表的意义就是以 r 为根的内向树，此时和 |Bn−1,[S ]| 的值是相同的，也就是我们在计算
|An−1,[S ]||(BT )[S ],n−1|时，得到的是编号在 S 中的边对应的内向树 T 的 ω(T )。

也就是说，只要构造出了M，计算 Cr,r，就能统计出以 r为根的内向树个数。

例题 4.1.1 (有向图欧拉回路计数). 给出一个有向图 G，求其欧拉回路（Eulerian circuit 11 ）

方案数。

定理 4.1.1 (BEST). 对于一张有向图 G，如果图弱连通，且对于所有点，入度等于出度，则

其有欧拉回路。

则其不同的欧拉回路的数量是：

T (x)
∏
u∈V

(deg(u) − 1)!

其中 T (x)为以 x为根的不同的外向树的数量，则 x只需要满足 x ∈ V ，deg(u)是 u的

入度大小。

�

对于任意一点为根的外向树数量的计算，我们可以直接使用这一小节的做法。因此我

们得到一个 O(n3 + m)的做法。

11https://en.wikipedia.org/wiki/Eulerian_path
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4.2 最大非二分子图

例题 4.2.1. 给定一张 n个点 m条边无向图，求最大的 m，使得能够选出 m个点 m条边的子

图 G，使得对于 G中任意一个连通块都不是二分图。

1 ≤ n ≤ 500, 0 ≤ m ≤ 106。

考虑矩阵 A满足：

ai, j =


α j ui ∈ e j and ui < ζ(e j, ui)

α j ui ∈ e j and ui > ζ(e j, ui)

0 else

其中 α是一个随机向量。

容易发现，和关联矩阵相比，我们将 1和 −1的系数改为了 1和 1。

在取 n点 n边的图时，如果图中存在孤立点，则其一定是二分图。则图一定是由若干基

环树组成。此时每个点可以指定一条出边，正好和行列式意义对应上。

采用类似的分析方法，考虑贡献的抵消。

若环长为奇数，排列奇偶性不变，所以其权值积 v 和其对应的图权值积 v′ 的关系为

v = v′。

若环长为偶数，排列奇偶性变化，所以其权值积 v 和其对应的图权值积 v′ 的关系为

v = −v′。

于是我们成功地将所有偶环的贡献抵消。

因此只需要计算 A的秩即可。由于 m很大，得到的是 O(n2m)的做法（虽然可能存在优

化）。

但是我们只要计算 AAT 的秩即可得到相同的结果，因为 rank(AAT ) = rank(A)。

而类似于拉普拉斯矩阵，AAT 的值也十分好算，得到一个 O(n3 + m)的做法。

4.3 拟阵交

例题 4.3.1. 有两个无向图，点数相同，边数也相同。对于编号 i，它在G1代表边 (x1, y1)，在

G2 代表边 (x2, y2)。

我们想选出一个编号的集合，使得对于一个编号 i，如果它在集合中出现了，那么它在

G1 中会被连接，它在 G2 中也会被连接。

要求选出最多的编号，使得两个图连上边后都不存在环。

使用类似的分析方法，先给所有边赋上随机权值。我们通过计算 G1 的关联矩阵 A和
G2 的关联矩阵 B，通过计算 ABT 的秩，即可得到一个 O(n3 + m)的做法。

根据上面的经验，如果拟阵可以表示成矩阵的形式，即线性拟阵（Linear matroid 12 ），

则同样可以使用矩阵来计算两个拟阵的交大小：

12https://en.wikipedia.org/wiki/Matroid_representation
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对于表示成的列向量，我们将其乘上随机权值后排列成类似关联矩阵的形式，得到两

个矩阵 A,B，我们只需要计算 ABT 的秩即可得到拟阵交的大小。

5 简单的图的积问题

5.1 Kronecker积与图的 Cartesian积的关系

定义 5.1.1 (Kronecker product). 给定两个矩阵 A,B，其中 A是 n ×m的矩阵，则定义 A和 B
的 Kronecker积 13 为：

A ⊗ B =


a1,1B a1,2B · · · a1,mB
a2,1B a2,2B · · · a2,mB
...

...
. . .

...

an,1B an,2B · · · an,mB


我们将其表示为分块矩阵的形式。

Kronecker积有一个重要的性质：

性质 5.1.1 (Mixed-product).

(A ⊗ B)(C ⊗ D) = (AC) ⊗ (BD)

5.2 张量积与 Kronecker积

定义 5.2.1 (Tensor product of graphs). 对于两张图 G1(V1, E1),G2(V2, E2)，定义其 Tensor积为：
G(V, E) = G1 ×G2。

其中

V ={(u, v)|u ∈ V1, v ∈ V2}

E ={((u1, v1), (u2, v2))|(u1, u2) ∈ E1, (v1, v2) ∈ E2}

如果将 (u, v)按字典序排序，那么记 G1 邻接矩阵为 A1，G2 邻接矩阵为 A2，G的邻接

矩阵为 A，由我们的定义，则有 A = A1 ⊗ A2。

对于 A1 的特征值 λi 和特征向量 xi，以及 A2 的特征值 µ j 和特征向量 y j 则有：

(A1 ⊗ A2)(xi ⊗ y j)

=(A1xi) ⊗ (A2y j)

=(λixi) ⊗ (µ jy j)

=(λiµ j)xi ⊗ y j

13https://en.wikipedia.org/wiki/Kronecker_product
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也就是 λiµ j 对应着特征向量 xi ⊗ y j，一共 |V(G1)||V(G2)| = |V(G1�G2)|个。

5.3 Cartesian积与 Kronecker和

定义 5.3.1 (Cartesian product of graphs). 对于两张图 G1(V1, E1),G2(V2, E2)，定义其 Cartesian
积 14为：G(V, E) = G1�G2。

其中

V ={(u, v)|u ∈ V1, v ∈ V2}

E ={((u1, v), (u2, v))|(u1, u2) ∈ E1, v ∈ V2}∪

{((v, u1), (v, u2))|(u1, u2) ∈ E2, v ∈ V1}

现在有两张图 G1 和 G2 首先，我们先计算 G1�G2 的邻接矩阵 A：

如果将 (u, v)按字典序排序，那么记 G1 邻接矩阵为 A1，G2 邻接矩阵为 A2，由我们的

定义：

对于边集 {((u1, v), (u2, v))|(u1, u2) ∈ E1, v ∈ V2}，实际上就是 A1 ⊗ I|V(G2)|。

对于边集 {((v, u1), (v, u2))|(u1, u2) ∈ E2, v ∈ V1}，实际上就是 I|V(G1)| ⊗ A2。

则 A = A1 ⊗ I|V(G2)| + I|V(G1)| ⊗ A2。

实际上，对于 Cartesian积与 Kronecker积的关系，我们称之为 Kronecker和：

定义 5.3.2 (Kronecker sum). 对于 n × n矩阵 A和 m × m矩阵 B，定义其 Kronecker和为：

A ⊕ B = A ⊗ Im + In ⊗ B

对于 A1 的特征值 λi 和特征向量 xi，以及 A2 的特征值 µ j 和特征向量 y j 则有：

(A1 ⊗ I|V(G2)| + I|V(G1)| ⊗ A2)(xi ⊗ y j)

=(A1xi) ⊗ (I|V(G2)|y j) + (I|V(G1)|xi) ⊗ (A2y j)

=λixi ⊗ y j + µ jxi ⊗ y j

=(λi + µ j)xi ⊗ y j

也就是 λi + µ j 对应着特征向量 xi ⊗ y j，一共 |V(G1)||V(G2)| = |V(G1�G2)|个。
类似于邻接矩阵的分析方法，对拉普拉斯矩阵分析可以得到相同的结果：

对于拉普拉斯矩阵 L1 和 L2，对于 G1�G2 的拉普拉斯矩阵为 L = L1 ⊕ L2。

同样，其特征值也是所有 λi + µ j，其特征向量是 xi ⊗ y j。

14https://en.wikipedia.org/wiki/Cartesian_product_of_graphs
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5.4 有关图的积的问题

基于我们对其邻接矩阵特征值的分析，可以联系上先前特征值和图意义的关系，解决

一些计数的问题，尤其是生成树问题。

例题 5.4.1. 给定若干个图 G1,G2, . . . ,Gk，求图 G = G1 ×G2 × · · · ×Gk 中，长度为 L的起点

和终点相等的不同路径数。答案对 998244353取模。∑k
i=1 |V(Gi)| ≤ 500, L ≤ 1018。

题目相当于求 G的邻接矩阵 A的 L次方的迹 trace(AL)。

实际上就是特征值 L次求和：∑
(λiµ jνk . . . )L

=
∑

(λL
i µ

L
j ν

L
k . . . )

=(
∑

i

λL
i )(
∑

j

µL
j )(
∑

k

νL
k ) . . .

接下来的问题就是对于一张图，计算其特征值 L次方和，即计算：

[xL](
∑

i

1
1 − λix

)

令其特征多项式为 f (x)，则 g(x) =
∏

i(1 − λix)是将其系数翻转后得到的结果。

则

[xL](
∑

i

1
1 − λix

) = [xL−1]
g′(x)
g(x)

以 g′(x)的系数为初值做线性递推即可。

对于特征多项式，可以通过右乘初等行变换矩阵 P，同时左乘其逆 P−1，直到得到一个

Hessenberg矩阵 15 H。由于其特殊的结构，对于一个值 x可以通过 O(n2)时间复杂度求得

行列式 |xI − H| 的值。求出足够多点值后即可通过插值得到其特征多项式，总时间复杂度
O(n3)。

令 ni = |V(Gi)|，时间复杂度 O
(∑k

i=1

(
n3

i + ni log ni log L
))
。

例题 5.4.2. 给定两张图 G1,G2，求图 G = G1�G2 的生成树个数。

|V(G1)| + |V(G2)| ≤ 500。

很容易发现答案是：

1
|V(G1)||V(G2)|

|V(G1)|∏
i=1

|V(G2)|∏
j=1

(λi + µ j)

15https://en.wikipedia.org/wiki/Hessenberg_matrix
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计算出特征多项式后，通过结式（Resultant 16）即可在 O(max(|V(G1)|, |V(G2)|)2)的复杂

度下得到答案。

很可惜由于即使在模意义下也难以求出所有特征值（例如在模 5 意义下就无法解出

a2 ≡ 3 (mod 5)），对于图任意多的情况，作者并不知道有什么好的做法，欢迎大家与作者讨

论。

6 总结

关于这些与图相关的矩阵，还有很多有趣的性质。由于作者才疏学浅，所以介绍的内

容较为简单。

OI中这一类题目并不是很多，很大一部分都是矩阵树定理的直接应用。作者希望本文
能起到抛砖引玉的作用，希望看到更多相关题目以及更多有意思的拓展出现。
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