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第一章 前言

这是 2024-2025 上期竞赛班的数学类讲义，全部内容和答案均已经更新完毕，此即最终版（细节和排版错误如
果比较多，影响理解，后续会再发修正版）。本期讲义主要以数学分析和高等代数的上册内容为主，解析几何以及决

赛针对决赛的常微分方程内容也会讲解。目录是按照“数分，高代，解几，常微分”的顺序排的，并非实际上课顺

序。另外常微分方程部分本质数学分析，因此即便你准备初赛，也应该学习。

注意：上期课程主要是讲解数分高代课本上册内容对应的问题，下期是讲下册，上下两期合起来是完整一套内

容，学习时建议按顺序来（除非你很强），上下两期课程的内容同等重要，缺一不可！

最后的“补充题”章节中的问题，大多是在讲完相关专题后才诞生或者发现的题目，因此没有机会讲了，放到

最后供感兴趣的同学自己研究。补充题都是难度适当的可以做出来的练习题，但是不同于练习题：这部分补充题不

提供答案，如需解答请自行搜索，或者来最新一期答疑群提问。

数学类讲义与非数讲义完全不会重复，不存在任何的覆盖关系！即便你是数学系，如果你基础掌握不牢或者感

觉看数学类课程太吃力，就先去看非数课程和讲义学习，会很有帮助。另外有些专题和方法虽然属于重要的基本功，

并且常见于非数 CMC 和考研中，但是在数学系考试里面却很少出现，所以这种我们只能放入非数课程讲解（比如
中值定理，积分计算等等），如果你不擅长这个专题，就有必要看非数课学习。

讲义细分了大专题和每个专题下的具体小节，必要的课本上没有的知识点会在专题中补充并列出，相应的定理

也会有证明过程。部分题目难度较大，如果看不懂可以先跳过，以后再说；练习题是针对这一大专题而给出的，并

非针对其中某个特定小专题；练习题答案在最后一章，以对应章节的习题 + 答案形式呈现。
大家应该掌握 mathematica（手机端对应的是简易版 wolfram alpha）、几何画板（手机端对应 geogebra）的使

用方法，并下载安装好，平时很多极限、积分、级数计算问题，函数图像问题，递推数列问题，微分方程问题等等

都可以利用这些软件快速解决，而且操作很简便。特别是面对钓鱼题时，会用软件可以帮你快速鉴别出来；对于平

时拿不准的计算问题，鼓励大家用软件辅助检查，效率比发到群里让大家帮你验算和检查一遍要高很多。
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第二章 实数基本定理及其应用

2.1 定理介绍与证明

实数基本定理一共有六个：

1. 确界存在定理：有上界的非空数集一定有上确界
2. 单调有界原理：单调有界数列一定收敛
3. 柯西收敛准则：数列 {xn} 收敛当且仅当任意 ε > 0，存在 N 使得任意 m,n > N 都有 |xm − xn| < ε

4. 闭区间套定理：闭区间套 In = [an, bn] 满足 In+1 ⊂ In 并且 lim
n→∞

(an − bn) = 0，则存在唯一的 ξ，使得 ξ 属

于每一个 In

5. 聚点定理：有界数列必有收敛子列
6. 有限覆盖定理：有界闭集的任意一族开覆盖，都存在有限子覆盖
注意：紧集是以有限覆盖性质来作为定义的，而有界闭集则是字面意思，二者在 Rn 中等价，其余的不一定

以上六个命题，除去前两个外，都可以平凡的推广到 Rn 中，表述是差不多的，证明也一样

这些定理互相都是等价的，从任何一个出发均可以推出来剩下其余所有结论，排列组合下来一共 30个命题，任
何一个的推导都是简单的（自证不难），如果感兴趣，想要看汇总版的证明，可以直接百度搜索，这里提供两个汇总

版链接：互推证明参考 1、互推证明参考 2
关于定理的应用，综合性与技巧性较强的通常是闭区间套定理和有限覆盖定理，能够在很多看起来比较隐蔽与

复杂的问题中发挥至关重要的作用，其余四个当然也重要，只不过应用都很直接，没什么变化或者绕圈子的感觉，写

出来通常也只不过是一句话而已。

这些定理将会贯穿整个数学分析，处处都会用到，本节我们着重讲解闭区间套定理和有限覆盖定理的应用，用

它们来解决一些看上去比较奇怪，或者是直观却不易证明的问题，或者是比较反直觉的问题，总之都是数学分析味

道非常浓厚的题目，综合性较强。

在这一节开始之前，需要知道以下几个基本定义，或许在数学分析上册中不会提及，但很简单

定义 2.1.1: 点集相关的基本概念

1. 如果存在 r > 0 使得 (a− r, a+ r) ⊂ A，则称 a 是集合 A 的内点（高维改为开球即可）

2. 如果一个集合 A 中的每一个点都是内点，则称 A 是开集

3. 如果集合 A 中的任意一个收敛序列 xn 的极限点 x，都有 x ∈ A，则称 A 是闭集

4. 设 B ⊂ A，如果对任意 r > 0 和任意 x ∈ A，都有 (x− r, x+ r) ∩B ̸= ∅，则称 B 在 A 中稠密

下面我们要介绍 Baire 纲定理及其应用，这一部分对于刚上大一的学生来说有难度，可能会感觉很抽象（虽然
证明不需要任何高级知识），如果学起来吃力，可以先跳过，以后再来看。

本章题目数量很有限，这期课程已经列出了几乎所有的问题，因此日后新课就再也没有这一章了（绝版内容）
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2.2 定理综合应用 第二章 实数基本定理及其应用

2.2 定理综合应用

例题 2.2.1 设 f(x) : [0, 1] → [0, 1] 单调递增且 f(0) > 0, f(1) < 1，证明：存在 x 使得 f(x) = x

证明. 用区间套来做，反证法，假设 f(x) ̸= x 恒成立，记 [a1, b1] = [0, 1]，现在看 f(
1

2
)，如果 f(

1

2
) >

1

2
，则考虑

区间 [
1

2
, 1]，而如果 f(

1

2
) <

1

2
，则考虑区间 [0,

1

2
]，并把这个新的区间记为 [a2, b2]，然后对区间 [a2, b2] 再继续操

作，也就是看中点的函数值大小去确定下一个区间，如此进行下去得到一列闭区间 [an, bn]，并且根据构造方式，显

然 f(an) > an, f(bn) < bn 恒成立

根据区间套定理，存在唯一 ξ ∈ [an, bn], ∀n ≥ 1，现在关注 ξ 点：注意函数是单调递增的，所以 f(an) ≤ f(ξ) ≤
f(bn)，于是 an < f(ξ) < bn 恒成立，令 n→ ∞ 可知 ξ ≤ f(ξ) ≤ ξ，所以 f(ξ) = ξ 导致矛盾

注释 2.2.1： 思考矛盾点在哪：显然区间两端一大一小，中间才可能会有矛盾，所以我们关注这样的区间就

可以了，注意本题没有连续性，所以不可能用介值性做出来的
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2.2 定理综合应用 第二章 实数基本定理及其应用

以下结论通常称为“勒贝格数引理”，考研题考过，在 n 维空间中和 R 中是没有区别的，这个结论以后在你们
拓扑课程中还会见到，不过其实没什么特别的用处（或者说：并不必要存在，因为平凡而且可以被其他方法代替）

例题 2.2.2 证明: 如果 {Oα} 是区间 [a, b] 的一个开覆盖，则存在一个正数 δ > 0 ，使得对于区间 [a, b] 中

的任何两个点 x′, x′′，只要 |x′ − x′′| < δ, 就存在开覆盖中的一个开区间, 它覆盖 x′, x′′ 。(称这个数 δ 为开覆盖的

Lebesgue 数.)

证明. 要证的是：存在 δ > 0，使得任意 |x− y| < δ 都有某个 I ∈ {Oα} 使得 x, y ∈ I

反证法，则对于 δ =
1

n
，存在相应的 |xn − yn| <

1

n
，使得任意 I ∈ {Oα}，要么 xn /∈ I，要么 yn /∈ I

这里 xn 是有界数列，所以存在收敛子列，不妨设 xn → x0 ∈ [a, b]，那么 yn 也收敛于 x0，考虑极限点 x0，根

据条件，存在 I ∈ {Oα} 使得 x0 ∈ I

由于 I 是开集，故存在 δ > 0 使得 (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ I，因为 xn, yn 都收敛于 x0，则存在 N 充分大使得

|xN − x0| < δ, |yN − x0| < δ，于是区间 I ∈ {Oα} 就同时覆盖了 xN , yN 这两个点，与假设矛盾

注释 2.2.2： 本题证明方法很多，在数学类红宝书上册里面有一个直接构造，从正面进行证明的方法，当然

正常人肯定是注意不到那个构造的；在谢惠民上册有限覆盖定理一章，有利用有限覆盖来证明的做法，可以

自行对比，不过上述反证法，或许是最无脑最直接的做法，也是最好想到的

5



2.2 定理综合应用 第二章 实数基本定理及其应用

例题 2.2.3 证明：在 Rn 中，紧集和有界闭集是等价的.

证明. 用 B(x, r) 表示以 x 点为圆心，r 为半径的开球，用 B(x, r) 表示以 x 点为圆心，r 为半径的闭球

如果 A 是紧集，我们证明它有界，并且是闭集

假如 A无界，则显然 B(0,m),m = 1, 2, ... 这样一组开球构成了 A的开覆盖，于是存在里面有限个开球覆盖 A，

显然这有限个开球的并集等于最大的那个开球，它覆盖了 A，与 A 有界矛盾

假如 A 不是闭集，则存在 A 中的一列点 xk 收敛到点 x，但是 x /∈ A，现在来构造一组开集，使得无限个可以

覆盖，有限个总是不能覆盖：

注意单点集 x 的补集是开集，并且它覆盖了 A（因为 x 不在 A 中），而这个补集可以写成这样一组开集的并：

Rn − {x} =

∞⋃
k=1

(
Rn −B

(
x,

1

k

))

根据紧集条件，则存在有限个这样的开集，它们并集可以覆盖 A，所以存在正整数 N 使得

A ⊂ Rn −B

(
x,

1

N

)
⇒ Ac ⊃ B

(
x,

1

N

)
⊃ B

(
x,

1

N

)

但是点列 xk → x，所以 k 充分大时 |xk − x| < 1

N
，上式表明 xk /∈ A，与定义矛盾

如果 A 是有界闭集，我们证明它具备有限覆盖性质

反证法，则存在 A 的一组开覆盖，使得其中任何有限个开集都不能覆盖 A

因为 A 有界，则存在有界的闭正方体 I1 覆盖住 A，现在将 I1 均分为 2n 个小的闭方体，考虑每一个小方体与

A 的交集（是一个闭集，因为这俩都是闭集），这 2n 个闭集中至少有一个不能被有限覆盖（若都能，则合并起来，A

也就被有限覆盖了，矛盾），不能被有限覆盖的那一部分对应的方体记为 I2，相应 I2 ∩A 不能有限覆盖
继续，将 I2 等分为 2n 个闭的小方体，同样又会存在其中某一个小方体，记为 I3，使得闭集 I3 ∩ A 不能有限

覆盖，以此类推，得到一列闭方体 Ik 并且显然直径趋于零，同时每一个 Ik ∩A 都不能被有限覆盖，根据闭集套定
理（对闭集 Ik ∩A 使用），存在唯一 x 属于每一个 Ik ∩A，现在关注 x 点

根据已知条件，x 被开覆盖中某个开集 O 覆盖了，于是存在 δ > 0 使得 B(x, δ) ⊂ O，但是闭方体 Ik 的直径趋

于零并且 x 属于每一个 Ik，所以当 k 充分大时，方体 Ik ⊂ B(x, δ) ⊂ O，因此 Ik ∩A 被一个开集覆盖住了，与 Ik

的定义矛盾

注释 2.2.3： 再次强调：如果集合 A 的任意一组开覆盖都存在有限子覆盖，则称 A 是紧集，它的定义是利

用的有限覆盖性质，只不过在 Rn 里面经过证明发现紧集和有界闭集等价，但是一般情况下二者的定义是互

相独立的

对于新手，注意“不是闭集”并不意味着“是开集”，小心不要伪证

从过程中可以看出，我们后面从有界闭集去推导紧集的时候，每一次都要将区域做 2n 等分，这就利用了 Rn

的性质，设想如果是 R∞ 还能这么做吗？肯定不行了，因为等分时候会出问题，自然结论也不再成立
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2.2 定理综合应用 第二章 实数基本定理及其应用

例题 2.2.4 1. 设 f(x) 定义在 R 中且对任意 x，都存在与 x 有关的 r > 0，使得 f(x) 在区间 (x− r, x+ r) 中

为常值函数，证明：f(x) 是常值函数.
2. 设 f(x) 是定义在 [a, b] 中的函数, 如果对任意 x ∈ [a, b], 均存在 δx > 0 以及 Mx , 使得 |f(y)| ⩽Mx, ∀y ∈

(x− δx, x+ δx) ∩ I, 证明：f(x) 是有界的.
3. 设 f(x) 定义在 R 上，对任意 x0 ∈ R 均存在与 x0 有关的 δ > 0, 使得 f(x) 在 (x0 − δ, x0 + δ) 是单调递增

的，证明：f 在整个 R 上也是单调递增的.
这个结果说明：局部常值函数就是常值函数，闭区间上局部有界的函数都是有界函数，局部单调递增函数是在

整个区间上也是单调递增的，实数基本定理能够将局部性质扩充为整体性质。

证明. 1. 本题做法很多，下面展示三种，首先采用反证法，设 f(a) ̸= f(b), a < b，然后推矛盾

方法一（有限覆盖定理）：对任意 x ∈ [a, b]，存在 rx > 0 使得 f(t) 在区间 (x − rx, x + rx) 为常值函数，则⋃
x∈[a,b]

(x− rx, x+ rx) ⊃ [a, b]，，故存在其中有限个区间 (xk − rk, xk + rk), 1 ≤ k ≤ n 使得他们的并集包含 [a, b]

直观来看只需要将这些区间“从小到大”排列，就可以依次推出每一个区间上都是相同的一个常值函数，但是

所谓“从小到大”排列目前是无法准确定义的（自己画图思考原因或看上课视频），所以这样说不清楚，优化如下

方案 1：选择其中个数尽可能少的区间，使得它们的并集可以覆盖 [a, b] 但是任意删去一个都不可以（这是能够

准确定义的一个操作），此时区间具备性质“任意一个不能被其余的并集盖住”，接下来将这些区间按照左端点的大

小关系来排序，去论证它们确实是如你所想的那样“从小到大”排列的（关注右端点），进而得证

方案 2：利用勒贝格数引理，将区间 [a, b] 分为有限个 [a, a + r], [a + r, a + 2r], ..., [a + nr, b]，则每一个闭区间

都可以被开覆盖中的某一个开区间覆盖住，于是分段常值函数，并且还能拼接起来，所以是常值函数

方法二（确界存在定理）：因为 f(x) 在 (a− r, a+ r) 内是常值函数，所以考虑最大的区间也即

x0 = sup {x ∈ [a, b] |f (t) = f (a) , ∀t ∈ [a, x]}

则 a + r ≤ x0 ≥ b，根据上确界的定义我们知道：任意 ε > 0，集合中有一个元素大于 x0 − ε 也即 f(t) =

f(a), ∀x ∈ [a, x0 − ε]，所以任意 x ∈ [a, x0) 都有 f(x) = f(a)，现在关注 x0 点，有两种情况

如果 f(x0) ̸= f(a)，则存在 δ > 0 使得 f(x) 在 (x0 − δ, x0 + δ) 内都为常数且不等于 f(a)，这与任意 x ∈ [a, x0)

都有 f(x) = f(a) 矛盾

如果 f(x0) = f(a)，则存在 δ > 0 使得 f(x) 在 (x0 − δ, x0 + δ) 内恒为常数 f(a)，结合已知，所以集合

{x ∈ [a, b] |f (t) = f (a) , ∀t ∈ [a, x]} 的上确界至少应为 x0 + δ，和上确界是 x0 矛盾

方法三（闭区间套定理）：不妨 f(a) < f(b)，记区间 [a1, b1] = [a, b]然后关注中点的取值，如果 f(
a+ b

2
) > f(a)，则

考虑区间 [a,
a+ b

2
]，如果 f(

a+ b

2
) ≤ f(a)，则考虑区间 [

a+ b

2
, b]，并将这个区间记为 [a2, b2]，由此可见 f(a2) < f(b2)

以此类推构造一列区间套 [an, bn]，则总有 f(an) < f(bn) 并且存在唯一 ξ 属于每一个 [an, bn]，现在看 ξ 点，根

据条件，存在 r > 0使得 f(x)在 (ξ−r, ξ+r)内为常值函数，而 an, bn → ξ 所以当 n充分大时 an, bn ∈ (ξ−r, ξ+r)，
这导致 f(an) = f(bn)，与 an, bn 的取法矛盾

2. 用聚点原理来解决，采用反证法，设 f(x) 无界，则存在一列 xn ∈ [a, b] 使得 |f(xn)| > n，有界数列 xn 必

有收敛子列，不妨 xn → x0 ∈ [a, b]，考虑 x0 点，则存在 δ > 0,M > 0 使得 |f(x)| < M, ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)，而

当 n > N 充分大时总有 xn ∈ (x0 − δ, x0 + δ)，于是 M > |f(xn)| > n 恒成立，矛盾

3. 采用区间套定理，反证法，则存在 a < b 使得 f(a) > f(b)，我们用中点函数值的大小来选择区间，如果

f(
a+ b

2
) ≥ f(a)，则考虑区间 [

a+ b

2
, b]，而如果 f(

a+ b

2
) < f(a)，则考虑区间 [a,

a+ b

2
]，由此得到闭区间套 [an, bn]

并且 f(an) > f(bn) 恒成立，同样考虑所有区间的交点 ξ，f(x) 在 (ξ − r, ξ + r) 内是递增的，因此当 n 充分大时

an, bn ∈ (ξ − r, ξ + r)，那么根据单调性得 f(an) ≥ f(bn)，与 an, bn 的取法保证的不等式 f(an) > f(bn) 矛盾
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2.2 定理综合应用 第二章 实数基本定理及其应用

例题 2.2.5 设 f(x) 在区间 I 中连续，并且在每一点 x ∈ I 处都取到极值，证明：f(x) 是常值函数，并且连续

这一条件不可删去，也不可减弱为至多在可数个点不连续.

证明. 两种做法，方法一需要一个很关键的独立于本题的引理，方法二则是直接针对本题证明

引理 2.2.1： 设 f(x) 定义在区间 I 中，则 f(x) 的全体极值构成的集合是至多可数集

极值分为极大值和极小值，只要证明极大值全体与极小值全体都是至多可数的就行了

设 f(x) 的全体极小值构成的集合为 A，则

A = {f (x) |∃δ > 0, ∀t ∈ (x− δ, x+ δ) , f (t) ≥ f (x)}

为了描述可数，将区间 (x− δ, x+ δ) 缩小为有理开区间 (r, s)，其中 r, s ∈ Q，于是（显然的，也可以去验证）

A = {f (x) |∃r, s ∈ Q, r < x < s, ∀t ∈ (r, s) , f (t) ≥ f (x)}

因此任何一个极小值 y，都有 y ∈ A 并且存在 x 使得 y = f(x)，进而对应了一个包含 x 的有理开区间 (r, s)

（显然不唯一，也不需要唯一性，随便取一个 x 和相应的区间 (r, s)，只要存在就可以了），不同的两个极小值 y1, y2

很明显不能对应同一个有理开区间 (r, s)，否则这个区间内 f(x) 有两个不同的最小值，矛盾，现在定义一个从全体

极小值构成的集合 A 到全体有理开区间构成的集合 B 的映射 φ，将极值 y 映射为相应的有理开区间 (r, s)，则前面

分析说明了 φ 是单射，而全体有理开区间构成的集合是可数的，所以 f(x) 的极小值全体至多可数

同理极大值个数也是至多可数，于是引理得证

回到原题，如果 f(x) 不是常值函数，则存在 a ̸= b 使得 f(a) ̸= f(b)，故 f(x) 可以取到 f(a), f(b) 之间的一切

值（连续性），则 f(x) 的值域是不可数集（区间都是不可数的），但是条件表明 f(x) 处处取极值，根据引理 f(x) 的

值域是至多可数集，矛盾

证法 2 (反证) 假设 f 在 I 上不是常值函数, 则 ∃a1, b1 ∈ R, s.t.f (a1) ̸= f (b1) . 不妨设 f (a1) < f (b1) .
因为 f 连续, 故由介值定理, ∃c ∈ (a1, b1) , s.t.f (a1) < f(c) =

f (a1) + f (b1)

2
< f (b1) .

若 b1 − c ⩽ b1 − a1
2

, 则令 a2 = c, 取 b2 满足 a2 = c < b2 < b1, 且 f (a1) < f (a2) = f(c) < f (b2) < f (b1) ;

若 c− a1 <
b1 − a1

2
, 则令 b2 = c, 取 a2 满足 a1 < a2 < c = b2, 且 f (a1) < f (a2) < f(c) = f (b2) .

无论哪种情形, 都有 f (a2) < f (b2) . 在 [a2, b2] 上重复上述做法, 并依次类推下去, 得一闭区间套

[a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ · · · ⊃ [an, bn] ⊃ · · · , 0 < bn − an ≤ b1 − a1
2n

→ 0(n→ +∞).

据闭区间套原理, ∃1x0 ∈
∞⋂

n=1

[an, bn] .由上述选法, 易见 x0 ∈
∞⋂

n=1

(an, bn) ,且 lim
n→+∞

an == lim
n→+∞

bn.再由 f 连

续, f (an) 严格增收敛于 f (x0) , f (bn) 严格减收敛于 f (x0) . 因此 f (an) < f (x0) < f (bn)

故 x0 不为 f 的极值点, 这与 I 中每一点都是 f 的极值点相矛盾.
至于反例，考虑黎曼函数即可，它处处取极值，并且在有理点不连续，无理点连续，自行验证

注释 2.2.4： 这两个证明方法都非常重要，方法一是抛开本题直接证明一个很好用的性质（在后面的题会用）：
函数的极值构成的集合至多可数，注意这个性质不依赖于连续性，并且可以平凡推广到 Rn 中的函数，但是

显然极值点个数未必可数，不同的极值点也完全可以对应同一个极值

方法二就是前面反复用的区间套技巧，只不过需要稍加改造（上课强调过利用介值性取点时候必须搞两次，如

果只搞一次会做不出来，也举了例子），可见这个定理很好用，但是缺点就是无法发现法一那个本质的结果，

仅仅是针对本题完成了证明
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2.2 定理综合应用 第二章 实数基本定理及其应用

利用闭区间套定理，可以导出一个非常重要和好用的定理：Baire 纲定理，它在 Rn 中也是成立的

命题 2.2.1: Baire 纲定理

1. 设 An ⊂ R 是一列没有内点的闭集，则
∞⋃

n=1

An 也没有内点.

2. 设 An ⊂ R 是一列开集并且都在 R 中稠密，则
∞⋂

n=1

An 也在 R 中稠密.

3. 设 An ⊂ R 是一列闭集，并且 A =

∞⋃
n=1

An 也是闭集，则存在开区间 (a, b)（可以是无穷区间）和正整

数 N 使得 (a, b) ∩A ⊂ AN .

4. 设 An 是一列无处稠密集（闭包没有内点），则

∞⋃
n=1

An 也没有内点.

证明. 1. 用反证法. 设 x0 ∈ A 为内点, 则存在 δ0 > 0, 使得 [x0 − δ0, x0 + δ0] ⊂ A.

因为 A1 没有内点，故存在 x1 ∈ (x0 − δ0, x0 + δ0)−A1 。由于 A1 为闭集，故存在 δ1 > 0 ，使得

[x1 − δ1, x1 + δ1] ⊂ (x0 − δ0, x0 + δ0) , [x1 − δ1, x1 + δ1] ∩A1 = ∅

不妨设 δ1 < 1. 因为 A2 没有内点, 故存在 x2 ∈ (x1 − δ1, x1 + δ1)−A2. 由于 A2 为闭集，故存在 δ2 > 0 ，使得

[x2 − δ2, x2 + δ2] ⊂ (x1 − δ1, x1 + δ1) , [x2 − δ2, x2 + δ2] ∩A2 = ∅

不妨设 δ2 <
1

2
. 如此继续，我们得到闭区间套

[x1 − δ1, x1 + δ1] ⊃ [x2 − δ2, x2 + δ2] ⊃ · · · ⊃ [xn − δn, xn + δn] ⊃ · · · ,

使得 [xn − δn, xn + δn] ∩An = ∅, δn <
1

n
(n ⩾ 1).

根据闭区间套原理, 存在 ξ ∈ [xn − δn, xn + δn] , ∀n ⩾ 1. 因此 ξ /∈
⋃
n⩾1

An = A,

这和 ξ ∈ [x1 − δ1, x1 + δ1] ⊂ (x0 − δ0, x0 + δ0) ⊂ A 相矛盾.
2. 条件表明每一个 An 的补集都没有内点，并且是闭集，于是并集（根据结论 1，baire 纲定理）也没有内点，

取补集可知交集是稠密的

3. 本结果将会在本节练习题中进行证明
4. 与 1 类似可证
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2.2 定理综合应用 第二章 实数基本定理及其应用

例题 2.2.6 设 f(x) 在区间 (0, 1) 中可导，证明：f ′(x) 在 (0, 1) 中的一个稠密子集中连续.

证明. 要证明的是 f ′(x) 的连续点集合是稠密的，反证法，如果不稠密，则存在 (0, 1) 的一个子区间，使得 f ′(x) 在

这个子区间内处处不连续，同时注意 f ′ (x) = lim
n→∞

f
(
x+ 1

n

)
− f (x)

1
n

是一列连续函数的极限，综合上述两点，我们

的反证法意味着如下命题成立（然后我们推翻这个命题就可以了，想法是利用 baire 纲定理）
存在一列定义在区间 [0, 1] 中的连续函数 fn(x)， lim

n→∞
fn (x) = f (x) , ∀x ∈ [0, 1] 且 f(x) 处处不连续.

对任意 ε > 0，定义 En = {x ∈ [0, 1] |∀i, j ≥ n, |fi (x)− fj (x)| ≤ ε}，则 En 是一列闭集且

∞⋃
n=1

En = [0, 1]，所

以存在正整数 N 和子区间 [a, b] ⊂ (0, 1) 使得集合 EN 包含了这个区间，也就是说对任意 x ∈ [a, b] 和任意 i, j ≥ N

都有 |fi(x)− fj(x)| ≤ ε

现在取 j = N 然后令 i→ ∞，则有 |f (x)− fN (x)| ≤ ε, ∀x ∈ [a, b]，于是对任意 x, y ∈ [a, b] 都有

|f (x)− f (y)| ≤ |f (x)− fN (x)|+ |fN (x)− fN (y)|+ |fN (y)− f (y)| ≤ 2ε+ |fN (x)− fN (y)|

根据 fN (x) 的一致连续性，可见存在 δ > 0 使得任意 x, y ∈ [a, b], |x− y| < δ 都有 |f(x)− f(y)| < 3ε

注意这个式子并不意味着 f(x) 在区间 [a, b] 内一致连续（也就是说至此还没有矛盾），因为不同的 ε 对应的区

间 [a, b] 也是不一样的，但是至少说明了：对区间 [a, b] 内任意一点 x0，函数 f(x) 在 x0 点的振幅是不超过 3ε 的，

所谓一个点的振幅，直观来说就是指该点附近很小的一个区间内，任意两点函数值之差的最大值

因此为了导出矛盾，我们希望 f(x) 在 [0, 1] 的某个子区间内振幅能有一个一致的下界，下面定义振幅

称 wf (x) = lim
n→∞

sup
u,v∈B(x, 1

n )
|f (u)− f (v)| 为函数 f(t) 在 t = x 点的振幅（非负递减数列极限），具有性质：

1. f 在 x 点连续等价于 wf (x) = 0； 2. 对任意 δ > 0，集合 {x |wf (x) < δ } 是开集（或相对开集）
第一点根据连续性的定义结合反证法是显然的，对于第二点，要说明若 wf (x0) < δ，则存在 r > 0 使得任意

|x− x0| < r 都有 wf (x) < δ，根据极限定义 lim
n→∞

sup
u,v∈B(x, 1

n )
|f (u)− f (v)| < δ，则存在正整数 N 使得

sup
u,v∈B(x, 1

N )
|f (u)− f (v)| ≤ δ − 1

2
ε < δ

取 r =
1

N
，则对任意 |x− x0| <

1

N
都可以找 x0 附近一个小的邻域包含在区间 (x0 −

1

N
,x0 +

1

N
) 中，则在邻

域内 f(x) 的振幅不超过大区间的振幅也就是 δ − 1

2
ε0，取极限可知 x 点的振幅不超过 δ − 1

2
ε0 也就是小于 δ 的

记 D不 为 f(x) 的不连续点集合，则 D不 =

∞⋃
n=1

{
x ∈ [0, 1]

∣∣∣∣wf (x) ≥
1

n

}
是一列闭集的并，根据 baire 纲定理

可知存在一个集合有内点，也就是说存在 [A,B] ⊂ [0, 1] 和正整数 n0 使得对任意 x ∈ [A,B] 都有 wf (x) ≥
1

n0

现在回到原题，我们只需要对前半部分过程做些修改：取 ε =
1

6n0
并将集合 En 定义中的区间 [0, 1]改为 [A,B]，

那么根据之前的推导，在得到的 [a, b] ⊂ [A,B] 中振幅就处处不超过
1

2n0
，与区间 [A,B] 定义矛盾，得证

注释 2.2.5： 如果定义 En = {x ∈ [0, 1] |∀k ≥ n, |fk (x)− f (x)| ≤ ε}，则由于极限函数缺乏连续性，En 不一

定是闭集，所以我们改用柯西收敛准则去定义集合，想法还是一样的，这样就是闭集了

在本题条件下，集合 {x ∈ [0, 1] |wf (x) < δ } 是相对开集（相对于区间 [0, 1]），但是本身并不一定是开集，而

{x ∈ [0, 1] |wf (x) ≥ δ } 就是通常意义下的闭集，因此如果你不承认相对开集或者不理解，那就直接按照定义
去证明 {x ∈ [0, 1] |wf (x) ≥ δ } 是一个闭集，反正使用 baire 纲定理的时候也是对这个闭集用的
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2.2 定理综合应用 第二章 实数基本定理及其应用

例题 2.2.7 设数列 an 单调递增趋于正无穷，并且 lim
n→∞

an+1

an
= 1，函数 f(x) 定义在 (0,+∞) 中且对任意

x ≥ 1 都有 lim
n→+∞

f (anx) = 0

1. 若 f(x) 是连续函数，证明： lim
x→+∞

f (x) = 0；

2. 若删去连续这一条件，或者虽然连续，但是 lim
n→∞

an+1

an
> 1，则上述结论均不成立.

证明. 1. 对任意 ε > 0，定义 En = {x ≥ 1 |∀k ≥ n, |f (akx)| ≤ ε}，则 En 是一列闭集，根据条件有

∞⋃
n=1

En = [1,+∞)，

于是根据 baire 纲定理可知存在正整数 N 和区间 (u, v) 使得 (u, v) ⊂ EN，也就是说，任意 x ∈ (u, v)，任意 n ≥ N

都有 |f(anx)| ≤ ε，换句话说我们得到了一个一致的 N

因此 |f(x)| 在区间 (aNu, aNv) , (aN+1u, aN+1v) , ... 中都是不超过 ε 的，只要这些区间在 n 很大之后能够相互

有重叠，一个接着下一个，全覆盖就行了

换句话说，我们要证明：存在 N0 使得任意 n ≥ N0 都有 an+1u < anv，这等价于
an+1

an
<
v

u
，注意条件：极限

等于 1 并且右端
v

u
> 1，所以上式成立

将前面推导的东西梳理一下，就是说：任意 ε > 0，存在 M 使得 x > M 时恒有 |f(x)| < ε，结论得证

2. 例如考虑 an = n，定义 f(x) 为：当 x = m · 2 1
m ,m ∈ N+ 时候取 1，其余情况都取 0，则对任意的 x > 0，

数列 f(nx) 中都至多只有一项为 1，因此极限总是 0，但是很明显 f(x) 的极限并不存在

另外一个反例，可以考虑 an = en，现在有连续性，条件为

lim
n→∞

f (enx) = lim
n→∞

f
(
en+ln x

)
= 0

将 lnx ∈ R 看成一个变量，相应的考虑 g(x) = f(ex)，则连续函数 g(x) 定义在 R 上且满足 lim
n→∞

g (y + n) =

lim
n→∞

f
(
ey+n

)
= 0, ∀y ∈ R，我们构造一个例子使得 g(x) 在无穷处极限非零或者不存在即可

这与经典的命题有关：设 f(x) 一致连续且 f(x + n) → 0 对任意 x 成立，则 f(x) → 0，现在删去了一致连续

性命题自然是错的，具体构造留作习题

注释 2.2.6：通常，点态收敛（上题）或者数列极限（本题）这种非一致性的条件，描述起来是“任意 x ∈ (0, 1)，

任意 ε > 0，存在 N 使得任意 n > N 都有 |fn(x)− f(x)| < ε”或者“任意 x > 0，任意 ε > 0，存在 N 使

得任意 n > N 都有 |f(anx)| < ε”，很明显这里的 N 是与 x, ε 都有关系的，如果我们事先取定 ε > 0，那么

这个过程可以说是“给定 x，去找对应的 N”

而 baire 纲定理的想法就是反过来找：不同的 x 对应的 N 确实可以不一样，那就先取好 N，我们看都有哪

些 x 对应到这一个 N，也就是说事先取定 ε > 0，然后对每一个 n 去定义集合，反找 x。所有 baire 纲定理
相关的问题，思想都是如此，根据定理便能得到一个一致的东西，拿来做事情
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2.2 定理综合应用 第二章 实数基本定理及其应用

例题 2.2.8 设任意阶可导的函数 f(x) 定义在 [0, 1] 中，且对任意 x ∈ [0, 1]，都存在与 x 有关的正整数 n 使得

f (n)(x) = 0，证明：f(x) 是多项式.

证明. 先考虑一个弱化的命题：若 f(x) 满足对任意 x ∈ [0, 1] 都存在一个邻域使得 f(x) 在邻域内为多项式（不同的

x 对应的邻域以及多项式可以是不同的），则 f(x) 在区间 [0, 1] 中恒等于某个多项式

这个结论利用确界原理配合反证法很容易证明，自行完成，或者见练习题，我们会反复用这件事情

定义集合

E = {x ∈ [0, 1]|存在δ > 0,使得f(x)在(x− δ, x+ δ) ∩ [0, 1]中是多项式}

我们希望证明 E = [0, 1]，这样根据前面的命题就能得到 f(x) 是多项式，于是问题转化为证明集合 F = Ec 是

空集，采用反证法，假设 F 是非空的

容易看出集合 E 是相对开集，F 是闭集（直接验证 F 是闭集，下面提到的所有邻域都是指开邻域与 [0, 1] 的

交集：点 x ∈ F 当且仅当在 x 的任意邻域内 f(x) 都不是多项式，设有一列点 xn ∈ [0, 1] 都具备这样的性质，并且

他们的极限点是 x0，假如 x0 不具备这样的性质，也就是说在 x0 附近的某个邻域，使得 f(x) 在邻域内是一个确定

的多项式，而 n 充分大之后 xn 会落入这个邻域，很明显就与其定义矛盾了）

进一步可以证明 F 是没有孤立点的：如果集合 F 有孤立点 x0，则意味着存在 δ > 0 使得 (x0 − δ, x0) ⊂
E, (x0, x0 + δ) ⊂ E（这里如果 x0 是区间端点 0, 1，则上述两个开区间删去一个，看另一个就可以了，无本质区别

故不再单独说明），根据定义，这说明对于区间 (x0 − δ, x0) 中任意一点 t，f(x) 在 x = t 的某个邻域内都是多项式，

根据最开始的弱化命题可知 f(x) 在区间 (x0 − δ, x0) 中是一个多项式 p(x)，同理 f(x) 在区间 (x0, x0 + δ) 中也是一

个多项式 q(x)，考虑 x0 点，则 p(x), f(x), q(x) 三者在该点的函数值以及任意阶导数值都相同（按照导数定义计算

即可），将两个多项式 p(x), q(x) 都在 x0 点泰勒展开可知 p(x), q(x) 是相同的多项式，因此在区间 (x0 − δ, x0 + δ)

中 f(x) 都恒等于多项式 p(x)，这与 x0 ∈ F 矛盾，所以 F 是没有孤立点的闭集

注意 F =

∞⋃
n=1

{
x ∈ F

∣∣∣f (n) (x) = 0
}
是一列闭集的并，同时并集还是闭集，所以根据 baire 纲定理（命题 2.2.1

的第三条）可知存在区间 [a, b] 和正整数 N 使得 [a, b] ∩ F ⊂
{
x ∈ F

∣∣∣f (N) (x) = 0
}
，并且可以要求 (a, b) ∩ F 非空

对 [a, b] ∩ F 中的点 x0 则有 f (N)(x0) = 0，因为 x0 不是孤立点，故可以取充分小的 ∆x 使得 x+∆x ∈ F，于

是 f (N) (x+∆x) = 0，再根据导数定义可知

f (N+1) (x0) = lim
∆x→0

f (N) (x+∆x)− f (N) (x)

∆x
= lim

∆x→0,x+∆x∈F

f (N) (x+∆x)− f (N) (x)

∆x
= 0

这说明对于 [a, b] ∩ F 中的点，其 N + 1 阶导数也恒为零，以此类推可知任意 x ∈ [a, b] ∩ F 和任意 n ≥ N 都

有 f (n)(x) = 0，下面看 [a, b] ∩ E 中的点
对任意 x ∈ [a, b]∩E，则 x /∈ F 于是存在 x 的一个邻域 (x− r, x+ s) ⊂ [a, b]∩E，如果这里 x 是区间端点 a, b

则我们考虑单侧的邻域就可以了，进一步我们不妨设这个邻域是最大的（也即上确界和下确界，注意不超出 [a, b]），

于是对邻域内每一点，f(x) 在局部小区间内都等于某个多项式

根据最开始的结论可知 f 在区间 (x − r, x + s) 内恒等于某一多项式，所以在 [x − r, x + s] 内也是如此，而区

间两个端点至少有一个在 F 中（由于 (a, b) ∩ F 非空，所以区间 [x − r, x + s] ̸= [a, b]，如果端点有一个是 a 或者

b，则另外一个端点在开区间 (a, b) 内且必然属于 F，考虑它就是了；若两个端点都不是 a 或者 b 则不用额外说明这

些），所以这个多项式在端点处的 n ≥ N 阶导数均为零，那么泰勒展开表明这个多项式的次数不超过 N − 1，所以

在 x ∈ [a, b] ∩ E 点处的 n ≥ N 阶导数也是均为零

综上，我们证明了区间 [a, b] 中不管是 x ∈ E 还是 x ∈ F 都满足：任意 n ≥ N，f (n)(x) = 0，于是 f(x) 在区

间 [a, b] 中是多项式，进而 (a, b) ∩ F 是空集（依据定义），矛盾
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2.2 定理综合应用 第二章 实数基本定理及其应用

例题 2.2.9 设 f(x) ∈ C[0, 1], A ⊂ [0, 1] 为至多可数集，并且对任意 x ∈ [0, 1], x /∈ A 都有 f ′(x) = 0，证明：

f(x) 是常值函数.

证明. 不妨 f(0) = 0，要证明 f(x) = 0 恒成立，显然只要证明 f(1) = 0，否则在区间 [0, x] 中考虑问题即可

设 A = {a1, a2, ...} 是可数集，先直观感受一下

1.x /∈ A, f ′ (x) = lim
t→x

f (t)− f (x)

t− x
= 0 ⇒ ∃δx > 0, ∀t ∈ (x− δx, x+ δx) , |f (t)− f (x)| ≤ ε |t− x|

2.x ∈ A,只有唯一条件：连续,⇒ ∃δx > 0, ∀t ∈ (x− δx, x+ δx) , |f (t)− f (x)| ≤ ε

⇔ ∀an ∈ A, ∃δn > 0, ∀u, v ∈ (an − δn, an + δn) , |f (u)− f (v)| ≤ ε

2n

将 f(0) 看成已知的，尝试估计 f(1)，先举个例子来估计 f(x)：假定 0 < a1 < a2 < x < 1，便有

|f (x)| ≤ |f (x)− f (a2 + δ2)|+ |f (a2 + δ2)− f (a2 − δ2)|
+ |f (a2 − δ2)− f (a1 + δ1)|+ |f (a1 + δ1)− f (a1 − δ1)|+ |f (a1 − δ1)|

而在区间 (0, a1 − δ1) 中，首先对比较小的 t 有 |f(t)| < ε|t|，然后我们以 t 为起点，注意 f ′(t) = 0，考虑 t 右

端附近一小段，则对 s > t 且距离 t 较近的 s 有 |f(s)− f(t)| < ε|s− t|，这样两段拼起来就是 |f(s)| < εs，然后我

们一直操作下去，一直这样子“扩张区间”，似乎 f(x) 会被斜率 ε 的直线控制住增长速度（在相邻的 ai 之间），代

入至上述不等式有

|f (x)| ≤ ε (x− (a2 + δ2)) +
ε

22
+ ε ((a2 − δ2)− (a1 + δ1)) +

ε

2
+ ε (a1 − δ1) < εx+

ε

2
+

ε

22

似乎 f(x) 增长速度被右端这样的很小的函数控制住了，那么 ε 的任意性就意味着本题做完了

下面开始证明，对任意 ε > 0，定义 E =

{
x ∈ [0, 1]

∣∣∣∣∣|f (x)| ≤ εx+
∑
an<x

ε

2n

}
根据条件可知 E 是非空集合并且 E 的上确界 β > 0，我们要证明 β ∈ E 且 β = 1

由于 β = supE，所以存在一列 βm ∈ E 满足 βm < β, βm → β，也就是说

|f (βm)| ≤ εβm +
∑

an<βm

ε

2n
≤ εβm +

∑
an<β

ε

2n
, ∀m ≥ 1

注意 f(x) 是连续函数，取极限得到 |f (β)| ≤ εβ +
∑
an<β

ε

2n
⇒ β ∈ E，下面证明 β = 1

如果 β < 1，关注 β 点，分为两种情况

1. β ̸= an 也就是说 f ′(β) = 0，则存在 δ > 0 使得 |f(β) + δ − f(β)| ≤ εδ，进而

|f (β + δ)| ≤ |f (β + δ)− f (β)|+ |f (β)| ≤ εδ + εβ +
∑
an<β

ε

2n
≤ ε (β + δ) +

∑
an<β+δ

ε

2n

这说明 β + δ ∈ E 与 β 是上确界矛盾

2. 如果 β 等于某一个 ak，则存在 δ > 0 使得 |f (β + δ)− f (β)| ≤ ε

2k
，进而

|f (β + δ)| ≤ |f (β + δ)− f (β)|+ |f (β)| ≤ ε

2k
+ εβ +

∑
an<β

ε

2n
≤ ε (β + δ) +

∑
an<β+δ

ε

2n

验证一下最后一个不等号：只需说明
∑

β≤an<β+δ

ε

2n
≥ ε

2k
，注意当 n = k 时候 an = β 所以左边求和项至少包括

了右边那一项，不等式成立，于是 β + δ ∈ E，又与 β 是上确界矛盾了

综上 β = 1 ∈ E，于是 |f (1)| ≤ ε+
∑
an<1

ε

2n
≤ 2ε 对任意 ε > 0 恒成立，由任意性可知 f(1) = 0，结论得证
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2.2 定理综合应用 第二章 实数基本定理及其应用

例题 2.2.10 设 f(x) ∈ C[0, 1], f(0) ̸= f(1)，f(x) 的值域为 M，若对任意 c ∈ M，f(x) = c 都至多只有有限

个解，证明：存在 c0 ∈M 使得 f(x) = c0 恰好有奇数个解.

证明. 方法一：利用函数的极值个数是至多可数集（前面例题已经证明）
不妨设 f(0) < f(1)，则集合 (f(0), f(1)) 是不可数集，于是可以取一点 c ∈ (f(0), f(1)) 使得 c 不是 f(x) 的极

值

此时设 f(x) = c 的全部解从小到大依次是 0 < x1 < x2 < ... < xn < 1，这一共对应着 n+1 个区间，在相邻的

两个开区间内，显然 f(x) 要么恒大于 c，要么恒小于 c，并且如果某个区间是恒大于 c 的，则旁边相邻的区间内就

必须是恒小于 c 的，否则依据极值点的定义可知 c 是 f(x) 的极值，导致矛盾

注意 f(0) < c < f(1) 并且（画图理解，数个数）“小于”和“大于”交替出现，所以 n 一定是奇数，得证

方法二：采用反证法：不妨设 f(0) = 0, f(1) = 1，任取 c0 ∈ (0, 1)，记 f(x) = c0 全部的解从小到大依次为

x1, x2, ..., x2n，则显然有 0 < xi < xi+1 < 1，补充定义 x0 = 0, x2n+1 = 1，根据连续函数的介值性，f(x) 在每一个

区间 (xi, xi+1) 上，要么恒大于 c0，要么恒小于 c0

如果在某个区间 (xi, xi+1) 上，f(x) > c0 恒成立，则给区间 (xi, xi+1) 标记 + 号，而如果 f(x) < c0 恒成立，

则给区间 (xi, xi+1) 标记 − 号，这样 (xi, xi+1) , i = 0, 1, ..., 2n 一共 2n+ 1 个区间，每一个区间都被标记了 + 或者

− 号，因为 0 = f(0) < c < f(1) = 1，所以区间 (0, x1) 对应 − 号，而区间 (x2n, 1) 对应 + 号

这 2n+ 1 个符号中，要么 + 号更多，要么 − 号更多（显然不可能个数一样），不妨设 − 号更多（另一种情况
是完全类似的，可以同理证明）

因 f(x) 连续，则在每个区间 [xi, xi+1] 上，函数 |f(x)− c0| 都有最大值 |f (xi′)− c0|，记为 δi, i = 0, 1, ..., 2n，

则显然 δi > 0，我们记 δ = min
0≤i≤2n

δi > 0, d0 = c0 −
1

2
δ，设这 2n+ 1 个区间中，全体被标记 − 号的区间是

(xj1 , xj1+1) , (xj2 , xj2+1) , ..., (xjm , xjm+1) , 0 ≤ j1 < j2 < ... < jm ≤ 2n− 1,m ≥ n+ 1

其余的区间标记的均为 + 号

现在任取 c ∈ (d0, c0)，考虑 g(x) = f(x) − c，则有 g (xji) > 0, g (xji
′) < 0, g (xji+1) > 0, i = 2, 3, ...,m，因此

对于这 m− 1 个区间 (xji , xji+1) , i = 2, 3, ...,m，g(x) 在每个区间中都至少有两个零点，注意到 j2 ≥ 1，因此上述

区间一定不包括 (x0, x1)，但是 g(x0) = g(0) < 0, g(x1) = c0 − c > 0，因此 g(x) 至少还有一个零点介于 (0, x1) 之

间，综上 g(x) 至少有 2(m− 1) + 1 ≥ 2n+ 1 个零点

根据反证法的假设可知 g(x) 的零点个数必须是偶数，因此我们得到：对任意 c ∈ (d0, c0)，方程 f(x) = c 都至

少有 2n+ 2 个根

下面我们使用区间套定理完成最后的证明：

在开区间 (d0, c0) 之中任取一点 c1，则 f(x) = c1 有 2n1 个解，并且根据前面的论证可知 n1 ≥ n+ 1，再次使

用上文构造区间 (d0, c0) 的方法，我们可以找到 d1 ∈ (d0, c0), d1 ̸= c1，使得对任意 c ∈ (d1, c1)（或 c ∈ (c1, d1)，这

取决于标记的正负号的个数，也即 d1, c1 的大小关系），都满足 f(x) = c 至少有 2n1 + 2 个解

同样的，在开区间 (d1, c1)（或 (c1, d1) 之中），又可找到子区间 (d2, c2)（或 (c2, d2)，方便起见不妨设为前者），

使得任意 c ∈ (d2, c2)，f(x) = c 至少有 2n2 + 2 个解且 n2 ≥ n1 + 1

以此类推我们得到了一列区间，且 [dk+1, ck+1]（或 [ck+1, dk+1]）⊂ (ck, dk)（或 (dk, ck)），且任意 c ∈ (ck, dk)

（或 (dk, ck)），f(x) = c 都至少要有 2nk + 2 个解，其中 nk ≥ nk−1 + 1

根据闭区间套定理知，存在 y 使得 y 在每一个闭区间 [ck+1, dk+1]（或 [dk+1, ck+1]）之中，则 y 在每一个开区间

(ck, dk)（或 (dk, ck)）之中，因此根据这些区间的定义可知 f(x) = y 至少有 2nk + 2 ≥ 2(n1 + k − 1) + 2 = 2n+ 2k

个解，这对于任意正整数 k 都成立，因此 f(x) = y 的解个数必定为无穷，这与条件：任意 c ∈ M，f(x) = c 都至

多只有有限个解矛盾，从而我们证明了结论
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2.3 练习题 第二章 实数基本定理及其应用

2.3 练习题

习题 2.3.1 证明：Rn 中既开又闭的集合只有空集和 Rn.
习题 2.3.2 设 f(x) 定义在 R 中，且对任意 x，都存在与 x 有关的 r > 0 使得 f(x) 在区间 (x− r, x+ r) 中

恒等于某个多项式，证明：f(x) 是一个多项式.
上述问题来自于新领军考试，可以与例题做个对比，很明显这题比例题简单的多

习题 2.3.3 证明：集合 [0, 1] 不是可数集.
习题 2.3.4 证明：不存在定义在 [0, 1] 上的函数 f(x) 使得其在有理点连续，而在无理点不连续.
上题的一般结论如下

命题 2.3.1: 一般结论

集合 A ⊂ [0, 1] 为某一定义在 [0, 1] 上的函数的全体连续点集当且仅当 A 可以写成至多可数个开集的交；

换句话说，函数的不连续点集一定是闭集并，反之给定集合，也一定能构造这样的函数。

以上命题将在日后合适的时机放到对应的章节中，上课讲解

习题 2.3.5 证明：区间 (0, 1) 不能写成一列两两不相交的闭集的并.
上题难度较大，初学者谨慎尝试！应对考试掌握有限个的情况即可，仅做拓展

习题 2.3.6 是否存在定义在 R 上的连续函数 f(x)，使得对任意 c ∈ R，方程 f(x) = c 都恰好有两个解，又问

将恰有两个解换成恰有三个解，结论如何.
可以与上课例题做个对比，本题明显难度低并且算是特例，但依然不简单

习题 2.3.7 设 f(x) 是定义在 [0, 1] 上且恒正的函数，证明：可以选取有限个 x1, ..., xn ∈ [0, 1] 使得区间 (xk −
f(xk), xk + f(xk)) 互不相交，并且 f(x1) + ...+ f(xk) >

1

4
.

习题 2.3.8 设每一点 x ∈ R 均为函数 f : R→ R 的极小值点, 证明：f 的值域 f(R) 是一个至多可数集，并且
存在区间 I 使得 f(x) 在区间 I 中为常值函数，又问将条件中的“极小值点”改为“极值点”，结论如何.
习题 2.3.9 甲和乙两人玩一个 R 上的区间套游戏：甲先选取一个闭区间 W1 , 然后乙选一个 W1 的子区间 L1

，但是要求 L1 的长度不能超过 W1 的一半；然后甲再选一个 L1 的子区间 W2 ，又轮到乙再选一个 W2 的子区间

L2 ，同样要求 L2 的长度不超过 W2 的一半；如此下去，第 n 步，甲选一个 Ln−1 的子区间 Wn ，又轮到乙再选一

个 Wn 的子区间 Ln ，但是要求 Ln 的长度不超过 Wn 的一半。他们两个人得到一个区间套：

W1 ⊃ L1 ⊃W2 ⊃ L2 ⊃ · · · ⊃Wn ⊃ Ln ⊃ · · · .

甲和乙发现
⋂
n⩾1

Wn =
⋂
n⩾1

Ln = {x} 是一个实数。他们规定, 如果 x 是有理数那么甲赢, 如果 x 是无理数就是

乙赢, 试问结果如何（问谁有必胜策略）？
注：本题称为 Banach-Mazur 游戏，可以帮你理解可数与不可数究竟差在哪里，对比例题 2.10 感受一下。
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第三章 数列极限问题

数列极限涵盖的内容极多，递推数列，数项级数，函数项级数，初等不等式，上下极限，估阶方法，无理测度

等等全部都会涉及到，综合性极强，考察范围也很广

面对递推数列的性态分析问题，通常是先画图或者归纳来做定性分析（注意蛛网图方法面对递推式含有 n 的数

列是无效的！这个时候只能自己找感觉，没有通法，但是如果递推式是线性的，则母函数方法通常强有效），但是数

学类考试的题目往往没这么简单，是需要做进一步定量分析的，可能的技巧就很多了，比如母函数方法，加强归纳

方法，上下极限方法，强求通项之类的，很考验高中不等式的基本功以及对数列大小和变化速度的感觉

估阶问题一般来说是有通法的，无非就是泰勒展开，然后裂项求和（强求通项思想），接着迭代回去，阶就升高

了，总之各种各样的估阶问题几乎都是围绕泰勒公式进行的

注意：估阶问题我们在上一届竞赛班已经系统全面的讲过了，因此这里不再单独专门讲估阶（尤其是估计高阶

渐近）；对于具体问题中遇到的估阶相关问题（一定会遇到，估阶是一种思想，各种各样的题目里面都会涉及），会

顺带讲解并做简单的方法整理

无理数有关的问题若非题干中明确出现“有理数”“无理数”这样的文字，则剩下的情况基本都是围绕三角函数

和整数展开考的，这部分需要的定理就是最简单的有理数稠密性以及狄利克雷定理（本质抽屉原理），由此导出一个

经典结果：a 为无理数，则 na 的小数部分稠密，考试会用的基本就这些

无理数相关的还有等分布理论，这些内容我们在下册讲，因为证明起来需要傅里叶和积分的若干个逼近定理

上下极限方法面对高阶递推数列或者多个数列缠在一起的问题很好用，因为这种问题通常有界性是显然的，但

是极限不一定存在，怎么办呢？上下极限总是存在的，之后反复抽子列（收敛子列）然后运用上下极限的基本不等

式便可完成证明（核心目的是说明上下极限相等）

剩下还有很多无法归类的综合问题，只能具体情况具体分析，面对难题，通常只有当你画图与枚举发现了一些

数列的变化规律之后，才有破解的可能性（因此数学归纳法是很重要的工具），如果不知道从何入手，可以先取几个

特殊的数列找感觉，或者对题目加条件做一些不妨设

注意：作为数学类的课程讲义，可能这一章从头到尾就没有什么很简单的问题，因此如果你的基础不过关，就

先去看非数的递推数列，扎实打牢基础，那边会介绍许多简单常规问题的常用基本方法，对于基础不好的数学系学

生来说或许并不容易，值得去看
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3.1 不动点与蛛网图方法 第三章 数列极限问题

3.1 不动点与蛛网图方法

例题 3.1.1 设连续函数 f(x) : [0, 1] → [0, 1], x1 ∈ [0, 1], xn+1 = f(xn)，证明：数列 {xn} 收敛的充要条件是
lim

n→∞
(xn+1 − xn) = 0.

证明. 如果 xn 收敛，则显然 lim
n→∞

(xn+1 − xn) = 0

如果 lim
n→∞

(xn+1 − xn) = 0，要证明收敛，反证法，则记

L = lim
n→∞

xn, l = lim
n→∞

xn, 0 ≤ l < L ≤ 1

引理 3.1.1： 有界数列 xn 如果满足 lim
n→∞

(xn+1 − xn) = 0，则 xn 的全体聚点构成一个闭区间.

这个引理很直观也很重要，我们就在本题过程中顺带证明此结果

反证法，则存在 A ∈ (l, L) 使得 A 不是聚点，故存在 δ > 0 使得区间 (A− δ,A+ δ) 中只包含了有限个 xn，因

此存在正整数 N1 使得 n > N1 时恒有 |xn −A| ≥ δ，并且可以要求 A+ δ < L,A− δ > l

因为 lim
n→∞

(xn+1 − xn) = 0，所以存在 N2 使得 n > N2 时恒有 |xn+1 − xn| < δ，记 N = max(N1, N2)

根据上下极限的定义，存在 j > i > N 使得 xi > A+ δ, xj < A− δ，现在看 xi, xi+1, ..., xj 这些项，考虑其中

最后一个大于等于 A+ δ 的项，记为 xk，显然 k ≤ j − 1，那么 xk+1 < A+ δ，根据反证法的假设知 xk+1 ≤ A− δ，

则 |xk+1 − xk| ≥ 2δ，矛盾，因此引理得证

现在来证明 f(x) = x 对任意 x ∈ [l, L] 恒成立，任取 A ∈ [l, L] 则存在一个子列 xnk
→ A，根据条件可知

xnk+1 → A，在递推式 xnk+1 = f (xnk
) 中令 k → ∞ 可知 A = f(A)

对于 A =
l + L

2
，这也是一个极限点，所以存在 xN ∈ [l, L]，因此 xn = xN , ∀n ≥ N，这与数列不收敛矛盾
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3.1 不动点与蛛网图方法 第三章 数列极限问题

例题 3.1.2 设 d 为正整数，给定 1 < a ≤ d+ 2

d+ 1
, x0, x1, ..., xd ∈ (0, a− 1)，令 xn+1 = xn (a− xn−d) , n ≥ d，

证明： lim
n→∞

xn 存在并求极限.

证明. 先以 d = 1 为例来分析和证明

此时 a ∈ (1,
3

2
], x0, x1 ∈ (0, a− 1)，递推式为 xn+1 = xn(a− xn−1) 显然我们只需要证明极限存在，因为极限一

旦存在，则必然是 a− 1

从递推式可知，如果 xn−1 < a− 1，则 xn+1 > xn，如果 xn−1 > a− 1，则 xn+1 < xn

如果从某项开始，后面所有的 xn 都 ≥ a− 1，或者从某项开始，后面所有的 xn 都 ≤ a− 1，则前者导致数列

单调递减有下界，后者使得数列单调递增有上界，因而极限都存在

反之，注意初值 x0, x1 < a − 1，结合单调性的分析可知数列 xn 会先递增超过 a − 1，然后递增两项达到局部

最大值，接着开始递减，若干项后小于 a− 1，然后递减两项打到局部最小值，接着继续递增，若干项后超过 a− 1，

然后递增两项达到局部最大值，以此类推

具体写出变化规律为

x1 < x2 < ... < xn0
≤ a− 1 < xn0+1 < xn0+2

xn0+2 > xn0+3 > ... > xn1 > a− 1 ≥ xn1+1 > xn1+2

xn1+2 < xn1+3 < ... < xn2
≤ a− 1 < xn2+1 < xn2+2

· · ·

现在看局部最大项 xn0+2, xn2+2, xn4+2, ... 和局部最小项 xn1+2, xn3+2, xn5+2, ...

注意

xn+2 = xn+1 (a− xn) = xn (a− xn) (a− xn−1)

xn0+2 = xn0
(a− xn0

) (a− xn0−1) ≤ (a− 1) a ≤ a

2(
xn0

≤ a− 1 <
a

2
⇔ a < 2, (a− 1) a ≤ a

2
⇔ a ≤ 3

2

)
xn1+2 = xn1

(a− xn1
) (a− xn1−1) ≥ (a− 1) (a− (a− 1) a)

xn2+2 = xn2 (a− xn2) (a− xn2−1) ≤ (a− 1) (a− xn1+2)

· · ·

这样就得到了局部最大项的一列上界，以及局部最小项的一列下界，我们只要说明这些上界和下界，都在向着

中间值 a− 1 靠拢即可

事实上这些上界和下界可以用递推数列来刻画，如下：

令 un+1 = (a−1)(a−un), u1 = (a−1)a，这是一阶线性递推数列，求通项得 un+1 = a−1+(1− a)
n
(u1 − a+ 1)，

注意 1 < a ≤ 3

2
，所以取极限得到 lim

n→∞
un = a− 1，因此结论得证

注释 3.1.1： 分析可以发现，本题的数列如果是“最终单调”（从某一项开始，之后一直单调）的，那么不论

递增还是递减，都是有界的，所以极限存在，于是只需要研究“永不单调”的情况，此时数列的变化具备“负

反馈”性质，也就是说如果连续 d+ 1 项小于 a− 1，那么之后就会一直增加，然后某个时刻超过 a− 1，超

过之后还会继续增，但是只能增 d+1 项，然后负反馈又生效了，数列开始递减，某一时刻小于 a− 1 后，再

递减 d+ 1 项接着递增，以此类推

画图可以看到数列有一列极大值和极小值，我们只需要说明这些极值都在逐渐的趋于 a − 1 就可以了，因为

数列任何一项肯定都夹在相邻两个极值之间，所以（夹逼准则）得证
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3.1 不动点与蛛网图方法 第三章 数列极限问题

现在来看一般情况

简单分析可知：如果 xn 是最终单调的，那么单调有界便得证，以下考虑“永不单调”的情况，也就是说不存在

N 使得 n > N 之后 xn 单调，则 xn 的变化规律是：从 x0, x1, ..., xd 开始，先递增若干项到 xn0
≤ a − 1，下一项

xn0+1 > a−1，然后连续递增 d+1项一直到 xn0+d+1 为局部极大值，然后开始持续递减若干项到某一个 xn1
> a−1，

下一项 xn1+1 ≤ a− 1，然后连续递减 d+ 1 项一直到 xn1+d+1 为局部极小值，接着递增若干项到 xn2 ≤ a− 1，下

一项 xn2+1 > a− 1，然后连续递增 d+ 1 项一直到 xn2+d+1 为新的局部极大值，便又开始递减

以此类推我们得到了一系列的局部极大值 xn0
, xn2

, xn4
, ...和局部极小值 xn1

, xn3
, xn5

, ...，下面去估计这些极大

值的上界和极小值的下界，然后说明上界和下界都是趋于 a− 1 的即可

根据递推式 xn+1 = xn (a− xn−d) 可知

xn+d+1

xn+d
= a− xn, ...,

xn+1

xn
= a− xn−d ⇒ xn+d+1 = xn (a− xn) (a− xn−1) ... (a− xn−d)

因为 xn0
, xn0−1, ..., xn0−d ∈ [0, a− 1] , a− 1 ≤ a

2
，结合二次函数 x(a− x) 单调性有

xn0+d+1 = xn0
(a− xn0

) (a− xn0−1) ... (a− xn0−d) ≤ adxn0
(a− xn0

) ≤ ad (a− 1)
def
= u1

然后看下一个极小值，利用 xn1
, xn1−1, ..., xn1−d ∈ [a− 1, xn0+d+1] ⊂ [a− 1, u1] , u1 = ad (a− 1) ≤ a

2
有

xn1+d+1 = xn1
(a− xn1

) (a− xn1−1) ... (a− xn1−d) ≥ (a− u1)
d
xn1

(a− xn1
) ≥ (a− 1) (a− u1)

d def
= u2

这里补充证明一下不等式 ad (a− 1) ≤ a

2
也即 ad−1 (a− 1) ≤ 1

2
，因为 1 < a ≤ d+ 2

d+ 1
，所以

ad−1 (a− 1) ≤
(
d+ 2

d+ 1

)d−1
1

d+ 1
≤ 1

2
⇔ (d− 1) ln (d+ 2)− d ln (d+ 1) + ln 2 ≤ 0

p (d) = (d− 1) ln (d+ 2)− d ln (d+ 1) + ln 2, p (1) = 0

p′ (d) = ln (d+ 2) +
d− 1

d+ 2
− ln (d+ 1)− d

d+ 1
, p′′ (d) =

d2 − d− 3

(d+ 1)
2
(d+ 2)

2

由此可见 p′(d) 在 [1,+∞) 中先减后增，注意 p′(1) < 0, p′(+∞) = 0，所以 p′(d) < 0 恒成立，也就是说 p(d) 单

调递减，注意 p(1) = 0，所以 p(d) ≤ 0 恒成立，不等式得证，同理有

xn2+d+1 = xn2
(a− xn2

) (a− xn2−1) ... (a− xn2−d) ≤ (a− u2)
d
xn2

(a− xn2
) ≤ (a− 1) (a− u2)

d def
= u3

因此定义数列 un+1 = (a− 1) (a− un)
d
, u1 = ad (a− 1)，则各个局部极值都夹在相邻的两个 un 当中，我们证

明 un → a− 1 即可，显然递推函数是单调递减的，前面的推导给出 0 ≤ u2 ≤ un ≤ u1 ≤ a

2
（其实从逻辑上讲应该将

un 的定义以及变化规律这些东西拿到最开始证明，然后再去放缩 xn 的各个极值，因为过程中有利用二次函数单调

性放缩，那就需要验证 un 具备上述范围，这样才能落入单调递增区间中，放缩合理）

记 f (x) = (a− 1) (a− x)
d
则 f(x) 在区间 [u2, u1] 中是单调递减的，因此 f(f(x)) 单调递增，所以 u2n−1 递减，

u2n 递增并且都是有界数列，所以奇偶子列极限都存在，设 u2n−1 → A, u2n → B 于是 A = (a− 1) (a−B)
d
, B =

(a− 1) (a−A)
d
，也就是说方程 x = (a− 1)

(
a− (a− 1) (a− x)

d
)d
在区间 [u2, u1] 中有两个解 x = A,B

经过反复构造函数，求导，研究单调性便可证明 A = B = a− 1，于是 lim
n→∞

xn = a− 1

注释 3.1.2： 最后对于 un 的处理，上课提到了“对 f(x) 直接压缩映射”方法，其实这个方法在 d 较大时是

无法实现的，或者说只能在极限点附近实现，但是我们却不易证明 un 会落入极限点附近的压缩映射区间内，

因此难以操作，只能去证明 f(f(x)) 是全局的压缩映射

下一页我们针对一般情况来写一个完整、严谨并且梳理好逻辑顺序的最终解答，也会补充上面缺失的细节（例

如最后的求导部分，放到下面证明），考试时应当如下写过程
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3.1 不动点与蛛网图方法 第三章 数列极限问题

针对一般情况的最终证明

引理 3.1.2： 设 1 < a ≤ d+ 2

d+ 1
, d ∈ N+，定义 un+1 = (a− 1) (a− un)

d
, u1 = ad (a− 1)，则有：

0 ≤ u2 ≤ un ≤ u1 ≤ a

2
, u2n−1单调递减, u2n单调递增, lim

n→∞
un = a− 1

设 f (x) = (a− 1) (a− x)
d
，则 f(x) 在 [0, a] 中是单调递减的，先归纳证明 0 ≤ u2 ≤ un ≤ u1 ≤ a

2
对于 n = 1, 2 的情况，要证明 u1 ≤ a

2
, u2 ≤ u1, u2 ≥ 0 三个不等式

因为 u1 ≤ a

2
⇔ ad−1 (a− 1) ≤ 1

2
且 1 < a ≤ d+ 2

d+ 1
，所以

ad−1 (a− 1) ≤
(
d+ 2

d+ 1

)d−1
1

d+ 1
≤ 1

2
⇔ (d− 1) ln (d+ 2)− d ln (d+ 1) + ln 2 ≤ 0

p (d) = (d− 1) ln (d+ 2)− d ln (d+ 1) + ln 2, p (1) = 0

p′ (d) = ln (d+ 2) +
d− 1

d+ 2
− ln (d+ 1)− d

d+ 1
, p′′ (d) =

d2 − d− 3

(d+ 1)
2
(d+ 2)

2

由此可见 p′(d) 在 [1,+∞) 中先减后增，注意 p′(1) < 0, p′(+∞) = 0，所以 p′(d) < 0 恒成立，也就是说 p(d) 单

调递减，注意 p(1) = 0，所以 p(d) ≤ 0 恒成立，也即 u1 ≤ a

2
，进而

u2 = (a− 1) (a− u1)
d ≥ (a− 1)

(
a− a

2

)d
≥ 0, u1 ≥ 0 ⇒ u2 = f (u1) ≤ f (0) = u1

如果对正整数 n 已有 0 ≤ u2 ≤ un ≤ u1 ≤ a

2
，则下一项根据单调性可知

f (0) ≥ f (u2) ≥ f (un) ≥ f (u1) ⇒ u1 ≥ u3 ≥ un+1 ≥ u2 ≥ 0 ⇒ 0 ≤ u2 ≤ un+1 ≤ u1 ≤ a

2

由归纳法知成立

因为 f(f(x)) 在区间 [0, a] 中是单调递增的（这是由于 f(x) 递减），并且

u2n+1 = f (f (u2n−1)) , u3 ≤ u1, u2n = f (f (u2n−2)) , u2 ≥ 0, u1 = ad (a− 1) = f (0)

所以反复用 f(f(x)) 作用在不等式两端即可得到 u2n−1 单调递减，u2n 单调递增，根据单调有界知他们分别都

收敛，设 u2n−1 → L, u2n → l，则 L, l ∈ [u2, u1] 并且 L, l 都满足方程 f(f(x)) = x，下面证明 L = l = a− 1

更强的，可以说明 f(f(x)) 在区间 [0, a] 中是压缩映射，也即存在 m ∈ (0, 1) 使得 (f(f(x)))′ ≤ m 恒成立，一

旦这个得证，注意 f(f(a− 1)) = f(a− 1) = a− 1，便显然（减去不动点）有 xn 收敛于 a− 1

设

g (x) = f(f(x)) = (a− 1)
(
a− (a− 1) (a− x)

d
)d
, x ∈ [0, a]

g′ (x) = (a− 1) d
(
a− (a− 1) (a− x)

d
)d−1

(a− 1) d(a− x)
d−1

= (a− 1)
2
d2
((
a− (a− 1) (a− x)

d
)
(a− x)

)d−1

h (x) =
(
a− (a− 1) (a− x)

d
)
(a− x) = a (a− x)− (a− 1) (a− x)

d+1

h′ (x) = (a− 1) (d+ 1) (a− x)
d − a在[0, a]中单调递减

注意 h′ (0) = ad (a− 1) (d+ 1)− a, h′ (a) = −a < 0，则 h(x) 在 [0, a] 中要么一直递减，要么先递增再递减，所

以当 h′ (0) = ad (a− 1) (d+ 1)− a ≤ 0 时 h(x) 的最大值为 h(0)，当 h′ (0) = ad (a− 1) (d+ 1)− a > 0 时 h(x) 的

最大值是 h(x0)，这里 x0 是 h′(x) 在区间 [0, a] 中的唯一零点，满足 (a− x0)
d
=

a

(a− 1) (d+ 1)
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3.1 不动点与蛛网图方法 第三章 数列极限问题

下面分类讨论，来证明存在 m ∈ (0, 1) 使得 g′ (x) = (a− 1)
2
d2h(x)

d−1 ≤ m < 1

1. 如果 d = 1，则利用条件显然 g′ (x) = (a− 1)
2 ≤ 1

4
，成立，以下设 d ≥ 2

2. 如果 h′(0) ≤ 0，则 ad−1 (a− 1) (d+ 1) ≤ 1 且 h(x) ≤ h(0)，运用伯努利不等式有

1 ≥ (1 + (a− 1))
d−1

(a− 1) (d+ 1) ≥ (1 + (d− 1) (a− 1)) (a− 1) (d+ 1)

u
def
= (a− 1) d⇒ (u+ a− 1) (u+ 2− a) = u2 + u− (a− 1) (a− 2) ≤ 1

⇒ u2 + u ≤ 1 + (a− 1) (a− 2) ≤ 1 ⇒ u ∈

[
0,

√
5− 1

2

]
g′ (x) = (a− 1)

2
d2h(x)

d−1 ≤ u2h(0)
d−1

, h (0) =
(
a− ad (a− 1)

)
a

h (0) =
(
a− (1 + (a− 1))

d
(a− 1)

)
a ≤ (a− (a− 1) (1 + d (a− 1))) a = a− da(a− 1)

2

ad(a− 1)
2
+

1

4d
≥ 2

√
a(a− 1)

2

4
=

√
a (a− 1) > a− 1 ⇒ h (0) = a− da(a− 1)

2 ≤ 1 +
1

4d

g′ (x) ≤ u2
(
1 +

1

4d

)d−1

≤

(√
5− 1

2

)2(
1 +

1

4d

)d−1

≤ 3−
√
5

2

(
1 +

1

4d

)d

≤ 3−
√
5

2
e

1
4 < 1

3. 如果 h′(0) > 0，则 h(x) 先增后减，在 x = x0 ∈ [0, a] 处取到最大值且 (a− x0)
d
=

a

(a− 1) (d+ 1)
，进而

h (x) ≤ h (x0) =
(
a− (a− 1) (a− x0)

d
)
(a− x0) =

(
a− a

d+ 1

)
(a− x0)

=
ad

d+ 1
(a− x0) =

ad

d+ 1

(
a

(a− 1) (d+ 1)

) 1
d

, a ≤ d+ 2

d+ 1

g′ (x) = (a− 1)
2
d2h(x)

d−1 ≤ (a− 1)
2
d2
(

ad

d+ 1

)d−1(
a

(a− 1) (d+ 1)

)1− 1
d

= (a− 1) d

(
ad

d+ 1

)d((
1− 1

a

)
(d+ 1)

) 1
d

≤ d

d+ 1

(
d+2
d+1d

d+ 1

)d((
1− d+ 1

d+ 2

)
(d+ 1)

) 1
d

=
d

d+ 1

(
1− 1

(d+ 1)
2

)d(
1− 1

d+ 2

) 1
d

≤ d

d+ 1
< 1

由此可知引理成立

注释 3.1.3： 可以看出来，如果单纯证明 un → a− 1，其实从蓝字“更强的...”部分开始书写就可以了，前
面的过程可以省略，只需要简单验证一下 un ∈ [0, a] 也即 f(x) ∈ [0, a], ∀x ∈ [0, a]，这是显然的，根据递减性

代入 x = 0, a 两个端点立即得证，无需再求导

回到原题，简单分析可知：如果 xn 是最终单调的，那么单调有界便得证，以下考虑“永不单调”的情况，也就

是说不存在 N 使得 n > N 之后 xn 单调，则 xn 的变化规律是：从 x0, x1, ..., xd 开始，先递增若干项到 xn1
≤ a−1，

下一项 xn1+1 > a − 1，然后连续递增 d + 1 项一直到 xn1+d+1 为局部极大值，然后开始持续递减若干项到某一个

xn2 > a − 1，下一项 xn2+1 ≤ a − 1，然后连续递减 d + 1 项一直到 xn2+d+1 为局部极小值，接着递增若干项到

xn3
≤ a− 1，下一项 xn3+1 > a− 1，然后连续递增 d+ 1 项一直到 xn3+d+1 为新的局部极大值，便又开始递减

以此类推我们得到了一系列的局部极大值 xn1
, xn3

, xn5
, ...和局部极小值 xn2

, xn4
, xn6

, ...，下面去估计这些极大

值的上界和极小值的下界，然后说明上界和下界都是趋于 a− 1 的即可

考虑引理中定义的数列 uk，我们归纳证明：xn2k−1+d+1 ≤ u2k−1, xn2k+d+1 ≥ u2k 对任意 k 恒成立

根据条件有

xn+d+1

xn+d
= a− xn, ...,

xn+1

xn
= a− xn−d ⇒ xn+d+1 = xn (a− xn) (a− xn−1) ... (a− xn−d)
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3.1 不动点与蛛网图方法 第三章 数列极限问题

因为 xn1
, xn1−1, ..., xn1−d ∈ [0, a− 1] , a− 1 ≤ a

2
，结合二次函数 x(a− x) 单调性有

xn1+d+1 = xn1
(a− xn1

) (a− xn1−1) ... (a− xn1−d) ≤ adxn1
(a− xn1

) ≤ ad (a− 1) = u1

然后看下一个极小值，利用 xn2 , xn2−1, ..., xn2−d ∈ [a− 1, xn1+d+1] ⊂ [0, u1]，引理表明 u1 ≤ a

2
，所以

xn2+d+1 = xn2 (a− xn2) (a− xn2−1) ... (a− xn2−d) ≥ (a− u1)
d
xn2 (a− xn2) ≥ (a− 1) (a− u1)

d
= u2

这说明对 k = 1 结论成立，如果 k 时有 xn2k−1+d+1 ≤ u2k−1, xn2k+d+1 ≥ u2k，则 k + 1 时结合引理有

xn2k+1
, xn2k+1−1, ..., xn2k+1−d ∈ [xn2k+d+1, a− 1] ⊂ [u2k, a− 1] ⊂

[
0,
a

2

]
⇒ xn2k+1+d+1 = xn2k+1

(
a− xn2k+1

) (
a− xn2k+1−1

)
...
(
a− xn2k+1−d

)
≤ (a− u2k)

d
xn2k+1

(
a− xn2k+1

)
≤ (a− u2k)

d
(a− 1) = u2k+1 ≤ a

2
, (lemma)

xn2k+2
, xn2k+2−1, ..., xn2k+2−d ∈

[
a− 1, xn2k+1+d+1

]
⊂ [a− 1, u2k+1] ⊂

[
a− 1,

a

2

]
⇒ xn2k+2+d+1 = xn2k+2

(
a− xn2k+2

) (
a− xn2k+2−1

)
...
(
a− xn2k+2−d

)
≥ (a− u2k+1)

d
xn2k+2

(
a− xn2k+2

)
≥ (a− u2k+1)

d
(a− 1) = u2k+2

因此我们用归纳法证明了每一个极大值的上界不超过 u2k−1，每一个极小值的下界不小于 u2k

引理表明 un 收敛于 a− 1，结合 xn 的变化规律可知 xn → a− 1，结论得证

注释 3.1.4： 本题实际上可以拆分成三道题：d = 1 时的命题、引理 3.1.2 本身，以及用引理去解决一般情况
的这一部分，各自分别都是有一定难度的数列综合题，题目出自于匈牙利的竞赛

其实本题的思路是清晰的，数列变化规律也不难刻画，关键在于一般的 d要说明收敛，则依赖于引理 3.1.2的
结果，这个引理自始至终就是纯粹的高考题，很考验高中所学的数列/不等式放缩技巧以及导数题的功底
如果上面的题目实在看不下去，可以先选择其中一部分学习，如我所说拆成三个问题去看
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3.2 上下极限技巧 第三章 数列极限问题

3.2 上下极限技巧

例题 3.2.1 设 x0, y0 > 0, xn+1 =
1

x2n + xnyn + 2y2n + 1
, yn+1 =

1

2x2n + xnyn + y2n + 1
，证明：数列 xn, yn 都收

敛且极限相同.

证明. 根据条件可知 xn, yn > 0，并且进一步 xn, yn ∈ [0, 1]，所以上下极限也都在 [0, 1] 之间

xn+1 − yn+1 =
1

x2n + xnyn + 2y2n + 1
− 1

2x2n + xnyn + y2n + 1

=
x2n − y2n

(x2n + xnyn + 2y2n + 1) (2x2n + xnyn + y2n + 1)

|xn+1 − yn+1| = |xn − yn|
xn + yn

(x2n + xnyn + 2y2n + 1) (2x2n + xnyn + y2n + 1)

≤ |xn − yn|
xn + yn

(x2n + xnyn + y2n + 1) (x2n + xnyn + y2n + 1)
, x2 + xy + y2 ≥ 3

4
(x+ y)

2

≤ |xn − yn|
xn + yn(

1 + 3
4 (xn + yn)

2
)2 = |xn − yn|

u(
1 + 3

4u
2
)2 , u = xn + yn ≥ 0

1 +
3

4
u2 =

3

4
u2 +

1

3
+

1

3
+

1

3
≥ 4

4

√
u2

36
= 4

√
u

6
⇒ u(

1 + 3
4u

2
)2 ≤ 3

8

|xn+1 − yn+1| ≤
3

8
|xn − yn| ≤ ... ≤

(
3

8

)n

|x1 − y1| ⇒ lim
n→∞

(xn − yn) = 0

因此，设

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = A, lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = B,A,B ∈ [0, 1] , A ≥ B

利用上下极限的基本性质（加法，乘法对应不等式，取倒数对应等式，对于正数情况）有

A = lim
n→∞

xn =
1

lim
n→∞

(x2n + xnyn + 2y2n + 1)
≤ 1

4B2 + 1

B = lim
n→∞

xn =
1

lim
n→∞

(x2n + xnyn + 2y2n + 1)
≥ 1

4A2 + 1

⇒ A ≤ 1

4B2 + 1
≤ 1

4
(4A2+1)2

+ 1
=

(
4A2 + 1

)2
(4A2 + 1)

2
+ 4

去分母并化简，因式分解得到（这个方法难算，建议用 mma，或者慢慢手动拆）

A
((

4A2 + 1
)2

+ 4
)
−
(
4A2 + 1

)2
= (2A− 1)

3 (
2A2 +A+ 1

)
≤ 0

于是 A ≤ 1

2
，同理可知 B ≥ 1

2
，所以 A = B =

1

2
，因此 xn, yn 都收敛到

1

2
方法二：最后计算 A,B 时候如果采用上述方法硬做有点难算，其实有巧妙一些的选择

因为 lim
n→∞

(xn − yn) = 0，所以 lim
n→∞

(
4x2n −

(
x2n + xnyn + 2y2n

))
= 0（拆成几项，都是有界数列乘以趋于零的

量这样的形式，因此极限必然是零），进而上下极限也有等式

lim
n→∞

(
x2n + xnyn + 2y2n

)
= lim

n→∞
4x2n = 4B2, lim

n→∞

(
x2n + xnyn + 2y2n

)
= lim

n→∞
4x2n = 4A2

代入可知

A = lim
n→∞

xn =
1

lim
n→∞

(x2n + xnyn + 2y2n + 1)
=

1

4B2 + 1

B = lim
n→∞

xn =
1

lim
n→∞

(x2n + xnyn + 2y2n + 1)
=

1

4A2 + 1

⇒ 4AB2 +A = 4A2B +B = 1, (4AB − 1) (B −A) = 0
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所以若 A = B 则显然成立，若 A ̸= B 则 AB =
1

4
，代入有 A+B = 1，显然解出 A = B =

1

4
矛盾

注释 3.2.1： 有必要先来证明 xn − yn → 0 而不是上来直接设 xn, yn 的上下极限一共四个数字，这样的话根

本算不出来（用 mma 都算不出来），而如果证明了 xn − yn → 0，则只有两个变量了

方法二好做是因为都是等式了，所以可以作差然后简单的因式分解出来，而方法一那样无脑硬算，就要麻烦

本题运用的若干上下极限性质都可以在任何一本数学分析教材上面找到证明。只要你记住三点：

1. 逐项（包括加法也包括乘法）取上下极限通常都会成立一个确定方向的不等式
2. 计算上下极限时候，如果其中某一项极限就是存在的，那么上下极限的不等式将会成为等式
3. 对于都是正数的问题，取倒数的上下极限运算规则就是你脑海中最自然的那种情况
这样考试时候就算忘了具体的结论，也可以通过画图和举例快速确定下来
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例题 3.2.2 设 a1, ..., ak, b1, ..., bk > 0, k ≥ 2, an =

k∑
i=1

bi
an−i

, n ≥ k + 1，证明： lim
n→∞

an =

√√√√ k∑
i=1

bi.

证明. 先证明数列是有界的，为此取充分大的正数 M 使得

an ∈
[
b1 + b2 + ...+ bk

M
,M

]
, n = 1, 2, ..., k

然后归纳证明对任意 n ∈ N+ 都有上述不等式成立，若 n 时成立，则 n+ 1 时

an+1 =
b1
an

+
b2
an−1

+ ...+
bk

an−k+1
≥ b1
M

+
b2
M

+ ...+
bk
M

=
b1 + b2 + ...+ bk

M

an+1 =
b1
an

+
b2
an−1

+ ...+
bk

an−k+1
≤ b1

b1+...+bk
M

+
b2

b1+...+bk
M

+ ...+
bk

b1+...+bk
M

=M

因此 an 是有界数列，设其上极限为 L，下极限为 l，则 L ≥ l

在递推式两边取上下极限可知

L = lim
n→∞

an = lim
n→∞

(
b1
an−1

+
b2
an−2

+ ...+
bk
an−k

)
≤ lim

n→∞

b1
an−1

+ lim
n→∞

b2
an−2

+ ...+ lim
n→∞

bk
an−k

=
b1 + b2 + ...+ bk

l

l = lim
n→∞

an = lim
n→∞

(
b1
an−1

+
b2
an−2

+ ...+
bk
an−k

)
≥ lim

n→∞

b1
an−1

+ lim
n→∞

b2
an−2

+ ...+ lim
n→∞

bk
an−k

=
b1 + b2 + ...+ bk

L

所以 Ll = b1 + b2 + ...+ bk，只要证明 L = l 便可得到需要的结论

根据上极限定义，可以取子列 ani → L，不妨要求 ni+1 − ni > 2k + 2，然后关注各个 ani 的上一项 ani−1 构

成的数列，这也是一个有界数列，所以一定存在收敛子列，我们可以将其记为 anij
−1, j = 1, 2, ...，那么对于这个子

列的每一项，它后面的那一项 anij
构成的数列，是之前取的数列 ani

→ L 的子列，自然成立 lim
j→∞

anij
−1 = l1 ∈

[l, L] , lim
j→∞

anij
= L，为了方便起见，我们将这两个数列分别记为 ani−1, ani

进一步考虑每个 ani−1 的上一项构成的数列，作为有界数列一定存在收敛子列，然后取出这个收敛子列，则对

于这个子列，它后面一项构成的数列趋于 l1，它后面第二项构成的数列趋于 L

以此类推反复操作有限次，最终我们可以得到一列正整数 ni 单调递增趋于无穷，满足

ani
→ L, ani−1 → l1, ani−2 → l2, ..., ani−k → lk, ani−k−1 → lk+1, ni+1 − ni ≥ 2k + 2, l1, ..., lk+1 ∈ [l, L]

代入到条件递推式中，取极限有

L = lim
i→∞

ani
= lim

i→∞

(
b1

ani−1
+

b2
ani−2

+ ...+
bk

ani−k

)
=
b1
l1

+
b2
l2

+ ...+
bk
lk

≤ b1 + b2 + ...+ bk
l

= L

⇒ l1 = l2 = ... = lk = l

l = l1 = lim
i→∞

ani−1 = lim
i→∞

(
b1

ani−2
+

b2
ani−3

+ ...+
bk

ani−k−1

)
=
b1
l2

+
b2
l3

+ ...+
bk
lk+1

≥ b1 + b2 + ...+ bk
L

= l

⇒ l2 = l3 = ... = lk+1 = L

于是 L = l = l2（这是公共的一个，注意 k ≥ 2），结论得证

注释 3.2.2： 本题中 k ≥ 2 是必要的，显然 k = 1 时结论不对，当然从最后一步也能看到这个条件有用

本题的做法具备一般性，通常这种题目需要先证明数列有界，然后反复取收敛子列，使得连续若干项分别都

收敛，并且其中一个是上极限或者下极限，然后代入到递推式中取极限，再放缩即可
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3.3 无理数初步

定理 3.3.1: 狄利克雷定理

1. 对于无理数 a，则存在无穷多对互素的整数 p, q 使得 |a− p

q
| ≤ 1

q2
，而对有理数 a，这样的互素整数

对 (p, q) 只能是有限个.

这通常称为“齐次逼近”，证明也是简单的

推论 3.3.1

对于实数 a，则 a 为无理数当且仅当任意 ε > 0，存在整数 x, y 使得 0 < |ax− y| < ε.

证明. 对任意正整数 N，将 [0, 1] 均分为 N 个闭区间，每一个长度
1

N
，则 n+1 个数 0, {a}, {2a}, ..., {Na} 全部落

在 [0, 1] 中，根据抽屉原理必定有两个数落入同一区间，也即存在 0 ≤ i < j ≤ N 使得 {ia}, {ja} ∈ [
k

N
,
k + 1

N
]

注：因为 a 是无理数，所以任意 i ̸= j 都一定有 {ia} ̸= {ja}，否则 ia− [ia] = ja− [ja] 意味着 a 是有理数

所以

|{ia} − {ja}| = |(i− j) a−M | ≤ 1

N
⇒
∣∣∣∣a− M

j − i

∣∣∣∣ ≤ 1

N (j − i)

这里 M 是一个整数，现在不一定有 M 与 j − i 互素，但是我们可以将其写成既约分数 M = up, j − i = uq，

其中 (p, q) = 1, u ∈ N+，代入得到：对任意正整数 N，都存在互素的整数 p, q，其中 1 ≤ q ≤ N 是正整数，使得∣∣∣∣a− p

q

∣∣∣∣ ≤ 1

Nq
≤ 1

q2
，这里可以要求 q 是正整数

现在还没有说明“无穷多个”，采用反证法，假如使得 |a− p

q
| ≤ 1

q2
成立的互素的整数 (p, q) 只有有限多对，记

为 (p1, q1), ..., (pm, qm)，那么（在上面证明的结论里面）依次取 N = 3, 4, ...，则每一个 N 都能够对应这 m 对 (p, q)

中的某一个，而 N = 3, 4, ... 是无限的，m 是有限的，所以必定有一个 (pi, qi) 对应了无穷多个正整数 N

不妨设 i = 1，换句话说：存在一列正整数 Nk 单调递增趋于正无穷，使得

∣∣∣∣a− p1
q1

∣∣∣∣ ≤ 1

Nkq1
恒成立，令 k → ∞

可知 a =
p

q
是有理数，导致矛盾

而如果 a =
m

n
是有理数，但是有无穷个互素的 (p, q)使得

∣∣∣∣mn − p

q

∣∣∣∣ ≤ 1

q2
，则当 q 充分大时，所有这些 (p, q)中

的 p 也都会充分大（相当于同时趋于无穷），然而不等式等价于
1

q
≥ |mq − np|

n
，则当 p, q 都充分大时 mq − np ̸= 0

（不然会导致 p|mq 结合互素有 p|m（对充分大的 p 均成立），显然矛盾），于是
1

q
≥ |mq − np|

n
≥ 1

n
导致 q 有上界，

还是矛盾，结论得证
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3.3 无理数初步 第三章 数列极限问题

定理 3.3.2: kronecker 逼近定理

给定无理数 θ，则对任意 a ∈ [0, 1] 和任意 ε > 0，存在正整数 n 使得 |{nθ} − a| < ε.

这通常称为“非齐次逼近”，证明起来要借用前面的结论且麻烦一些

推论 3.3.2

给定无理数 θ 和实数 a，则对任意 N > 0，均存在正整数 n > N 以及整数 k 使得 |nθ − k − a| < ε.

推论 3.3.3

给定无理数 θ，则 nθ 的小数部分构成的数列在 [0, 1] 中是稠密的.

证明. 反证法，则存在 a ∈ (0, 1) 和 δ > 0 使得任意正整数 n，{nθ} 都不落入区间 (a − δ, a + δ) 中，这个区间与

[0, 1] 的交集是长度至少为 δ 的区间

先找一个 n 使得 {nθ} 充分小，为此将 [0, 1] 等分为 N 个小区间，N 是任意一个充分大的正整数，则根据抽屉

原理（注意无理数意味着确实是 N +1 个不同的数字），存在 0 ≤ i < j ≤ N 使得 {iθ}, {jθ} 落入同一个区间中，因
此

|{iθ} − {jθ}| = |(i− j) θ − ([iθ]− [jθ])| ≤ 1

N

这说明存在 n 使得 {nθ} 充分接近 0 或者充分接近 1，于是我们只要让
1

N
< δ，那么 {nθ} ∈ (0, δ)∪ (1− δ, 1)，

进而考虑 {nθ} , {2nθ} , ... 便显然有一个会落入区间 (a− δ, a+ δ) 中，矛盾

注释 3.3.1： 推论 3.3.3 最好的结果是那个数列均匀分布，不过证明需要逼近相关的知识，高考方法做不出
来，会在下一届讲

这个定理的证明很直观，上课已经说了，比如 a =
√
2 你应该如何找 n 使得 na 的小数部分在 [0.9, 1] 之间？

直接找不好找，但是发现 5
√
2 = 7.071... 的小数部分大约只有 0.07，那么考虑 5

√
2, 10

√
2, 15

√
2, ... 一直下去，

每一次跳跃的幅度都很小，就肯定能找到你要的，想明白这个道理，此定理的证明也就是显然的了
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3.3 无理数初步 第三章 数列极限问题

例题 3.3.1 证明： lim
n→∞

sin 4n 不存在.

证明. 反证法，如果极限存在，设 lim
n→∞

sin 4n = A ∈ [−1, 1]

首先证明 A ̸= 0，如果 sin 4n → 0，则存在 N 使得对任意 n ≥ N，都有 4n ∈
∞⋃
k=1

(
kπ − π

8
, kπ +

π

8

)
，显然这

是一列两两不相交的开区间的并集，我们对应的依次记为区间 Ik，现在设 4N = kπ + δ, |δ| ∈
(
0,
π

8

)
，显然存在唯

一的正整数 i 使得
∣∣4i−1δ

∣∣ ∈ (0, π
8

)
,
∣∣4iδ∣∣ ∈ [π

8
,
π

2

)
，于是有

4N+1 = 4kπ + 4δ ∈ I4k, ..., 4
N+i−1 = 4i−1kπ + 4i−1δ ∈ I4i−1 , 4N+i = 4ikπ + 4iδ /∈

∞⋃
j=1

Ij

这与任意 n ≥ N 都有 4n ∈
∞⋃
j=1

Ij 矛盾，从而 A 非零

因为 sin 4n → A 所以 sin 4n+1 → A，利用三角函数公式有

sin 4n+1 = 2 sin (2 · 4n) cos (2 · 4n) = 4 sin 4n cos 4n
(
1− 2sin24n

)
形式上有

cos 4n =
sin 4n+1

4 sin 4n
(
1− 2sin24n

) , lim
n→∞

cos 4n =
A

4A (1− 2A2)
=

1

4 (1− 2A2)

也就是说极限存在并且 lim
n→∞

cos 4n =
1

4 (1− 2A2)
= ±

√
1−A2，但是为此需要说明分母 1− 2A2 ̸= 0，其实是

显然的：否则从 sin 4n+1 = 4 sin 4n cos 4n
(
1− 2sin24n

)
取极限即可得到 sin 4n+1 → 0 矛盾

不妨设 lim
n→∞

cos 4n =
√

1−A2（另一个同理）代入极限式中可知

lim
n→∞

sin 4n+1 = lim
n→∞

4 sin 4n cos 4n
(
1− 2sin24n

)
= 4A

√
1−A2

(
1− 2A2

)
= A

注意 A 非零，解方程得到 A = ±1

2

√
1

2

(
5−

√
5
)
，下面说明这两个可能的取值都不成立即可

根据三倍角公式有

sin (3 · 4n) = sin
(
4n+1 − 4n

)
= sin 4n+1 cos 4n − cos 4n+1 sin 4n = 3 sin 4n − 4sin34n

lim
n→∞

(
sin 4n+1 cos 4n − cos 4n+1 sin 4n

)
= 0 = lim

n→∞

(
3 sin 4n − 4sin34n

)
= 3A− 4A3

注意 A 非零，解方程得到 A = ±
√
3

2
，与前面计算出的 A 的两个可能值均不相同，从而矛盾
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例题 3.3.2 设 A =

{√
m

n

∣∣∣∣ m,n ∈ Z+

}
\Q, x0 =

∞∑
n=0

1

10n!
. 对 x > 0 记 f(x) =

 0, x 无理数,
1

qα
, x =

p

q
为既约分数.

证明: 1、对任何 x ∈ A，存在常数个 Mx > 0 ，使得对任何既约分数
p

q
都有

∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ ≥ Mx

q2
.

2、f 在 A 中的每个点可微的充要条件是 α > 2.

3、对任何 α ，函数 f 在 x0 处均不可微.

证明. 1. 不妨 (m,n) = 1，则对任意既约分数
p

q
，不妨 p, q 是正整数，都有

∣∣∣∣√m

n
− p

q

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣p√n− q
√
m

q
√
n

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ p2n− q2m

q
√
n (p

√
n+ q

√
m)

∣∣∣∣ ≥ 1

q
√
n (p

√
n+ q

√
m)

最后一步放缩是因为分子肯定非零，否则与 A 中元素是无理数矛盾，进而 q2
∣∣∣∣√m

n
− p

q

∣∣∣∣ ≥ 1
√
n
(√

m+ p
q

√
n
)，

为了找到统一的 M 我们分类讨论一下

如果

∣∣∣∣√m

n
− p

q

∣∣∣∣ ≥ 1 则直接取 M = 1 就可以了

如果

∣∣∣∣√m

n
− p

q

∣∣∣∣ < 1，则
p

q
< 1 +

√
m

n
进而

q2
∣∣∣∣√m

n
− p

q

∣∣∣∣ ≥ 1
√
n
(√

m+ p
q

√
n
) ≥ 1

√
n
(√
m+

(
1 +

√
m
n

)√
n
) =

1√
n (2

√
m+

√
n)

很明显上式右端是小于 1 的，所以 M =
1√

n (2
√
m+

√
n)
即为所求

2. 对任意
√
m

n
∈ A，根据导数定义 f ′

(√
m

n

)
= lim

x→
√

m
n

f (x)

x−
√

m
n

，让 x 以无理数方式趋近于

√
m

n
则上式恒

为零，所以如果可导则导数必然是零，并且可导的充要条件为 lim
p
q→

√
m
n

1

qα
∣∣∣pq −

√
m
n

∣∣∣ = 0，这里
p

q
是既约分数

如果 α > 2，则根据第一问可知存在 M > 0 使得 qα
∣∣∣∣pq −

√
m

n

∣∣∣∣ ≥ Mqα−2 恒成立，注意当
p

q
→
√
m

n
时 q 必

定会趋于无穷，由此可知此时可导

而如果 α ≤ 2，我们要说明不可导，结合前面的分析知只要证明以有理数方式趋近时 qα
∣∣∣∣pq −

√
m

n

∣∣∣∣ 并非趋于正
无穷，换句话说就是要找一个既约分数子列

pk
qk

→
√
m

n
使得 qαk

∣∣∣∣pkqk −
√
m

n

∣∣∣∣ 是有界的
恰好狄利克雷定理可以帮助我们实现这件事情：由狄利克雷定理知存在无穷多对互素的正整数对 (p, q) 使得∣∣∣∣pq −
√
m

n

∣∣∣∣ ≤ 1

q2
，因此有一列

pk
qk

→
√
m

n
使得

∣∣∣∣pkqk −
√
m

n

∣∣∣∣ ≤ 1

q2k
，进而

qαk

∣∣∣∣pkqk −
√
m

n

∣∣∣∣ ≤ q2k

∣∣∣∣pkqk −
√
m

n

∣∣∣∣ ≤ 1

结论得证（这说明用该子列去计算导数，得到的结果一定是大于等于 1的，而用无理数去计算导数显然是零，二

者矛盾，故不可导）
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注释 3.3.2： 这一步如果详细论证，则应如下操作

若 α > 2，我们证明 lim
x→

√
m
n

f (x)

x−
√

m
n

= 0，进而可导

对任意充分大的正整数 N，在区间

(√
m

n
− 1,

√
m

n
+ 1

)
中全体分母不超过 N 的既约分数显然只有有限个，

结合

√
m

n
是无理数可知这些既约分数都不等于

√
m

n
，于是存在 δ > 0 使得区间

(√
m

n
− δ,

√
m

n
+ δ

)
中的

任一既约分数，其分母都至少为 N + 1

另一方面，根据第一问知存在 M > 0 使得对任意既约分数
p

q
都有

∣∣∣∣pq −
√
m

n

∣∣∣∣ ≥ M

q2
成立

从而对任意 x ∈
(√

m

n
− δ,

√
m

n
+ δ

)
，如果 x =

p

q
是既约分数，则 q ≥ N + 1 并且

∣∣∣∣∣ f (x)

x−
√

m
n

∣∣∣∣∣ =

1

qα
∣∣∣pq −

√
m
n

∣∣∣ ≤ 1

qα−2M
≤ 1

Nα−2M
，而如果 x是无理数，则 f(x) = 0，因此对任意 x ∈

(√
m

n
− δ,

√
m

n
+ δ

)

都有

∣∣∣∣∣ f (x)

x−
√

m
n

∣∣∣∣∣ ≤ 1

Nα−2M
，根据极限定义知可导并且导数为零

α ≤ 2 的情况也可以类似再补充一下

3. x0 是著名的刘维尔数，当然是无理数，先证明一下

反证法，设 x0 =
p

q
=

∞∑
n=0

1

10n!
，其中 p, q 是正整数且 (p, q) = 1，则对任意正整数 N 有 10N !p = q

N∑
n=0

10N !−n!+

q

∞∑
n=N+1

1

10n!−N !
，其中左边以及右边第一项都是正整数，所以右边第二项也是正整数，故 q

∞∑
n=N+1

1

10n!−N !
≥ 1

但是

n!−N ! = (n (n− 1) ... (N + 1)− 1)N ! ≥ (n− 1)N !, ∀n ≥ N + 1

⇒ q

∞∑
n=N+1

1

10n!−N !
≤ q

∞∑
n=N+1

1

10(n−1)N !
= q

∞∑
n=N

(
1

10N !

)n

= q
1

10N·N!

1− 1
10N!

≤ 2q

10N ·N !

导出矛盾，所以 x0 是无理数，下面证明不可导也即 lim
x→x0

f (x)

x− x0
不存在

直接取

xn =

n∑
k=0

1

10k!
=
pn
qn
, qn = 10n!, pn = 10n!

n∑
k=0

1

10k!
, (pn, qn) = 1, ∀n ≥ 1, xn → x0

代入有（如果可导）

lim
x→x0

∣∣∣∣ f (x)x− x0

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ f (xn)xn − x0

∣∣∣∣ = lim
n→∞

1

10α·n!
∞∑

k=n+1

1
10k!

= +∞

最后一步是因为

10α·n!
∞∑

k=n+1

1

10k!
=

∞∑
k=n+1

1

10k!−α·n! ≤
∞∑

k=n+1

1

10(k−α)n!
→ 0, n→ ∞

由此可知矛盾，所以不可导
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3.4 综合问题

例题 3.4.1 设 xn 满足当 |i− j| ≤ 2 时总有 |xi − xj | ≥ |xi+1 − xj+1|，证明： lim
n→∞

xn
n
存在.

证明. 条件等价于 |xn+1 − xn| , |xn+2 − xn| 这两个数列都是单调递减的，显然非负，所以他们的极限都存在
如果 lim

n→∞
|xn+1 − xn| = 0，则由 stolz 公式显然 lim

n→∞

xn
n

= lim
n→∞

xn+1 − xn = 0

如果 lim
n→∞

|xn+2 − xn| = 0，则奇偶两个子列分别都有

lim
n→∞

x2n
2n

= lim
n→∞

x2n+2 − x2n = 0, lim
n→∞

x2n+1

2n+ 1
= lim

n→∞
x2n+1 − x2n−1 = 0

所以 lim
n→∞

xn
n

= 0，因此下面只需讨论 |xn+1 − xn| , |xn+2 − xn| 的极限都非零的情况
不妨设 |xn+1 − xn| 单调递减趋于 1（如果极限不是 1 而是别的正数，考虑 kxn 这样的数列就可以了），由于非

负递减数列 |xn+2 − xn| 的极限非零，故存在 δ ∈ (0, 1) 使得 |xn+2 − xn| ≥ δ 恒成立

如果 xn 是最终单调的，也就是说存在 N 使得 n > N 时 xn+1 − xn 恒正或者恒负，则 lim
n→∞

xn+1 − xn = 1 或

者 lim
n→∞

xn+1 − xn = −1，再用 stolz 公式可知极限 lim
n→∞

xn
n
存在

如果 xn不是最终单调的，因为 lim
n→∞

|xn+1 − xn| = 1，所以存在 N 使得 n > N 时恒有 |xn+1 − xn| ∈
[
1, 1 +

δ

2

]
，

并且 n > N 时 xn 不是单调的，故存在 n > N 使得以下两种情况之一成立

(a) : 1 ≤ xn+1 − xn ≤ 1 +
δ

2
, 1 ≤ xn+1 − xn+2 ≤ 1 +

δ

2
⇒ |xn+2 − xn| ≤

δ

2

(b) : 1 ≤ xn − xn+1 ≤ 1 +
δ

2
, 1 ≤ xn+2 − xn+1 ≤ 1 +

δ

2
⇒ |xn+2 − xn| ≤

δ

2

可见不论哪种情况成立，都会与 |xn+2 − xn| ≥ δ 恒成立矛盾，结论得证

注释 3.4.1： 仅凭 |xn+1 − xn| 单调递减无法保证极限存在，只能说明数列
xn
n
有界，但是完全有可能其聚点

集合是一个闭区间，所以 |xn+2 − xn| 的递减性是必要的
本题其实画图来看走势很直观，见上课视频
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例题 3.4.2 设四个正数列 {an} , {bn} , {cn} , {tn} 满足

tn ∈ (0, 1) ,

∞∑
n=1

tn = +∞,

∞∑
n=1

bn < +∞, lim
n→∞

an
tn

= 0, xn+1 ≤ (1− tn)xn + an + bn

证明： lim
n→∞

xn = 0.

证明. 这类问题直接强求通项即可，根据条件有
xn+1

(1− tn) ... (1− t1)
≤ xn

(1− tn−1) ... (1− t1)
+

an + bn
(1− tn) ... (1− t1)

xn+1

(1− tn) ... (1− t1)
≤ x1 +

n∑
k=1

ak + bk
(1− tk) ... (1− t1)

xn+1 ≤ x1 (1− tn) ... (1− t1) +

n∑
k=1

(ak + bk) (1− tk+1) ... (1− tn)

换元令 un = 1− tn ∈ (0, 1)，则

ln
∞∏

n=1

un =

∞∑
n=1

lnun ≤
∞∑

n=1

(un − 1) = −
∞∑

n=1

tn = −∞ ⇒
∞∏

n=1

un = 0

代入有

xn+1 ≤ x1u1u2...un +

n∑
k=1

akuk+1uk+2...un +

n∑
k=1

bkuk+1uk+2...un

显然 x1u1u2...un → 0，于是只需要看后面两项

对于最后一项，我们待定正整数 N ≤ n，则有

n∑
k=1

bkuk+1uk+2...un =

N∑
k=1

bkuk+1uk+2...un +

n∑
k=N+1

bkuk+1uk+2...un

其中

n∑
k=N+1

bkuk+1uk+2...un ≤
n∑

k=N+1

bk <

∞∑
k=N

bk，于是对任意 ε > 0，可以取充分大的N 使得

n∑
k=N+1

bkuk+1uk+2...un <

ε，现在 N 已经取定，再对前面有限项取极限有

lim
n→∞

n∑
k=1

bkuk+1uk+2...un ≤
N∑

k=1

bk lim
n→∞

(uk+1uk+2...un) + ε = ε

由此可见最后一项的极限是零，最后来看中间一项，记 sn =
an
tn

=
an

1− un
→ 0，则对任意 N 有

n∑
k=1

akuk+1uk+2...un =

n∑
k=1

sk (1− uk)uk+1uk+2...un

=

N∑
k=1

sk (1− uk)uk+1uk+2...un +

n∑
k=N+1

sk (1− uk)uk+1uk+2...un

n∑
k=N+1

sk (1− uk)uk+1uk+2...un ≤ sup
k≥N

sk

n∑
k=N+1

(1− uk)uk+1uk+2...un ≤ sup
k≥N

sk

lim
n→∞

n∑
k=1

akuk+1uk+2...un ≤ lim
n→∞

N∑
k=1

sk (1− uk)uk+1uk+2...un + sup
k≥N

sk = sup
k≥N

sk

由此可见这一部分的极限也是零，结论得证
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3.4 综合问题 第三章 数列极限问题

例题 3.4.3 求极限 lim
n→∞

n sup
x∈[0,1]

n−1∑
k=1

xk(1− x)
n−k

证明. 根据对称性，不妨设 x ∈ [0,
1

2
]，先尝试找到最大值点

在 x = 0,
1

2
时代入，很明显对应的极限是零，考虑 x ∈ (0,

1

2
)，根据等比数列求和公式有

n−1∑
k=1

xk(1− x)
n−k

= (1− x)
n

n−1∑
k=1

(
x

1− x

)k

=
x (1− x)

1− 2x
((1− x)

n − xn)

如果 δ ∈ (0,
1

2
) 已经取定，则在区间 [δ,

1

2
) 中

n

n−1∑
k=1

xk(1− x)
n−k ≤ n

n−1∑
k=1

(
1

2

)k

(1− δ)
n−k ≤ n(1− δ)

n
∞∑
k=0

(
1

2 (1− δ)

)k

=
n(1− δ)

n

1− 1
2(1−δ)

右端是指数级趋于零的并且上式不依赖于 x，所以函数会一致趋于零

因此最大值点应该在 x = 0 附近，近似的有

n

n−1∑
k=1

xk(1− x)
n−k

=
nx (1− x)

1− 2x
((1− x)

n − xn) ≈ nx(1− x)
n

取 x =
1

n
显然极限是

1

e
，我们猜测这就是答案，下面开始证明

首先取 x =
1

n
有

lim
n→∞

n

n−1∑
k=1

(
1

n

)k(
1− 1

n

)n−k

= lim
n→∞

1− 1
n

1− 2
n

((
1− 1

n

)n

−
(
1

n

)n)
=

1

e

由此可知 lim
n→∞

n sup
x∈[0,1]

n−1∑
k=1

xk(1− x)
n−k ≥ 1

e
，下面估计上极限

根据对称性，不妨只考虑 x ∈ [0,
1

2
]，对任意 δ ∈ (0,

1

2
) 取定，当 x ∈ [δ,

1

2
] 时总有

n

n−1∑
k=1

xk(1− x)
n−k ≤ n

n−1∑
k=1

(
1

2

)k

(1− δ)
n−k ≤ n(1− δ)

n
∞∑
k=0

(
1

2 (1− δ)

)k

=
n(1− δ)

n

1− 1
2(1−δ)

当 x ∈ [0, δ] 时，结合均值不等式有

n

n−1∑
k=1

xk(1− x)
n−k

=
nx (1− x)

1− 2x
((1− x)

n − xn) ≤ nx(1− x)
n

1− 2δ
≤

(
1− 1

n+1

)n+1

1− 2δ
≤ 1

e

1

1− 2δ

所以可以取 n > N 充分大，使得
n(1− δ)

n

1− 1
2(1−δ)

<
1

e
，此时便有

n sup
x∈[0,1]

n−1∑
k=1

xk(1− x)
n−k ≤ 1

e

1

1− 2δ
⇒ lim

n→∞
n sup

x∈[0,1]

n−1∑
k=1

xk(1− x)
n−k ≤ 1

e

1

1− 2δ

最后，根据 δ 的任意性，可知结论成立
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3.4 综合问题 第三章 数列极限问题

例题 3.4.4 设 an+1 = an +
2

n+ 1
an−1, n ≥ 1, a0 > 0, a1 > 0，求极限 lim

n→∞

an
n2

证明. 这类线性递推数列问题采用母函数方法是无敌的，因为能求出来通项公式

设 f (x) =

∞∑
n=0

anx
n 则根据条件有

f ′ (x) =

∞∑
n=1

nanx
n−1 =

∞∑
n=0

(n+ 1) an+1x
n = a1 +

∞∑
n=1

(n+ 1)

(
an +

2

n+ 1
an−1

)
xn

= a1 +

∞∑
n=1

nanx
n +

∞∑
n=1

anx
n + 2

∞∑
n=1

an−1x
n = a1 + xf ′ (x) + f (x)− a0 + 2xf (x)

⇒ f ′ (x) +
2x+ 1

x− 1
f (x) =

a1 − a0
1− x

, f (0) = a0, f
′ (0) = a1

这是一阶线性微分方程，容易求出

f (x) =
2x2 − 6x+ 5

(1− x)
3

a1 − a0
4

+
e−2x

(1− x)
3

9a0 − 5a1
4

=

∞∑
n=0

anx
n

然后对左边这两个函数（先不看系数）做泰勒展开，关注 xn 前面的 n2 项系数，就对应极限

1

1− x
=

∞∑
n=0

xn ⇒ 1

(1− x)
2 =

∞∑
n=0

(n+ 1)xn,
1

(1− x)
3 =

∞∑
n=0

(n+ 2) (n+ 1)

2
xn

2x2 − 6x+ 5

(1− x)
3 =

(
2x2 − 6x+ 5

) ∞∑
n=0

(n+ 2) (n+ 1)

2
xn =

∞∑
n=0

(5bn − 6bn−1 + 2bn−2)x
n

bn =
(n+ 2) (n+ 1)

2
⇒ 5bn − 6bn−1 + 2bn−2 =

1

2
n2 +O (n)

由此可见第一部分对应着极限
a1 − a0

8
，然后算第二部分

e−2x

(1− x)
3 =

∞∑
m=0

(−2)
m

m!
xm

∞∑
n=0

(n+ 2) (n+ 1)

2
xn =

∞∑
k=0

∑
m+n=k

(−2)
m

m!

(n+ 2) (n+ 1)

2
xk

所以每一个 xm 项相应的系数是

m∑
k=0

(−2)
m

m!

(k + 2−m) (k + 1−m)

2
=

1

2

m∑
k=0

(−2)
m

m!
(m− (k − 1)) (m− (k − 2))

对应的极限为

1

2
lim

m→∞

m∑
k=0

(−2)m

m!

(
m2 − (2k − 3)m+ (k − 1) (k − 2)

)
m2

=
1

2
lim

m→∞

m∑
k=0

(−2)
m

m!
=

1

2e2

这是因为括号里面的 m 一次项和常数项部分，对应的求和的极限是零，由 stolz 公式是显然的
所以第二部分提供了

9a0 − 5a1
8e2

，最终所求极限为 lim
n→∞

an
n2

=
a1 − a0

8
+

9a0 − 5a1
8e2

注释 3.4.2： 本题采用单调有界只能证明极限存在，而并不能算出来极限值：

an+1

(n+ 1)
2 − an

n2
=
an + 2

n+1an−1

(n+ 1)
2 − an

n2
=

2n2an−1 − (2n+ 1) (n+ 1) an

n2(n+ 1)
3 < 0
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3.4 综合问题 第三章 数列极限问题

例题 3.4.5 设 xn > 0，k 为正整数，证明： lim
n→∞

x1 + x2 + ...+ xn+k

xn
≥ (k + 1)

k+1

kk
且常数是最佳的.

证明. 设 Sn = x1 + x2 + ...+ xn，采用反证法，则存在 N 使得 n ≥ N 时恒成立

Sn+k ≤ λ (Sn − Sn−1) , λ ∈

[
1,

(k + 1)
k+1

kk

)

显然 Sn 是单调递增的，如果 Sn 有界，则在不等式两端取极限可知 Sn 收敛到零，矛盾，所以 Sn 严格单调递

增趋于正无穷，因此对任意 n ≥ N 有 Sn > Sn−1

如果已经得到了 Sn > cSn−1 对任意 n ≥ N 恒成立，这里 c 是正数，则对任意 n ≥ N 有

Sn+k > cSn+k−1, Sn+k−1 > cSn+k−2, ..., Sn+1 > cSn ⇒ Sn+k > ckSn

0 < Sn+k − ckSn ≤
(
λ− ck

)
Sn − λSn−1 ⇒ Sn >

λ

λ− ck
Sn−1

这样不等式就加强了，记 c′ =
λ

λ− ck
，我们得到 Sn > c′Sn−1 对任意 n ≥ N 恒成立

定义数列 un 为 u1 = 1, un+1 =
λ

λ− ukn
，则重复以上过程可知 Sn > umSn−1 对任意 m 以及 n ≥ N 都恒成立，

所以 um 这个数列必须是有界的，下面我们就由此导出矛盾

因为 un+1 > un ⇔
(
λ− ukn

)
un < λ⇔

(
λ− ukn

)k
ukn < λk，由均值不等式有

kxk
(
λ− xk

)k ≤
(

kλ

k + 1

)k+1

< kλk ⇔ λ <
(k + 1)

k+1

kk

显然成立，所以 um 单调递增，而如果极限存在，则极限点满足方程 x =
λ

λ− xk
⇔ x

(
λ− xk

)
= λ，这与前面

均值不等式导出的结果矛盾，所以 um 单调递增趋于正无穷，又与有界性矛盾

综上结论得证

注释 3.4.3： 此类问题反证法将会带来一个恒成立的不等式，有很强的效果，所以一般都用反证法，证明的

灵感来源于 k = 1 时的情况，细节见上课视频
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3.4 综合问题 第三章 数列极限问题

例题 3.4.6 设 xn > 0, xn → 0 且 lim
n→∞

lnxn
x1 + x2 + ...+ xn

= a < 0，证明： lim
n→∞

lnxn
lnn = −1.

证明. 不妨设 a = −1，否则将 xn 换成 kxn 即可，取 k 将 a 变成 −1

设 Sn = x1 + x2 + ... + xn，则 Sn > 0 严格单调递增，如果 Sn 收敛，则 lnxn → −∞ 与条件矛盾，所以 Sn

单调递增趋于正无穷

因为
lnxn
lnn =

lnxn
Sn

Sn

lnn,
lnxn
Sn

→ −1，所以等价的只要证明
Sn

lnn → 1

条件为 lim
n→∞

lnxn
Sn

= −1，设想作为等式，对应着 Sn −Sn−1 = e−Sn 是一个隐函数类型的递推式，不方便使用，

所以考虑

lim
n→∞

lnxn+1

Sn
= lim

n→∞

lnxn+1

Sn+1

Sn+1

Sn
= − lim

n→∞

(
1 +

xn+1

Sn

)
= −1

现在等价的，已知 Sn 单调递增趋于无穷且 lim
n→∞

ln (Sn+1 − Sn)

Sn
= −1，要证明 lim

n→∞

Sn

lnn = 1

由极限定义，对任意 ε > 0，存在 N 使得任意 n > N 都有 (−1− ε)Sn < ln (Sn+1 − Sn) < (−1 + ε)Sn 也即(
1

e
− ε

)Sn

+ Sn < Sn+1 <

(
1

e
+ ε

)Sn

+ Sn, ∀n ≥ N

不妨要求 SN > 1，考虑

f (x) =

(
1

e
+ ε

)x

+ x, f ′ (x) = 1 +

(
1

e
+ ε

)x

ln
(
1

e
+ ε

)
> 1−

(
1

e
+ ε

)x

> 0

再定义 uN = SN , un+1 =

(
1

e
+ ε

)un

+ un，于是若有 un ≤ Sn 则结合单调性可知 un+1 = f (un) ≤ f (Sn) =

Sn+1，这说明 Sn ≤ un 对任意 n ≥ N 恒成立

同样考虑

g (x) =

(
1

e
− ε

)x

+ x, g′ (x) = 1−
(
1

e
− ε

)x

ln
(
1

e
− ε

)
≥ 1−

(
1

e
− ε

)
ln
(
1

e
− ε

)
> 0

再定义 vN = SN , vn+1 =

(
1

e
− ε

)vn

+ vn，同样道理 Sn ≥ vn 恒成立，于是
vn
lnn ≤ Sn

lnn ≤ un
lnn, n ≥ N

注意 un, vn 具备完全一样的形式，所以统一的考虑 a1 > 1, an+1 = an + can，其中 c 在
1

e
附近，显然这个数列

是单调递增趋于正无穷的，我们用 stolz 公式来计算相应的极限，则有

lim
n→∞

an
lnn = lim

n→∞

an+1 − an
1
n

= lim
n→∞

n

c−an
= lim

n→∞

1

c−an+1 − c−an
= lim

n→∞

1

c−an
(
c−(an+1−an) − 1

)
= lim

n→∞

can

c−can − 1
= lim

x→+∞

cx

e−cx ln c − 1
= lim

x→0+

x

e−x ln c − 1
=

1

− ln c

所以

lim
n→∞

un
lnn =

1

− ln
(
1
e + ε

) =
1

1− ln (1 + eε)
, lim
n→∞

vn
lnn =

1

− ln
(
1
e − ε

) =
1

1− ln (1− eε)

这意味着

lim
n→∞

Sn

lnn ≤ 1

1− ln (1 + eε)
, lim
n→∞

Sn

lnn ≥ 1

1− ln (1− eε)
, ∀ε > 0

由此可知结论成立
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3.5 练习题 第三章 数列极限问题

3.5 练习题

习题 3.5.1 设 a1 = 1, an =
nan−1

1 + na2n−1

，证明： lim
n→∞

an = 1.

注释 3.5.1： 进一步的，你可以尝试证明本题的加强结论（后两问无答案，暂未解决），第二问若事先知道极

限存在则可以轻松的证明这个极限一定是
1

2
，然而说明极限存在似乎较难

命题 3.5.1: 征解题

设 a1 = 1, an =
nan−1

1 + na2n−1

，证明：

1. lim
n→∞

an = 1； 2. lim
n→∞

n (1− an) =
1

2

3. 设 bn = n

(
n (1− an)−

1

2

)
，则 bn 的奇子列和偶子列收敛到不同极限

习题 3.5.2 设 x1 = a, xn+1 =
2x3n

3x2n − 1
，求所有 a 使得数列 {xn} 收敛.

习题 3.5.3 1. 设数列 xn 满足 0 ≤ xm+n ≤ xmxn, ∀m,n ≥ 1，证明： lim
n→∞

n
√
xn 存在

2. 设正数列 an 满足 am+n ≤ aman, ∀m,n ≥ 1，证明： lim
n→∞

ln an
n

= inf
n≥1

ln an
n
.

习题 3.5.4 正数列 un 满足 un+2 = 1 +
un+1

un
，求 lim

n→∞
un

习题 3.5.5 设 an ≥ 0，证明： lim
n→∞

n2 (4an (1− an−1)− 1) ≤ 1

4
.

习题 3.5.6 设 R(x) 为黎曼函数，a ∈ (0, 2]，证明：R(x)a 处处不可导.
习题 3.5.7 证明：数列 sinn 的聚点集是 [−1, 1].
习题 3.5.8 设 a, b, c > 0，记 f (x) = sin ax+ sin bx+ sin cx，证明：存在一列单调递增趋于正无穷的 tn 使得

lim
n→∞

f (x+ tn) = f (x) 且这个极限过程是关于 x ∈ R 一致收敛的.

习题 3.5.9 求极限 lim
n→∞

nmax
x≥0

∣∣∣∣e−x −
(
1 +

x

n

)−n
∣∣∣∣.

习题 3.5.10 设 x1 =
2

3
, xn+1 =

1

xn
+

2

3n
，证明： lim

n→∞
xn = 1.
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第四章 函数性态分析

这部分内容非常多，题型也很杂，因此不可能面面俱到。上课有限的时间内只能针对一些专题，挑选一部分有代

表性的题讲解，所以很有必要自己课后多刷题，否则极其容易出现方法技巧上的盲区（知识点上不可能有盲区，因

为本来就没有什么知识点）。

本章，后面的“语文类性态分析”以及“决赛常微分方程”部分实际上无本质区别，都可以归为“函数性态分

析”，但是即便三章讲义合在一起依然距离“性态分析全覆盖”很远！所以再次强调，上课这些例题以及习题是不够

的，自己课后应该去刷习题书，考研竞赛题，以及各种平台上的题等等，背题目没有必要，关键是积累方法，想明

白原理，自己理解吃透。

为了与后面的章节区分开，这部分我们几乎不放“语文类性态分析”以及“常微分方程”相关的题目，这些在

后面专题中讲解。

下面补充几个基本常识，平时做题经常会用到，结论均易证明，所以只叙述结果：

1. 函数 f(x) 如果是连续的单射，则一定严格单调；

2. R 上的一致连续函数一定可以被现行函数 a|x|+ b 控制住；

3. 单调函数的不连续点只有跳跃间断点，且几乎处处可导（数分里面无法证明这一点）
4. 凸（下凸）函数内闭 Lipschitz 连续（闭区间的话端点不一定），要么单调要么先减后增（因此什么时候取最

大值最小值一目了然），单侧导数处处存在且单侧导数具备单调性，割线斜率（若可导则加上切线斜率）具备单调性，

凸函数与其割线（若切线存在则加上切线）具备如图所示（自己画图）的显然的不等式关系（因此放缩时候常用），

同时凸函数几乎处处二阶可导（这个难证，好像也没用到过）。

结论 1 可以用来做定性分析，也能解决不少二次复合的问题；
结论 2 可以用来判定函数不一致连续，注意逆命题是肯定不对的；
结论 3 是单调函数最重要的性质，很常用，几乎处处可导一般用不上；
结论 4 看着多实际上一句话概括下来就是几何性质，自行画图画一个凸函数，从图中你看到了什么性质，那么

就成立什么性质（所以无需死记硬背），注意这里凸性的定义不依赖于可导性连续性等等，用的是数学分析课本最原

始的定义。
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4.1 连续函数性质与应用

例题 4.1.1 设 f(x)在 [0,+∞)中一致连续，且对任意 x ∈ [0, 1]都有 lim
n→∞

f (x+ n) = 0，证明： lim
x→+∞

f (x) = 0.

证明. 根据一致连续性，任意 ε > 0，存在 δ > 0 使得只要 |x− y| < δ，就有 |f(x)− f(y)| < ε

取正整数 N >
1

δ
，将 [0, 1] 区间做 N 等分，一共有 N +1 个分点，依次记为 x0 = 0, x1 =

1

N
, ..., xN = 1，因为

lim
n→∞

f (x+ n) = 0，则对每一个确定的 0 ≤ i ≤ N，都会存在相应的正整数 Ni 使得当 n > Ni 时恒有 |f(xi+n)| < ε

上述 Ni 一共是有限个，所以存在充分大的正整数M 使得 n ≥M 时，对每一个 0 ≤ i ≤ N 都有 |f(xi+n)| < ε，

于是当 x ≥M+1时，对任意的 x，我们可以寻找与它距离最近的那个分点作为过渡，则有正整数 K 和 0 ≤ i ≤ N−1

使得 x ∈ [K + xi,K + xi+1]

根据假设和一致连续性有 |f (x)| ≤ |f (x)− f (xk)|+ |f (xk)| ≤ 2ε，结论得证
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例题 4.1.2 设 f(x) ∈ C(R), a, b ∈ (0,
1

2
)，对任意实数 x 都满足 f(f(x)) = af(x) + bx，求 f(x).

证明. 如果 f(x) = f(y)，两边 f 一次代入条件即有 x = y，所以 f(x) 是单射

因为连续的单射一定严格单调，所以 f(x) 严格递增或递减，相应的极限也一定存在

如果 f(+∞) = A 为有限数，那么代入条件有 bx → ∞ 但是 f(f(x))− ax → f(A)− aA 是矛盾的，从而 f(x)

在正负无穷处的极限，必然一个正无穷，一个负无穷，也即 f 是 R 到 R 的双射
用 gn(x) 表示 f(x) 的 n 次复合 f(...f(x)...)，其中 g0(x) = x, g1(x) = f(x)，则根据条件反复迭代有

f (f (x)) = af (x) + bx, f (f (f (x))) = af (f (x)) + bf (x) , ...

⇒ g2 (x) = ag1 (x) + bx, gn+2 (x) = agn+1 (x) + bgn (x)

这是二阶线性递推，求通项得到

gn (x) = c1 (x)λ
n
1 + c2 (x)λ

n
2 , λ1 =

a−
√
a2 + 4b

2
, λ2 =

a+
√
a2 + 4b

2

根据条件 0 < a, b <
1

2
可知 −1 < λ1 < 0 < λ2 < 1, |λ2| > |λ1|，代入初值求出来

gn (x) =
(λ2x− f (x))λn1 + (f (x)− λ1x)λ

n
2

λ2 − λ1
, ∀x, n

下面分类讨论，如果 f(x) 递减，则 g2n(x) 递增，g2n+1(x) 递减

移项后对 n 求极限有（注意 λ2 > |λ1|）

f (x)− λ1x =
gn (x) (λ2 − λ1)

λn2
− (λ2x− f (x))

(
λ1
λ2

)n

= lim
n→∞

(
gn (x) (λ2 − λ1)

λn2
− (λ2x− f (x))

(
λ1
λ2

)n)
= lim

n→∞

gn (x) (λ2 − λ1)

λn2

我们让 n 取奇数并趋于无穷，从每一项都是递减的可以看出 f(x) − λ1x 递减，再让 n 取偶数趋于无穷，则

f(x)− λ1x 是递增的，于是 f(x) = λ1x+ C，将其直接代入到条件 f(f(x)) = af(x) + bx 中有

f (f (x)) = f (λ1x+ C) = λ1 (λ1x+ C) + C = a (λ1x+ C) + bx⇒ C (λ1 + 1− a) = 0

如果 C ̸= 0则 λ1 = a−1也即 a−1是方程 x2−ax− b = 0的一个根，代入得到 a+ b = 1与条件 , a, b ∈ (0,
1

2
)

矛盾，所以 C = 0，对应的 f(x) = λ1x

如果 f(x) 递增，则 gn(x) 递增，为了做类似的操作，我们需要说明

gn (x) =
(λ2x− f (x))λn1 + (f (x)− λ1x)λ

n
2

λ2 − λ1

对于一切负整数 n 也是成立的，事实上 f(x) 严格递增，所以反函数 f−1(x) 存在，因而 n 取负整数时 gn(x)

自然定义为 f−1(x) 的 n 次迭代，结合条件容易说明上式对一切整数 n 都成立

类似的有

λ2x− f (x) =
gn (x) (λ2 − λ1)

λn1
− (f (x)− λ1x)

(
λ2
λ1

)n

= lim
n→−∞

(
gn (x) (λ2 − λ1)

λn1
− (f (x)− λ1x)

(
λ2
λ1

)n)
= lim

n→−∞

gn (x) (λ2 − λ1)

λn1

注意 λn1 是正负交替的，而 gn(x) 总是递增的，于是让 n 分别取奇数和偶数趋于无穷，可以得到 λ2x− f (x) 既

递增又递减，故为常值函数

所以 f(x) = λ2x+ C，将其代入到已知条件中同理可得 f(x) = λ2x，综上，f (x) =
a±

√
a2 + 4b

2
x
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例题 4.1.3 设 f(x) 定义在 R 上，有下界，并且对任意 x0 ∈ R 和任意 ε > 0，存在 δ > 0 使得当 |x− x0| < δ

时都有 f(x) > f(x0)− ε，证明：存在 u ∈ R 使得 f(x) ≥ f(u)− |x− u| 恒成立.

证明. 先分析一下 u 应该取什么样的点，注意这个条件比连续还要弱，而目标是说明 f(x) 可以一直在一条折线上

方，并且还有一个公共点 (u, f(u))，假如 u 不是极值点，那么不要说整个实轴，就连 u 附近很小的邻域内都没有道

理成立这样的不等式，因为我们根本无法控制函数的变化速度，它完全可以迅速减小，故要找的点必须是极值点

如果最小值存在当然就可以了，而最小值不存在时候，光有极值点作为约束还不够，因为这只能保证局部成立

不等式无法得到全局，所以还需要加条件，关注 f(x) 位于这条折线下方的部分

简单的语文容易依次得到：紧集上的下半连续函数一定有下界，并且有最小值，对于下半连续函数 f(x) 来说，

集合 {x |f (x) ≤ c} 一定是闭集，这里 c 是任意的实数，集合通常称为“下水平集”。

显然连续函数是下半连续的也是上半连续的，两个下半连续函数相加还是下半连续的，以上性质会用到

不妨设 f(x) 的下确界是零，如果存在一点 u 使得 f(u) = 0，那么 u 显然为所求，以下考虑 f(x) 恒正的情况

任取一点 x0，考虑相应的折线 L0 (x) = f (x0)− |x− x0|，则 f(x0) = L(x0)，f(x) 当然不一定总在 L(x) 上方，

设 L(x) 与 x 轴的两个交点的横坐标为 A,B 且 A < B，在线段 AB 之外显然 f(x) > 0, L(x) ≤ 0 所以 f(x) 总在

L(x) 上方，现在关注线段 AB

考虑集合 E = {x |f (x) ≤ L0 (x)}，显然 x0 ∈ E 所以集合非空，则前面的分析表明 E ⊂ [A,B] 是有界集合，根

据下半连续函数的性质可知 E 是闭集，从而 E 是紧集，f(x) 在 E 上会有最小值，记为 f (u) = min
x∈E

f (x)，相应的

考虑折线 L (x) = f (u)− |x− u|，则画图可知 L(x) 完全位于 L0(x) 下方，并且满足条件

下面证明一下，当 x ∈ E 时因为 u 是最小值点，所以 f (x) ≥ f (u) ≥ f (u) − |x− u|，而 x /∈ E 时根据定义

f(x) ≥ L0(x)，说明 L0(x) 在 L(x) 上方即可

由于

L0 (x) ≥ L (x) ⇔ f (u) ≤ f (x0)− (|x− x0| − |x− u|)

绝对值不等式表明 |x− x0| − |x− u| ≤ |x0 − u|，所以只需说明 f (u) ≤ f (x0)− |x0 − u| = L0 (u)，根据 u ∈ E

可知结论成立，得证

注释 4.1.1： 条件中的这个定义是函数连续性定义的“左边那一半”，因此这样的函数称为下半连续函数，自

然的它就只能够具备连续函数一半的性质

从证明过程可见，右端的 |x− u| 完全可以换成别的函数，只要在一个点取值零，非负，并且 x→ ∞ 时函数
趋于正无穷，基本上就可以
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4.2 微分不等式问题

例题 4.2.1 设可导函数 f(x)定义域为 R，f(0) = 0，并且当 |f (x)| ∈
(
0,

1

2

)
时总是成立 |f ′ (x)| ≤ |f (x)| |ln |f (x)||，

证明：f(x) 恒为零.

证明. 反证法，则存在一点 x0 ̸= 0 使得 f(x0) ̸= 0，不妨设 x0 > 0 并且 f(x0) > 0，根据连续性，f(x) 在 x = x0

附近都恒正，考虑 x = x0 附近的 f(x) 恒正的最大区间，注意 f(0) = 0，所以这个区间向左最多到 x = 0，于是存

在 t1 ∈ [0, x0) 使得 f(x) 在开区间 (t1, x0) 中恒正，并且 f(t1) = 0

注意条件的不等式成立需要 |f (x)| ∈
(
0,

1

2

)
，而 |f(x0)| 未必在这个范围内，但是根据连续性可知存在 t2 ∈

(t1, x0) 使得 f(x) 在区间 (t1, t2) 中恒成立 f (x) ∈
(
0,

1

2

)
，并且 f(t1) = 0，不妨再要求 t2 − t1 < 1

现在我们在开区间 (t1, t2) 中考虑问题，设 g (x) = ln f2 (x)，则有

lim
x→t1+

g (x) = −∞, g (x) ∈
(
−∞, ln 1

4

)
, g′ (x) = 2

f ′ (x)

f (x)

根据条件有

|g′ (x)| = 2

∣∣∣∣f ′ (x)f (x)

∣∣∣∣ ≤ 2 |ln |f (x)|| =
∣∣ln f2 (x)∣∣ = |g (x)|

再令 h (x) = ln g2 (x)，根据条件可知

lim
x→t1+

h (x) = +∞, h′ (x) = 2
g′ (x)

g (x)
⇒ |h′ (x)| = 2

∣∣∣∣g′ (x)g (x)

∣∣∣∣ ≤ 2

取 x1 =
t1 + t2

2
∈ (t1, t2)，则 h(x1) 是一个确定的数字，因为 lim

x→t1+
h (x) = +∞，所以存在 x2 ∈ (t1, t2) 使得

h (x2)− h (x1) > 3，但是根据拉格朗日中值定理可知

|h (x2)− h (x1)| = |h′ (ξ)| |x2 − x1| ≤ |h′ (ξ)| ≤ 2

这就导出了矛盾，所以 f(x) 恒为零

注释 4.2.1： 对于绝对值的情况，直接平方就能去掉绝对值符号，我们可以先形式推导一下，假装条件恒成立

g (x) = ln f2 (x) , g (0) = −∞, g′ (x) = 2
f ′ (x)

f (x)

|g′ (x)| = 2

∣∣∣∣f ′ (x)f (x)

∣∣∣∣ ≤ 2 |ln |f (x)|| =
∣∣ln f2 (x)∣∣ = |g (x)|

h (x) = ln g2 (x) , h (0) = +∞, h′ (x) = 2
g′ (x)

g (x)

⇒ |h′ (x)| = 2

∣∣∣∣g′ (x)g (x)

∣∣∣∣ ≤ 2

这式子看着就不对劲，h(x) 导数不超过 2 于是它可以被 ±2x 控制住，并且 h(0) = +∞，矛盾产生，将上述
想法严格化即可
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例题 4.2.2 设 f(x) 在 [0,+∞) 中二阶可导，常数 C > 0 使得 |f ′′ (x)| ≤ C |f ′ (x)| , lim
x→+∞

f (x)

ex
= 1，证明：

lim
x→+∞

f ′ (x)

ex
= 1.

证明. 首先确定导数正负问题，显然存在 A > 0使得 f ′(A) > 0，考虑 A右端导数恒正的最大区间（取上确界即可），

如果不是正无穷，那么存在 B > A 使得 f ′(B) = 0，条件表明区间 (A,B) 内 g(x) = ln f ′(x) 的导数是有界的，而
g(B−) = −∞ 显然矛盾，也就是说存在 M 使得任意 x ≥M 都有 f ′(x) > 0

以下设 x ≥M，条件表明
f ′ (x)

eCx
递减，f ′ (x) eCx 递增，要证明的是 lim

x→+∞

f ′ (x)

ex
≤ 1, lim

x→+∞

f ′ (x)

ex
≥ 1，下面

证明第一个式子（另一个同理）

采用反证法，则存在 δ > 0和一列单调递增趋于正无穷的 xn > M，满足 xn+1−xn > 1且 f ′ (xn) ≥ (1 + δ) exn

任意取定 t0 ∈ (0, 1)，因为 f ′ (x) eCx 单调递增，所以

f ′ (xn + t) eC(xn+t) ≥ f ′ (xn) e
Cxn ⇒ f ′ (xn + t) ≥ f ′ (xn) e

−Ct ≥ (1 + δ) exne−Ct0 , ∀t ∈ [0, t0] , ∀n ≥ 1

两边积分得到

f (xn + t0)− f (xn) ≥ (1 + δ) t0e
xne−Ct0 ⇒ f (xn + t0)

exn+t0
≥

f(xn)
exn + (1 + δ) t0e

−Ct0

et0
, ∀n ≥ 1

注意条件 lim
x→+∞

f (x)

ex
= 1 并且 xn 趋于正无穷，因此在上面的不等式中令 n→ ∞ 便有

1 ≥ 1 + (1 + δ) t0e
−Ct0

et0
⇒ 1− et0 + (1 + δ) t0e

−Ct0 ≤ 0

考虑函数 p (t) = 1− et + (1 + δ) te−Ct，则前面的推导表明，对任意 t0 ∈ (0, 1) 都有 p(t0) ≤ 0，显然 p(0) = 0，

于是 p(t) ≤ 0 在 [0, 1] 中恒成立，所以 p′ (0) = lim
t→0+

p (t)

t
≤ 0，但是将 p(t) 的表达式代入便有 lim

t→0+

p (t)

t
= δ > 0，

矛盾，结论得证

注释 4.2.2： 本题其实很直观，上极限大于 1 时候导数会在一些点过大，那么根据函数的极限可知导数不能

一直很大，要赶紧减小，可惜条件还给了一个控制二阶导的不等式，限制了导数的变化速度（也对应着我们

说的 f ′ (x) eCx 单调性），这就会引发矛盾

本方法是通用方法，基本无敌，可以当做模板记住
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例题 4.2.3 设 f(x)恒正且可导，g(x)满足 lim
x→+∞

xf ′ (x)

f (x)
= 0, lim

x→+∞
g (x) > −1，求极限 lim

x→+∞

f (x+ xg (x))

f (x)
.

证明. 设 h(x) = g(x) + 1，则 lim
x→+∞

h (x) = A > 0，因此存在 M0 和 A0 ∈ (0, 1) 使得 x > M0 时恒有 h(x) > A0

根据条件，任意 ε > 0，存在 M1 使得 x > M1 时恒有

∣∣∣∣xf ′ (x)f (x)

∣∣∣∣ < ε，也即

−ε (lnx)′ < (ln f (x))′ < ε (lnx)′ , ∀x > M1

所以

(
ln f (x)

xε

)′

< 0, (ln f (x)xε)′ > 0，因此 x > M1 时
f(x)

xε
单调递减，f(x)xε 单调递增

记 M = max
(
M0,

M1

A0

)
，则当 x > M 时 h(x) > A0，进而 xh(x) > A0x > A0M > M1，根据单调性有

xh (x) > A0x⇒ f (xh (x))

(xh (x))
ε <

f (A0x)

(A0x)
ε ⇒ f (xh (x)) < f (A0x)

(
h (x)

A0

)ε

xh (x) > A0x⇒ f (xh (x)) (xh (x))
ε
> f (A0x) (A0x)

ε ⇒ f (xh (x)) > f (A0x)

(
A0

h (x)

)ε

A0x < x⇒ f (A0x)

(A0x)
ε >

f (x)

xε
⇒ f (A0x) > f (x)Aε

0

A0x < x⇒ f (A0x) (A0x)
ε
< f (x)xε ⇒ f (A0x) <

f (x)

Aε
0

因此，对任意 x > M 都成立

f (x)

(
A2

0

h (x)

)ε

< f (A0x)

(
A0

h (x)

)ε

< f (xh (x)) < f (A0x)

(
h (x)

A0

)ε

< f (x)

(
h (x)

A2
0

)ε

注意 h(x) → A，取上下极限得到

lim
x→+∞

f (xh (x))

f (x)
≤ lim

x→+∞

(
h (x)

A2
0

)ε

=

(
A

A2
0

)ε

, lim
x→+∞

f (xh (x))

f (x)
≥ lim

x→+∞

(
A2

0

h (x)

)ε

=

(
A2

0

A2

)ε

由 ε 的任意性，令 ε→ 0 可知所求的极限是 1
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4.3 各类导数问题

命题 4.3.1: Dini 导数

对函数 f(x)，定义它的四个 Dini 导数如下：

D+f (x0) = lim
h→0+

f (x0 + h)− f (x0)

h
,D+f (x0) = lim

h→0+

f (x0 + h)− f (x0)

h

D−f (x0) = lim
h→0−

f (x0 + h)− f (x0)

h
,D−f (x0) = lim

h→0−

f (x0 + h)− f (x0)

h

它们依次称为右上导数，右下导数，左上导数，左下导数，则具备性质：

1. 设 f(x) ∈ C[0, 1] 且任意 x ∈ (0, 1) 有 D+f(x) > 0，则 f(x) 严格单调递增；

2. 设 f(x) ∈ C[0, 1] 且任意 x ∈ (0, 1) 有 D+f(x) ≥ 0，则 f(x) 单调递增.

证明. 1. 方法一：不妨设 f(0) = 0，只需证明 f(1) > 0，采用反证法，设 f(1) ≤ 0

如果 f(1) < 0，则任取 c ∈ (f(1), 0) 并设 f(x0) = c, x0 ∈ (0, 1)，根据条件有

lim
h→0+

f (x0 + h)− f (x0)

h
> 0, f (x0) > f (1)

所以 f(x) 在区间 [x0, 1] 中的最大值一定在某个内点 x1 处取到，则 D+f(x1) ≤ 0 矛盾

如果 f(1) = 0，显然 f(x) 不恒为零，则要么 f(x) 有正的最大值 f(a) = M，要么有负的最小值 f(b) = −M，
对于前者，考虑区间 [a, 1]，对于后者则考虑区间 [0, b]，在对应的区间内 f(x) 均满足上一种情况的条件，所以由前

面的讨论可知矛盾，因此严格递增得证

方法二：对任意 x, y ∈ (0, 1), x < y，如果 f(x) ≥ f(y)，则根据 lim
h→0+

f (x+ h)− f (x)

h
> 0 可知函数 f(t) 一

定在区间 [x, y] 的某个内点 x0 处取到最大值，那么最大值点必有 D+f(x0) ≤ 0，矛盾

所以 f(x) 在 (0, 1) 内严格单调递增，而 f(x) 是连续函数，故在 [0, 1] 内严格单调递增

2. 只需证明 f(0) ≥ f(1)，反证法，如果 f(0) < f(1)，则考虑 g(x) = f(x) + εx，这里 ε > 0 是充分小的正数，

使得 g(0) > g(1)，则此时有 D+g(x) > 0 恒成立，由第一问可知 g(x) 严格单调递增，矛盾

注释 4.3.1：由此可知将命题 1,2中的 D+f(x)换成 D+f(x)，相应的结论也成立，并且如果 D+f(x), D+f(x)

中有一个恒为零，则 f(x) 是常值函数，进一步能够立即得到 Dini 导数的罗尔中值定理、拉格朗日中值定理
以及达布中值定理（介值性），同时还会发现 Dini 导数能用来判断凹凸性，均为平凡推论，因此本质结果只
有以上两个（注意，连续性是必要的）。

容易看出，D+f(x) > 0 恒成立，意味着对任何闭区间 [a, b] ⊂ [0, 1]，f(x) 都只能在端点取到最大值（内点不

能取最大值，相当于强极值原理）
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命题 4.3.2: 施瓦茨导数

对函数 f(x)，定义其施瓦茨导数为 fs (x0) = lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0 − h)

2h
，则有

1. 设 f(x) ∈ C[0, 1] 且对任意 x ∈ (0, 1) 有 fs(x) > 0，则 f(x) 严格单调递增；

2. 设 f(x) ∈ C[0, 1] 且对任意 x ∈ (0, 1) 有 fs(x) ≥ 0，则 f(x) 单调递增；

3. 前两个命题的条件都可以弱化，相应的修改为 lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0 − h)

2h
.

4. 设 f(x) ∈ C[0, 1] 且 fs(x) ∈ C(0, 1)，则 f(x) 在 (0, 1) 中可导且 f ′(x) = fs(x).

证明. 我们直接在 3 的假设之下解决前两问，也就是说将极限条件弱化为下极限
1. 只需证明 f(0) < f(1)，采用反证法

如果 f(0) > f(1)，则任取 c ∈ (f(1), f(0)) 并考虑 x0 = sup {x ∈ [0, 1] |f (x) > c}，则由连续性可知 x0 ∈ (0, 1)

不是端点，根据上确界的定义知存在一列 hn > 0, hn → 0 使得 f(x0 − hn) > c, f(x0 + hn) ≤ c，所以

lim
n→∞

f (x0 + hn)− f (x0 − hn)

2hn
≤ 0 ⇒ lim

h→0

f (x0 + h)− f (x0 − h)

2h
≤ 0

导致矛盾

如果 f(0) = f(1)，则 f(x) 不可能是常值函数，分类讨论，若存在 x0 ∈ (0, 1) 使得 f(x0) > f(0)，则考虑区间

[x0, 1]，而若存在 x0 ∈ (0, 1) 使得 f(x0) < f(0)，则考虑区间 [0, x0]，相应的都满足第一种情况的条件，于是由前面

的讨论可知矛盾，因此结论得证

2. 只需证明 f(1) ≥ f(0)，反证法，如果 f(1) < f(0) 则考虑 g(x) = f(x) + εx，这里 ε > 0 是充分小的正数，

使得 g(0) > g(1)，则此时有 gs(x) > 0 恒成立，由第一问可知 g(x) 严格单调递增，矛盾

4. 根据 1 可得施瓦茨导数的拉格朗日中值定理：

引理 4.3.1： 设 f(x) ∈ C[a, b] 且对任意 x0 ∈ (a, b)，极限 fs(x) = lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0 − h)

2h
都存在，则

存在 u, v ∈ (a, b) 使得 fs (u) ≤ f (b)− f (a)

b− a
≤ fs (v)

引理的证明很简单，只需要减去线性函数，不妨设 f(a) = f(b) = 0，然后反证法，假如 fs(x) > 0 恒成立，由

1 的结论可知 f(b) > f(a)，矛盾，另一个同理

回到原题，因为 f ′ (x0) = lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
，根据中值定理有

fs (x0 + uh) ≤
f (x0 + h)− f (x0)

h
≤ fs (x0 + vh) , uh, vh介于0和h之间

令 h→ 0 根据 fs(x) 的连续性可知，左右极限都存在且都等于 fs(x0)，因此 f(x) 可导且 f ′(x) = fs(x)

注释 4.3.2： 与 Dini 导数完全类似，从前面的 1,2 结果可以立即建立施瓦茨导数的罗尔中值定理、拉格朗日
中值定理以及达布中值定理，并且施瓦茨导数恒为零能够推出常值函数，不过前两条似乎只能弱化到下极限，

改成上极限未必正确。
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例题 4.3.1 设 f(x), φ(x) 在 R 上连续且对任意 x ∈ R 都有 lim
h→0

f (x+ h) + f (x− h)− 2f (x)

h2
= φ (x)，证明：

f(x) 有二阶连续导数.

证明. 先考虑 φ(x) = 0 的情况，我们证明此时 f(x) 是线性函数，注意线性函数 l(x) 显然满足对任意 x ∈ R 都有

lim
h→0

l (x+ h) + l (x− h)− 2l (x)

h2
= 0，所以（否则减去一个线性函数）不妨设 f(0) = f(1) = 0，只需证明 f(x) 在

[0, 1] 区间内恒为零

反证法，不妨设 f(x) 有正的最大值 f(x0) =M > 0, x0 ∈ (0, 1)，则考虑 g(x) = f(x)+ εx(x− 1)，可以取 ε > 0

为充分小的正数使得 g(x0) > 0，根据条件，显然 lim
h→0

g (x+ h) + g (x− h)− 2g (x)

h2
= 2ε > 0 恒成立

注意 g(0) = g(1) = 0，则 g(x) 在 x1 ∈ (0, 1) 取到最大值，那么 lim
h→0

g (x1 + h) + g (x1 − h)− 2g (x1)

h2
≤ 0 矛盾

对于一般情况，取 F (x) 使得 F ′′(x) = φ(x)，考虑 f(x)− F (x) 再用前面结论可知成立

注释 4.3.3： 本题那个极限是二阶施瓦茨导数，具备判断凹凸性的功能，其证明蕴含在上述过程中

结论 4.3.1: 二阶施瓦茨导数

对函数 f(x)，定义其二阶施瓦茨导数为 f [2] (x) = lim
h→0+

f (x+ h) + f (x− h)− 2f (x)

h2
，则有

1. 设 f(x) ∈ C[0, 1] 且对任意 x ∈ (0, 1) 有 f [2](x) > 0，则 f(x) 严格下凸；

2. 设 f(x) ∈ C[0, 1] 且对任意 x ∈ (0, 1) 有 f [2](x) ≥ 0，则 f(x) 下凸；
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例题 4.3.2 设 f(x) ∈ C(R) 且对任意 x ∈ R 都有 lim
h→0

1

h3

∫ h

−h

tf (x+ t) dt = 0，证明：f(x) 是常值函数.

证明. 分析一下，将题干中的那个极限视为某种导数，和前面几个题目一样，我们尝试去论证，如果这个极限恒正
那么函数严格单调递增；如果这个极限恒非负那么函数单调递增，这样原题作为推论就自动成立了

接下来设 g (x) =

∫ x

0

f (t) dt 分部积分，将被积函数的 t 干掉，相应的函数单调性就等价于变限积分的凹凸性，

于是需要建立如下命题，注意变限积分本来是 C1 的，而以下结论只要连续即可（更强），详细分析过程见上课视频

引理 4.3.2： 对函数 f(x)，定义

F (x) = lim
h→0

1

h2

(
f (x+ h) + f (x− h)− 1

h

∫ h

0

f (x+ t) + f (x− t) dt

)

1. 设 f(x) ∈ C[0, 1] 且对任意 x ∈ (0, 1) 有 F (x) > 0，则 f(x) 严格下凸；

2. 设 f(x) ∈ C[0, 1] 且对任意 x ∈ (0, 1) 有 F (x) ≥ 0，则 f(x) 下凸；

注意一次函数代入进去之后，对应的 F (x) 显然恒为零，因此不妨设 f(0) = f(1) = 0，只要证明 f(x) < 0 对任

意 x ∈ (0, 1) 恒成立，也就是论证最大值必定不在内点取到（类似强极值原理）

反证法，设 f(x) 在 x0 ∈ (0, 1) 内点取最大值，则考虑 u(t) = f(x0 + t) + f(x0 − t)，那么 u(t) 是定义在 t = 0

的小邻域 [−δ, δ] 内函数，并且在 t = 0 处取到最大值，条件表明

lim
h→0+

1

h2

(
u (h)− 1

h

∫ h

0

u (t) dt

)
> 0

注意括号里面的东西长得像导数，因此考虑 v (x) =
1

x

∫ x

0

u (t) dt, v (0) = u (0)

则 v(0) 是 v(x) 在 [−δ, δ] 内的最大值，并且是连续函数，同时在 x ̸= 0 时 v(x) 都是可导的，那么取一列

hn → 0+，在区间 [0, hn] 中使用拉格朗日中值定理便有 v′ (ξn) =
v (hn)− v (0)

hn
≤ 0, ξn → 0

而前面的条件表明

lim
h→0+

v′ (h)

h
> 0, v′ (x) =

xu (x)−
∫ x

0
u (t) dt

x2

两个式子显然是矛盾的，引理第一点得证，至于第二点用二次函数扰动即可

推论 4.3.1: Lanczos 导数

对函数 f(x)，定义其 Lanczos 导数为 Dh (x) = lim
h→0

1

h3

∫ h

−h

tf (x+ t) dt，则有

1. 设 f(x) ∈ C[0, 1] 且对任意 x ∈ (0, 1) 都有 Dh(x) > 0，则 f(x) 严格单调递增；

2. 设 f(x) ∈ C[0, 1] 且对任意 x ∈ (0, 1) 都有 Dh(x) ≥ 0，则 f(x) 单调递增；

考虑 g (x) =

∫ x

0

f (t) dt，则由连续性知 g′(x) = f(x)，分部积分有

∫ h

−h

tf (x+ t) dt =

∫ h

−h

tdg (x+ t) = h (g (x+ h) + g (x− h))−
∫ h

0

g (x+ t) + g (x− t) dt

由此可见上述引理能立即得到本推论，进而原题得证，同时我们还给出了若干加强与推广
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4.4 单调函数与凸函数

例题 4.4.1 设 f(x) 在 [0, 1] 上递减，记 S (n) =
1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
若 f(x) + f(1− x) 是上凸函数，证明：S(n) 关

于 n 递增.

证明. 设 g (x) =
f (x) + f (1− x)

2
，则 g(x) 上凸

因为

0 ≤ k − 1

n
<

k

n+ 1
<
k

n
≤ 1, k = 1, 2, ..., n

所以

g

(
k

n+ 1

)
≥ k

n+ 1
g

(
k − 1

n

)
+
n+ 1− k

n+ 1
g

(
k

n

)
, k = 1, 2, ..., n

把上面这 n 个不等式加起来，得到

(n+ 1)

n∑
k=1

g

(
k

n+ 1

)
≥

n∑
k=1

kg

(
k − 1

n

)
+

n∑
k=1

(n+ 1− k) g

(
k

n

)
=

n−1∑
k=1

(k + 1) g

(
k

n

)
+

n−1∑
k=1

(n+ 1− k) g

(
k

n

)
+ g (0) + g (1)

= (n+ 2)

(
g

(
1

n

)
+ g

(
2

n

)
+ ...+ g

(
n− 1

n

))
+ 2g (0)

利用这个结果，则

S (n+ 1) =
1

n+ 1

n+1∑
k=1

f

(
k

n+ 1

)
=

1

n+ 1

n∑
k=1

g

(
k

n+ 1

)
+

1

n+ 1
f (1)

≥ 1

(n+ 1)
2

(
(n+ 2)

n−1∑
k=1

g

(
k

n

)
+ 2g (0)

)
+

1

n+ 1
f (1)

=
n+ 2

(n+ 1)
2

n−1∑
k=1

f

(
k

n

)
+

2

(n+ 1)
2 g (0) +

1

n+ 1
f (1)

=
n+ 2

(n+ 1)
2

n−1∑
k=1

f

(
k

n

)
+

1

(n+ 1)
2 (f (0) + f (1)) +

1

n+ 1
f (1)

=
n+ 2

(n+ 1)
2

n∑
k=1

f

(
k

n

)
+

1

(n+ 1)
2 f (0)

所以

S (n+ 1) ≥ S (n)

⇔ n+ 2

(n+ 1)
2

n∑
k=1

f

(
k

n

)
+

1

(n+ 1)
2 f (0) ≥

1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
⇔

(
1

n
− n+ 2

(n+ 1)
2

)
n∑

k=1

f

(
k

n

)
≤ 1

(n+ 1)
2 f (0)

⇔ nf (0) ≥ f

(
1

n

)
+ f

(
2

n

)
+ ...+ f (1)

最后这个式子显然成立（因为 f(x) 是递减的），这就证明了 S(n) 关于 n 递增
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例题 4.4.2 设 f 为 R 上的凸函数，且 ∀x, y ∈ R 成立 f(x + y) + f(x − y) − 2f(x) ⩽ y2. 证明：f 可导且

∀x, y ∈ R 成立 |f ′(x)− f ′(y)| ⩽ |x− y|.

证明. 因为 f(x) 是下凸函数，所以单侧导数处处存在，并且 f ′+(x) ≥ f ′−(x)，条件表明

f (x+ y)− f (x)

y
≤ f (x)− f (x− y)

y
+ y, ∀y > 0

令 y → 0+ 可得反向的不等式，于是 f ′+(x) = f ′−(x) 恒成立，故 f(x) 可导

根据凸函数性质，f ′(x) 单调递增，则对任意 x < y 需要证明 f ′(y)− f ′(x) ≤ y − x，也就是证明 f ′(x)− x 单

调递减

考虑函数 F (x) = f(x)− x2

2
，则只要证明 F (x) 上凸，将 f(x) = F (x) +

x2

2
代入条件，可得

F (x+ y) + F (x− y)− 2F (x) +
1

2

(
(x+ y)

2
+ (x− y)

2 − 2x2
)
≤ y2

所以 F (x) ≥ F (x+ y) + F (x− y)

2
恒成立，也即 F (x) 是中点上凸的，显然 F (x) 连续

下面证明中点凸能够推出来凸性，这需要借助连续性（或其他条件，可以弱化，但是不能没有）

证明凸性只需证明 F (x)恒在割线的上方，任取三个点 A(x1, f(x1)), B(x2, f(x2)), C(x3, f(x3))，这里 x1 < x2 <

x3，记 l(x) 是直线 AC，则需要证明 f(x2) ≥ l(x2)

反证法，考虑 g(x) = F (x) − l(x)，则 g(x1) = g(x3) = 0, g(x2) < 0 并且 g(x) 也是中点上凸的，因为 g(x) 连

续，所以存在 a ∈ (x1, x3) 使得 g(a) 是 g(x) 在区间 [x1, x3] 中的最小值，显然 g(a) < 0，不妨设 a 距离 x1 较近，

也即 |a− x1| ≤ |a− x2|，根据条件有

g (a) ≥ g (a+ t) + g (a− t)

2
≥ g (a) , ∀t ∈ [0, |a− x1|]

这意味着 g(x) 在 [x1, 2a− x1] 区间中恒为常数 g(a)，与 g(x1) = 0 矛盾，结论得证

注释 4.4.1： 可以发现，凸性本质上就等价于极值性，以后要证明凸性时候，以下凸为例，基本上都可以不

妨设 f(0) = f(1) = 0，在此基础上证明 f(x) ≤ 0 恒成立即可
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4.5 综合问题

例题 4.5.1 设 f(x)在 R中二阶可导且恒有 f2 (x) ≤ a, f ′2 (x)+f ′′2 (x) ≤ b，证明：f2 (x)+f ′2 (x) ≤ max (a, b)
恒成立.

证明. 若 a, b 中有一个为零，结论显然成立，以下设 a, b > 0

反证法，则存在 x 使得 f2 (x) + f ′2 (x) > max (a, b)，不妨设 f2 (0) + f ′2 (0) > max (a, b)，否则平移即可
显然 f(0), f ′(0) ̸= 0，否则与条件矛盾，不妨设 f(0) > 0, f ′(0) > 0，否则考虑 ±f(±x) 这样的函数即可

根据条件 |f ′(x)| ≤
√
b 恒成立，首先证明：g (x) = arcsin f

′ (x)√
b

+ x 在 R 上单调递增

这只需证明：对任意 t ∈ R，g(x) 在区间 [t, t+ 1] 中都是单调递增的

采用反证法，则存在 u < v, v − u ≤ 1 使得 g(u) > g(v)，因此可以取充分小的 ε > 0 使得 h(x) = g(x) + εx 仍

然满足 h(u) > h(v)，因为 h(x) 是连续函数，故考虑

x1 = sup {t ∈ [u, v] |h (t) ≥ h (u)} ∈ [u, v) , x2 = inf {t ∈ [x1, v] |h (t) ≤ h (v)} ∈ (x1, v]

则 h(u) = h(x1) > h(x2) = h(v), x1 < x2, x2 − x1 ≤ 1 并且 h(x) 在 [x1, x2] 内的最大值是 h(x1)，最小值是

h(x2)，根据 h(x) 的定义以及 x1 < x2，代入有

arcsin f
′ (x1)√
b

+ (1 + ε)x1 > arcsin
f ′ (x2)√

b
+ (1 + ε)x2 ⇒ −

√
b ≤ f ′ (x2) < f ′ (x1) ≤

√
b

根据条件可知 −
√
b− f ′2 (x) ≤ f ′′ (x) ≤

√
b− f ′2 (x)，如果 f ′(x1) ̸=

√
b，则 h(x) 在 x = x1 处可导且

h′ (x1) =
f ′′ (x1)√
b− f ′2 (x1)

+ 1 + ε > 0

但是 h(x)在 [x1, x2]中的最大值是 h(x1)，故 h′(x1) ≤ 0导致矛盾，这说明 f ′(x1) =
√
b，同理可知 f ′(x2) = −

√
b

条件 f ′2(x) + f ′′2(x) ≤ b 表明 |f ′′(x)| ≤
√
b，在区间 [x1, x2] 中使用拉格朗日中值定理有

2
√
b = |f ′ (x2)− f ′ (x1)| = |x2 − x1| |f ′′ (ξ)| ≤

√
b

导致矛盾，所以我们证明了 arcsin f
′ (x)√
b

+ x 单调递增

回到原题，记 λ = arcsin f
′ (0)√
b

∈
[
0,
π

2

]
，由此可知

arcsin f
′ (x)√
b

≥ λ− x⇒ f ′ (x) ≥
√
b sin (λ− x) , x ∈ [0, λ]

两边积分并利用条件 f(x) ≤
√
a 得到

√
a ≥ f (λ) ≥

√
b (1− cosλ) + f (0) =

√
b

(
1−

√
1− f ′2 (0)

b

)
+ f (0)

⇒
√
a−

√
b ≥ f (0)−

√
b− f ′2 (0) =

f2 (0) + f ′2 (0)− b

f (0) +
√
b− f ′2 (0)

>
max (a, b)− b

f (0) +
√
b− f ′2 (0)

这说明 a > b 并且

a− b
√
a+

√
b
>

a− b

f (0) +
√
b− f ′2 (0)

⇒
√
a+

√
b < f (0) +

√
b− f ′2 (0)
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4.5 综合问题 第四章 函数性态分析

再利用反证法的假设以及条件 f2 (0) + f ′2 (0) > max (a, b) = a, f (0) ≤
√
a 可知

√
a+

√
b < f (0) +

√
b− f ′2 (0) ≤ f (0) +

√
b− a+ f2 (0) ≤

√
a+

√
b− a+ a =

√
a+

√
b

由此导出矛盾，结论得证

注释 4.5.1： 形式计算有 −
√
b− f ′2 (x) ≤ f ′′ (x) ≤

√
b− f ′2 (x)，除过来积分便有 g(x) = arcsin f

′ (x)√
b

+ x

单调递增，但是问题在于二阶导不一定可积，并且分母有可能为零，前者可以通过直接对 g(x) 求导的方式回

避，但是后者无法回避，我们只能得到：当 f ′(x) ̸= ±
√
b 时 g(x) 都是单调递增的，并不能由此直接说 g(x)

单调递增，换句话说：一个连续函数在可导点导数都非负未必可以推递增，因此要特别处理，并不简单

上课时间原因省略了证明 g(x) 单调递增的细节（千万不能直接说求导显然），实际上这一点虽然直观，可处

理起来的难度却大于后半部分，感兴趣的同学可以研究下有没有什么方法快速说明 g(x) 递增
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4.5 综合问题 第四章 函数性态分析

例题 4.5.2 设 f 是 R 上单调、连续且满足 f(x+ 1) = f(x) + 1 的实函数，fn = f ◦ · · · ◦ f 是 f 的 n 次复合,
记 φn(x) = fn(x)− x, 证明:

(1) 对任意的 n ≥ 1, φn(x) 是周期函数. (2) 对任意的 x ∈ R, lim
n→∞

φn(x)

n
存在且极限值与 x 无关.

证明. 第一问要证明的是 fn(x+ 1) = fn(x) + 1，结合已知条件归纳可知显然成立

对于第二问，显然 f(x) 递增，只要证：对任意 x， lim
n→∞

fn (x)

n
存在且相同，下面分类讨论

如果 f(x) = x 有解 x0，则 f(x0 + k) = x0 + k 对任意整数 k 均成立，于是对任意初值 x，可以设 x 介于两个

不动点 u, u+ 1 之间，根据单调性便有 fn(x) ∈ [u, u+ 1] 对任意 n 恒成立，故此时 lim
n→∞

fn (x)

n
= 0

否则，f(x) > x 与 f(x) < x 必有一个恒成立，先考虑 f(x) > x 恒成立的情形，显然在 [0, 1] 中 f(x)− x 有正

的上下界，而 f(x+ 1) = f(x) + 1，所以在 R 中 f(x)− x 也有正的上下界，故 f(x)− x ≥ δ0 > 0 恒成立

定义数列 a0 = 0, an+1 = f(an)，则 an+1 − an ≥ δ0, an → +∞，如果此时证明了 lim
n→∞

an
n

= λ 存在，则对任意

初值 x 和任意正整数 n 都有 fn+1(x) ≥ fn(x) + δ0，于是会有某个 k,N 使得 fk (x) ∈ [aN , aN+1]，注意 f(x) 单调

递增，所以
fk+n (x)

k + n
∈
[
aN+n

k + n
,
aN+1+n

k + n

]
, ∀n，注意 N, k 是确定的，令 n → ∞ 便有 lim

n→∞

fn (x)

n
= lim

n→∞

an
n

= λ

存在且相同，因此，我们只需要在本题条件下证明 lim
n→∞

an
n
存在

采用反证法，因为 f(x)− x 有正的上下界，设 A = lim
n→∞

an
n
,B = lim

n→∞

an
n
，则 A > B > 0 均为有限数

根据上极限定义，记 δ =
A−B

3
> 0，则存在正整数 N 使得

aN
N

∈ [A− δ,A+ δ]，也存在充分大的正整数

k > max
(
2N,

1

δ

)
使得

aN+k

N + k
∈ [A− δ,A+ δ]，这里 N, k 已经确定，得到不等式：

(A− δ) (N + k) ≤ aN+k ≤ (A+ δ) (N + k) , (A− δ)N ≤ aN ≤ (A+ δ)N

⇒ aN+k − aN ≥ (A− δ) (N + k)− (A+ δ)N = (A− δ) k − 2δN

= (B + 2δ) k − 2δN = (B + δ) k + δ (k − 2N) ≥ (B + δ) k

设正整数 M 使得 (B + δ)k ∈ [M,M + 1]，根据 f(x+ 1) = f(x) + 1 和单调性可得 k 个子列的不等式

aN+k − aN ≥M ⇒


aN+k ≥ aN +M

aN+k+1 ≥ aN+1 +M

· · ·
aN+2k−1 ≥ aN+k−1 +M

⇒


aN+nk ≥ aN + nM

aN+nk+1 ≥ aN+1 + nM

· · ·
aN+nk+k−1 ≥ aN+k−1 + nM

, ∀n ≥ 1

⇒ aN+nk+r

N + nk + r
≥ aN+r + nM

N + nk + r
, r = 0, 1, ..., k − 1 ⇒ lim

n→∞

aN+nk+r

N + nk + r
≥ M

k
⇒ lim

n→∞

an
n

≥ M

k

所以 B ≥ M

k
，结合 (B + δ)k ∈ [M,M +1] 有 M +1 ≥ (B + δ) k ≥M + kδ，这说明 k ≤ 1

δ
，与 k 的定义矛盾

最后，如果 f(x) < x 恒成立，则同理 f(x) − x 有负的上下界，同样只需证明数列 a0 = 0, an+1 = f(an) 满

足 lim
n→∞

an
n
存在，此时令 bn = −an，则 bn+1 = −f(−bn)，相应的考虑 F (x) = −f(−x)，则 F (x) 递增，连续且

F (x+ 1) = F (x) + 1 满足题目所有条件，根据前面的证明可知 lim
n→∞

bn
n
存在，从而 lim

n→∞

an
n
存在，结论得证

注释 4.5.2： 证明过程中 δ, k 的取法可以在自己待定系数探究做题的过程中发现，或见上课视频，很自然，这

个上下极限属于原创解法，不同于如今市面上流传的一切答案（均抄自官方标答）

解题灵感来源于特例：假如 a3 − a0 ≤ 1, a4 − a0 > 1，那么 a3n ≤ a0 + n, a4n ≥ a0 + n，进而易得 lim
n→∞

an
n

≤
1

3
, lim
n→∞

an
n

≥ 1

4
，可见这个数列只要知道某几项的增长速度，就能直接决定上下极限！所以我们取上极限子列

去控制下极限大小，找矛盾即可，另外仔细观察可知连续性并不必要，删去后稍加修改便可证明（自行完成）
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4.6 练习题 第四章 函数性态分析

4.6 练习题

习题 4.6.1 设 f 在 R 上有二阶导数，f, f ′, f ′′ 都大于零，假设存在正数 a, b 使得 f ′′(x) ⩽ af(x) + bf ′(x) 对

一切 x ∈ R 成立，求最小的常数 c 使得 f ′(x) ⩽ cf(x) 恒成立

习题 4.6.2 设 f(x) 在 [0,+∞) 中连续， lim
n→∞

f
(√
n
)
= 0，证明： lim

x→+∞
f (x) 存在当且仅当 f(x) 一致连续.

习题 4.6.3 设 f(x) ∈ C(0, 1) 且对任意 x ∈ (0, 1) 都有 lim
h→0

f (x+ h) + f (x− h)− 2f (x)

h
= 0，证明：f(x)

的可导点构成的集合是稠密的.
习题 4.6.4 设 f(x) ∈ C2[a, b]，满足 |f(x)| ≤ A, |f ′′(x)| ≤ B, |f ′(x0)| ≤ D,x0 ∈ [a, b]，证明：|f ′ (x)| ≤

2
√
AB +D 恒成立

习题 4.6.5 1. 设 f(x) ∈ C[0, 1] 且对任意 a ≤ b 都有
1

b− a

∫ b

a

f (x) dx ≥ f

(
a+ b

2

)
，证明：f(x) 下凸.

2. 设 f(x) ∈ C[0, 1] 且对任意 a ≤ b 都有
1

b− a

∫ b

a

f (x) dx ≤ f (a) + f (b)

2
，证明：f(x) 下凸.

3. 在前两问中，如果某一个不等号始终取等，则 f(x) 是线性函数.
习题 4.6.6 设 f(x) 在 [0,+∞) 的任意闭子区间上黎曼可积，令 F (x) =

∫ x

0

taf (t+ x) dt, x ≥ 0

(1) 若 a ∈ (−1, 0) 并且 lim
x→+∞

f (x) = A，证明：F (x) 在 [0,+∞) 中一致连续.

(2) 若 a ∈ (0, 1)，f(x) 以 T > 0 为周期，

∫ 3

0

f (x) dx = 2022，证明：F (x) 在 [0,+∞) 中非一致连续.

习题 4.6.7 设 f ′′(x), f ′′′(x) ≥ 0, ∀x ∈ [0, 1]，记 an =
1

n

n∑
k=1

f

(
2k − 1

2n

)
，证明：数列 {an} 是递增的.

习题 4.6.8 求最小的正实数 r，使得存在定义域为 R 的可导函数 f(x), g(x) 满足：

f (0) > 0, g (0) = 0, f (r) = 0, |f ′ (x)| ≤ |g (x)| , |g′ (x)| ≤ |f (x)| , ∀x ∈ R.

习题 4.6.9 连续函数 f(x) 定义在 R 上并且恒正，给定 a ∈ (0, 1)，如果对任意 x, y 都有 f (x) + f (y) ≥∣∣∣∣∫ y

x

f (u) du

∣∣∣∣a，证明：存在 c > 0 使得对任意 x 都有 f (x) ≥ c|x|
a

1−a
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第五章 语文类性态分析

本节是一元微积分中的语文风格的性态分析问题汇总与讲解，多元微积分中其实也会有一些这种问题，那些问

题放在下期课程中多元函数部分合适的位置再讲。

语文类性态分析问题，大多都是反证法去做，而且问题大多围绕着函数的极限存在性或者连续性展开。比如我

们要证明极限是 1，采用反证法就意味着存在一列 xn 使得相应的 f(xn) > 1 + δ，然后自然是去关注这些 xn 点究

竟会和其他条件产生什么矛盾，通常来说这个矛盾就来源于“函数（或数列）的变化速度被限制了”，以至于函数没

办法迅速从 1 + δ 递减回到 1，就会直接或者间接的与其他什么东西矛盾。

再比如我们要证明函数是连续的，那就是连续的定义，没什么要考虑的别的东西，你只需要把不连续这个命题

用数学语言写出来，一般来说根据题目条件翻译一遍就做出来了，不需要动脑子。

还有一种是构造性问题，对于一个连续变化的东西，比如函数，如果说“不存在一列 xn → ∞ 使得怎么怎么

样”，那么这将会是一个非常强的命题，因为连续变化的东西其取值的自由度非常高，现在我说找一个离散的子列都

找不到，那一定意味着会恒成立一些非常强的不等式（对比连续函数介值性，或者看后面的题），这就是突破口。简

单题到这里差不多就做完了，难题就还要继续推一推。

下面是例题讲解，我们把同类型的问题放到了一起，上课讲一个，然后剩下的留作习题。
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5.1 例题讲解与习题 第五章 语文类性态分析

5.1 例题讲解与习题

例题 5.1.1 设m > 0，f(x)在 (0,+∞)中可导且 xf ′(x)单调递增，满足 lim
x→+∞

f (x)

xm
= A，证明： lim

x→+∞

f ′ (x)

xm−1
=

mA（反向洛必达）.

证明. 反证法，不妨设存在一列 xn 单调递增趋于正无穷，满足
f ′ (xn)

xm−1
n

≥ mA+ δ, δ > 0

对任意 t0 > 0 和任意 t ∈ [0, t0]，利用 xf ′(x) 单调递增，所以 (xn + t)f ′(xn + t) ≥ xnf
′(xn) 也即

f ′ (xn + t) ≥ xn
xn + t

f ′ (xn) ≥
xmn

xn + t0
(mA+ δ) , ∀t ∈ [0, t0]

f (xn + t0)− f (xn) ≥
t0x

m
n

xn + t0
(mA+ δ)

f (xn + t0)

(xn + t0)
m ≥ f (xn)

xmn

xmn
(xn + t0)

m +
t0x

m
n

(xn + t0)
m+1 (mA+ δ)

然后取 t0 = εxn（对不同的 n 当然区间也就不一样），这里 ε > 0 待定，则有

f (xn + εxn)

(xn + εxn)
m (1 + ε)

m ≥ f (xn)

xmn
+

ε

1 + ε
(mA+ δ)

令 n→ ∞ 代入条件，得到

(1 + ε)
m ≥ 1 +

ε

1 + ε
(mA+ δ) ⇔ (1 + ε)

m − 1

ε
≥ mA+ δ

1 + ε

显然上式不会对任意 ε > 0 都成立，因为令 ε→ 0 这个极限就不对，所以可以取 ε > 0 为充分小的正数，此时

导出矛盾，结论得证

注释 5.1.1： 联想这下面这几个题目，做法都差一模一样，风格也是，其中第一个是性态分析部分讲过的，第
二题和第三题一个是 CMC 题应该是普特南题，最后一个来源不明，不过都是一类问题

习题 5.1.1 设 f(x) 在 [0,+∞) 中二阶可导，常数 C > 0 使得 |f ′′ (x)| ≤ C |f ′ (x)| , lim
x→+∞

f (x)

ex
= 1，证明：

lim
x→+∞

f ′ (x)

ex
= 1.

习题 5.1.2 设 g(x) 在 [0, 1] 中连续，在 (0, 1) 中二阶可导，若 r > 1 使得 lim
x→0+

g (x)

xr
= 0，证明：以下两个式

子中必有一个成立

lim
x→0+

g′ (x) = 0, lim
x→0+

xr |g′′ (x)| = +∞

习题 5.1.3 设 α > 0, f 在 [0,+∞)上二阶可导， lim
x→+∞

|f(x)|
xα

= 0, lim
x→+∞

xα |f ′′(x)| <∞，是否有 f ′(+∞) = 0.
习题 5.1.4 假设 f 在 (0, 1) 上 2 次连续可微, lim

x→1−
f(x) = 0 , 并且存在 C > 0, 使得对任意 x ∈ (0, 1), 都有

不等式 (1− x)2 |f ′′(x)| ⩽ C 。证明, lim
x→1−

(1− x)f ′(x) = 0.
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5.1 例题讲解与习题 第五章 语文类性态分析

例题 5.1.2 设数列 an 满足 n (an − an−1) > −C,C > 0, lim
n→∞

a1 + a2 + ...+ an
n

= a，证明： lim
n→∞

an = a.

证明. 不妨设 a = 0, C = 1，反证法，分为两种情况，要么存在一列 ank
≥ δ > 0，要么 ank

≤ −δ < 0，注意这里并

不能“不妨设”，因为条件只给了下界并没有给上界，所以两种情况不能互相转化，不过实际上证明方法是完全一样

的，无非一个是“向又看”一个是“向左看”，这里仅证明前者，另一种完全同理

设存在一列 ank
≥ δ > 0，条件表明 an − an−1 ≥ − 1

n
，所以若某个充分大的正整数 N 使得 aN ≥ δ，则

aN+1 ≥ δ − 1

N + 1
, aN+2 ≥ δ − 1

N + 1
− 1

N + 2
, ..., aN+m ≥ δ −

(
1

N + 1
+ ...+

1

N +m

)

让 aN+m ≥ 1

2
δ，放缩一下

1

N + 1
+ ...+

1

N +m
≤ ln N +m

N
≤ m

N
≤ 1

2
δ ⇔ m ≤

[
1

2
Nδ

]

所以取 m =

[
1

2
Nδ

]
就有 aN , aN+1, ..., aN+m ≥ 1

2
δ

另一方面，记 Sn = a1 + ...+ an，对任意 ε > 0，当 n 充分大时，对任意正整数 m 有∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣ < ε,

∣∣∣∣ Sn+m

n+m

∣∣∣∣ < ε⇒ an+1 + ...+ an+m < (n+m) ε+ nε = (2n+m) ε

把这个式子与前面的结果合在一起看，则任意 ε > 0，存在某个充分大的 N = nk >
4

δ
使得

m

2
δ ≤ aN+1 + ...+ aN+m < (2N +m) ε,m =

[
Nδ

2

]
⇒ δ

2
<

(
1 +

2N

m

)
ε <

(
1 +

2
δ
2 − 1

N

)
ε <

(
1 +

8

δ

)
ε

显然 ε→ 0 时上式不成立，故矛盾，结论得证

注释 5.1.2： 这是反向 stolz，作为推论，如果 lim
n→∞

nan = 0，以上结论显然成立，这对应反向洛必达
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5.1 例题讲解与习题 第五章 语文类性态分析

例题 5.1.3 设 f(x) ∈ C2[0, 1) 并且恒正，满足 f ′(0) = 0, f ′′(0) > 0，证明：存在正整数序列 {mk}, {nk} 使得

mk < nk,mk, nk 互素，并且记 µk = nkf

(
mk

nk

)
，还能满足：(1) µk 单调递增趋于正无穷，(2) 序列 µk 中任意不同

的两项，其比值都不是整数.

证明. 不妨设 f(0) = 1，记 f ′′(0) = A > 0，根据条件，存在 T ∈ (0, 1) 使得任意 x ∈ (0, T ) 都有 f ′′(x) >
1

2
A，于

是这个区间内 f(x), f ′(x) 都是严格单调递增的

我们证明：存在一列严格单调递增的素数 {pk} 和正整数序列 {mk}，其中 mk < pk，并且 µk = pkf

(
mk

pk

)
满

足 µk+1 > 3µk, ∀k ≥ 1 同时序列 µk 中任意不同的两项比值都不是整数

任取一个素数 p1 >
1

T
，记 µ1 = p1f

(
1

p1

)
，下面归纳构造，假设已经找到了 µ1, µ2, ..., µn，下面来构造 µn+1

对任意正整数 k，在区间 (kµn, (k + 1)µn) 中，注意区间总长度是确定的数字 µn，所以不管 k 是多少，这个区

间内能放下的形如 iu1, (i+1)µ1, ..., jµ2, (j +1)µ2, ... 的点，也就是那些 µ1, µ2, ..., µn−1 的任意整数倍（在这个区间

当中的）对应的点，其总个数是有上限的且与 k 无关（设想在一个长为 100 的区间中，每间隔距离 1 放一个点，每

间隔距离 0.5 放一个点，那不管什么情况，总共点的个数不超过 202 个，那么总归有两个点间隔至少
1

3
，这其中没

有其他点），所以总是存在长度不小于某个正数 δ 的子区间（开区间）Ik，使得区间 Ik 中的任何一个数字，都不是

µ1, µ2, ..., µn 中任何一个的整数倍

因为 f ′(0) = 0 且 f ′(x) 连续，所以存在 T1 ∈ (0, T ) 使得 f ′(x) ∈ (0,
δ

2
), ∀x ∈ (0, T1)

现在我们取充分大的素数 p，使得
A

4

√
p− δ

2
> 3µn, p

− 1
4 +

1

p
< T1，然后逐一考察 pf

(
i

p

)
, i = 1, 2, ...,

[
p

3
4

]
+1，

根据中值定理有

p

(
f

(
i+ 1

p

)
− f

(
i

p

))
= f ′ (ξ) , ξ ∈

(
0, p−

1
4 +

1

p

)
, 1 ≤ i ≤

[
p

3
4

]
所以 pf

(
i+ 1

p

)
− pf

(
i

p

)
∈
(
0,
δ

2

)
，注意

pf

(
1

p

)
= p

(
1 + f ′ (ξ)

1

p

)
≤ p+

δ

2
, pf


[
p

3
4

]
+ 1

p

 ≥ pf
(
p−

1
4

)
= p

(
1 +

1

2
f ′′ (ξ) p−

1
2

)
≥ p+

A

4

√
p

所以

pf


[
p

3
4

]
+ 1

p

− pf

(
1

p

)
≥ A

4

√
p− δ

2
> 3µn

这说明，在开区间

pf (1

p

)
, pf


[
p

3
4

]
+ 1

p

 中，至少包含了某一个完整的开区间 (kµn, (k + 1)µn)，进而

包含了某一个长度不小于 δ 的开区间 Ik，且 Ik 中任取一个数字，都能够满足：它不是 µ1, µ2, ..., µn 中任何一个数

字的整数倍

另一方面，区间

pf (1

p

)
, pf


[
p

3
4

]
+ 1

p

 从左至右依次包含了 pf

(
i

p

)
, i = 2, 3, ...,

[
p

3
4

]
，这些点，并且

任何相邻两点的距离不超过
δ

2
，所以必定存在某一个点，记为 µn+1 = pf

(
i0
p

)
∈ Ik，这就是我们需要的，归纳构

造结束，结论得证
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5.1 例题讲解与习题 第五章 语文类性态分析

例题 5.1.4 设 f(x) 在 [0,+∞) 中可导，f ′(x)− 2f(x) ≤ 4 且

∫ +∞

0

f (x) dx 收敛，证明： lim
x→+∞

f (x) = 0.

证明. 反证法，设一列 xn → ∞ 使得 f(xn) ≥ δ > 0（另一种情况同理，但不要不妨设）

根据条件有
(
e−2x (f (x) + 2)

)′
= e−2x (f ′ (x)− 2f (x)− 4) ≤ 0，所以 e−2x (f (x) + 2) 单调递减

对任意 t0 > 0 以及任意 t ∈ [0, t0] 有

e−2(xn−t) (f (xn − t) + 2) ≥ e−2xn (f (xn) + 2) ≥ e−2xn (δ + 2)

f (xn − t) ≥ e−2t (δ + 2)− 2 ≥ e−2t0 (δ + 2)− 2∫ xn

xn−t0

f (x) dx ≥ t0
(
e−2t0 (δ + 2)− 2

)
, ∀t0 > 0, ∀n ≥ 1

然后令 n→ ∞，利用条件：积分收敛可知 t0
(
e−2t0 (δ + 2)− 2

)
≤ 0 恒成立，也即 e−2t (δ + 2)− 2 ≤ 0, ∀t > 0，

但是显然这个不等式不会恒成立，因为令 t→ 0 取极限时候，就有矛盾，故结论得证

习题 5.1.5 设非负函数 f(x) 定义在 [0,+∞) 上连续可导，

∫ ∞

0

f (x) dx <∞，且存在 [0,+∞) 上非负并在有

限区间上可积的函数 g(x) 使得 f ′(x) ≤ g(x), x ≥ 0，对于以下三种情况，证明 lim
x→+∞

f (x) = 0.

(1).
∫ ∞

0

g (x) dx 收敛； (2).g(x) = C > 0； (3).g(x) = Cfp(x), C > 0, p > 0.

习题 5.1.6 设 f(x) ∈ C2(0,+∞), lim
x→+∞

f (x) = 0，常数 λ使得 f ′′(x)+λf ′(x)有上界，证明 lim
x→+∞

f ′ (x) = 0.

例题 5.1.5 设 f(x), g(x) 在 [0, 1] 中单调递增，若 F (x) = f(x)− g(x) 在 [0, 1] 中有介值性，证明：F (x) 连续.

证明. 因为 f(x), g(x) 单调递增，所以在任何一点 x0 处，两个单侧极限都是存在的，如果某点 x0 处两个单侧极限

不等，利用极限的局部保号性，显然在该点附近区间内，F (x) 没有介值性

同样，如果是两个单侧极限相等但是与该点函数值不等，也会矛盾
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5.1 例题讲解与习题 第五章 语文类性态分析

例题 5.1.6 1. 设 f(x) 在 [0, 1] 中连续，证明：g (x) = max
0≤t≤x

f (t) 是连续函数.
2. 设 f(x) 在区间 I 上的间断点都是可去间断点，令 g(x) = lim

t→x
f(t), x ∈ I, 证明 g(x) 在区间 I 中连续.

证明. 1. 显然 g(x) 单调递增，若 g(x) 在 x0 处不连续，则 x0 为跳跃间断点，设 g(x−0 ) = A, g(x+0 ) = B,A < B，因

为 g(x+0 ) = B，所以 f(x) 在任何一个区间 [0, x0 +
1

n
] 中的最大值都 ≥ B，因为 g(x−0 ) = A，所以 g(x) 在任何一个

区间 [0, x0 −
1

n
] 中的最大值都 ≤ A，现在看 x0 附近，这说明对任意 δ > 0，都存在 x0 附近两个相距小于 δ 的点，

其函数值之差至少为 B −A，与函数的连续性（或者一致连续性）矛盾

2. 对任意一点 x0，要证明 g(x) 在 x0 处连续，也即说明：对任意 ε > 0，存在 δ > 0 使得任意 |x− x0| < δ 都

有 |g(x)− g(x0)| < ε

记 A = g (x0) = lim
t→x

f (t)，证 |g(x)−A| < ε

根据极限定义，对任意 ε > 0，存在 δ > 0 使得任意 t ∈ (x0 − δ, x0 + δ) 都有 |f(t) − A| < ε，现在对任意

x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)，在 x 附近考虑（当然就不会超出前面这个区间），然后令 t→ x 取极限，利用极限保号性得到

|f (u)−A| < ε⇒
∣∣∣ lim
u→x

f (u)−A
∣∣∣ ≤ ε，这就是要证明的

习题 5.1.7 1. 设 f(x) 定义在 [0, 1] 中且对任意子区间 [a, b] ⊂ [0, 1] 都有 f([a, b]) 是单点集或闭区间，证明：

g (x) = max
0≤t≤x

f (t) 在 (0, 1] 中左连续，但是不一定右连续.
2. 设 f(x) 在 [0,+∞) 中有界，记 h (x) = sup

t∈[0,x)

f (t)，证明：h(x) 左连续.

例题 5.1.7 设 f(x) 定义在 [0, 1] 中，其图像集为 G = {(x, f (x)) |x ∈ [0, 1]}，证明：f(x) 连续等价于 G 是紧

集，但是若 G 只是闭集，则 f(x) 不一定连续.

证明. 若 f(x) 连续，则显然有界，于是图像集 G 是有界的，再证明闭集：

对一列 (xn, f(xn)) ∈ G, (xn, f(xn)) → (a, b)，则 xn → a，利用连续性知 f(xn) → f(a) = b，所以极限

(a, f(a)) ∈ G，得到闭集

另一方面，反证法，若 f(x) 不连续并且 G 是紧集，则存在一列 xn ∈ x0 ∈ [0, 1] 满足 |f(xn)− f(x0)| ≥ ε0 恒

成立，因为一列点 (xn, f(xn)) ∈ G 并且 G 是紧集，所以有收敛子列，设为 (xnk
, f(xnk

)) → (x0, f(x0))（收敛，因

为 xnk
→ x0 已经确定，所以极限只能是这个点），于是 |f(xnk

)− f(x0)| ≥ ε0，导致矛盾

紧集改成闭集后会有反例，比如考虑 f (x) =


1

x
, x > 0

0, x = 0

习题 5.1.8 设 f(x) 是 R 上的连续函数，满足 f(x), f(x2) 都是周期函数，证明：f(x) 是常值函数

习题 5.1.9 设 f(x) 在 [0,+∞) 中连续且有界，证明：对任意实数 a，都存在单调递增趋于正无穷的数列 xn

使得 lim
n→∞

(f (xn + a)− f (xn)) = 0
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第六章 决赛常微分方程

常微分方程部分很多时候就是普通的数学分析习题，唯一区别就是需要借助解的存在唯一性相关的定理，而这

些定理来自于常微分方程教材。这部分的题目并不是背下来定理就可以解决问题，核心是自己分析积分曲线的走势

（函数的变化规律），以及灵活的对方程变形，凑微分（构造函数求导），解方程。

核心的定理最主要的是高阶线性微分方程解的存在唯一性定理，Picard 存在唯一性定理（一阶任意方程），解
的延拓定理，其次是皮亚诺存在性定理还有比较定理，以及连续依赖性。

常微分方程题目很多时候要考虑“函数恒为零或者函数恒正的最大区间”，然后在相应的区间内进行讨论，或者

去研究这样的区间的端点，并不能直接形式上的分离变量解方程，无脑变形！这个技巧在平时数学分析习题里面或

许用的不多，但是在常微分方程味道的数分题里面很常用，思想非常重要。

对于积分曲线及其几何性质的分析也很重要，因为方程 y′ = f(x, y)给定后，当 y 在某个范围内变化时，f(x, y)

也会有一个范围，相应的就给出了导数的取值，于是积分曲线的走向就确定了！运用这种思想，在具体问题中，通

常我们可以快速发现很多重要的性质，比如函数的单调性，有界性，能否与某条直线或者曲线相交，能否穿过某条

线，零点的分布情况等等

几何上观察到的这些东西都是不难严格证明的，并且几何能为你带来思路，所以非常有用

下面我们列出三个比较定理，其中做题时候好用的是 Strum 比较定理（证明与结论均应掌握），此外剩下的常
微分方程中的结论，如存在唯一性，连续依赖性，延拓等等，各个学校课内应该都会讲到，不再单独列出

定理 6.0.1: 第一比较定理

设 f(x, y), F (x, y) 连续且 f(x, y) < F (x, y)，y1(x), y2(x) 分别是 y′ = f(x, y), y(x0) = y0 和 y′ =

F (x, y), y(x0) = y0 的解，则 x > x0 时成立 y1(x) < y2(x)，x < x0 时成立 y1(x) > y2(x).

注释 6.0.1： 没什么用的定理，本身也就是一道普通且符合几何直观的数学分析习题.

定理 6.0.2: 第二比较定理

设 f(x, y), F (x, y) 连续且 f(x, y) ≤ F (x, y)，y1(x), y2(x) 分别是 y′ = f(x, y), y(x0) = y0 和 y′ =

F (x, y), y(x0) = y0 的解，并且 y1(x) 是右侧的最小解，也是左侧的最大解，则 x ≥ x0 时成立 y1(x) ≤ y2(x)，

x ≤ x0 时成立 y1(x) ≥ y2(x).

注释 6.0.2： 出现“最大解，最小解”这样的概念，是因为解的唯一性没有保证，所谓最大最小就是字面意

思：任何一个解都全部位于最大解下方，最小解上方（可以重合），这里最大解最小解的唯一性是显然的，而

存在性则需要证明

运用存在性以及第一比较定理，可以快速导出第二比较定理，存在性的证明见知乎或者常微分方程教材，有

些麻烦。这两个定理在考试中似乎从未用到过，也没法拿来做数分题，不重要
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第六章 决赛常微分方程

定理 6.0.3: Strum 比较定理

设 p(x), q(x), r(x) 都是连续函数，函数 f(x), g(x) ∈ C2(R) 分别是 y′′+ p(x)y′+ q(x)y = 0, y′′+ p(x)y′+

r(x)y = 0 的非零解，若 r(x) ≥ q(x)，并且 a < b 是 f(x) 的相邻零点，则 g(x) 在区间 [a, b] 内有零点.
如果条件加强为 r(x) > q(x)，则结论可加强为 g(x) 在 (a, b) 内有零点.

证明. 首先说明零点一定是孤立的，若不然，有一列 xn → x0 使得 y(xn) = 0，则 y(x0) = 0，根据导数定义可知

y′(x0) = 0，于是 y(x) 是 y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0, y(0) = y′(0) = 0 的解，根据解的存在唯一性知 y 恒为零，从而

每一个非零解的零点都是孤立的

反证法，不妨设 f(x) 在 (a, b) 内恒正，g(x) 在 [a, b] 内恒正，根据导数定义可知 f ′(a) ≥ 0, f ′(b) ≤ 0

因为

(fg′ − f ′g)
′
= fg′′ − f ′′g = −p (fg′ − f ′g) + fg (q − r) ≤ −p (fg′ − f ′g)

设 u = fg′ − f ′g，则 u′ + pu ≤ 0 得到(
e
∫ x
0

p(t)dtu (x)
)′

= e
∫ x
0

p(t)dt (u′ (x) + p (x)u (x)) ≤ 0

所以

0 ≤ −e
∫ b
a
p(t)dtf ′ (b) g (b) = e

∫ b
a
p(t)dtu (b) ≤ u (a) = −f ′ (a) g (a) ≤ 0

这说明 f ′(a) = f ′(b) = 0，根据存在唯一性定理知，f(x) 在 [a, b] 中恒为零，矛盾

注释 6.0.3： 区间 R 可以换成任何的区间，利用这个定理可以快速解决许多常微分方程题目

习题 6.0.1 设 p(x), q(x) 都是连续函数，设 f(x), g(x) 是微分方程 y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 的两个线性无关的

解，若 a < b 满足 f(a) = f(b) = 0，则存在 c ∈ (a, b) 使得 g(c) = 0.
习题 6.0.2 设 p(x), q(x)为连续函数，f(x)在 [a, b]上满足 f ′′+pf ′+qf = 0，如果 q(x) ≤ 0且 f(a) = f(b) = 0，

证明：f(x) 恒为零.
习题 6.0.3 设 f(x) ∈ C2(R)满足 f ′′(x)+p(x)f ′(x)+q(x)f(x) = 0，这里 p(x), q(x)均为连续函数且 q(x) ≤ 0，

证明：要么 f(x) 恒为零，要么 f(x) 至多有一个零点.
习题 6.0.4 设 f(x) ∈ C2[0,+∞), Q(x) ∈ C[0,+∞)，常数 M > m > 0 使得 m ≤ Q(x) ≤ M 恒成立，如果

f ′′(x) + Q(x)f(x) = 0 且 f(x) 不恒为零，证明：f(x) 在 [0,+∞) 中有无穷个零点，且任何两个相邻零点 x1 < x2

均满足
π√
M

≤ x2 − x1 ≤ π√
m
.

习题 6.0.5 设 f(x) 在 [a, b] 中连续，在 (a, b) 中二阶可导且 f(a) = f(b) = 0，若对任意 x ∈ (a, b) 都有

f(x) + f ′′(x) ≥ 0 且 f(x) 在 [a, b] 中的最大值为正数，证明：b− a ≥ π.

注释 6.0.4： 这几个题目都可以用 Strum 比较定理简单快速的推出来，当然不借助这个定理也能做并且不算
困难，自行完成（1、2 题在上一届讲过，3、4 题见柳斌的常微分方程教材第七章，第五题大差不差，但是直
接套定理会有点小问题，需要自行调整一下）
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6.1 解的连续依赖性 第六章 决赛常微分方程

6.1 解的连续依赖性

这部分的理论较难并且叙述与证明都很长，可能许多学校不讲，不过在历年的 CMC 常微分方程部分中只考到
过一次，并且那道题需要的“连续依赖性”可以自行当做数分题简单的推出来，所以这部分理论不必专门去学或者

背诵，掌握大致方法，并且知道“都是连续变化的”即可（若想系统了解，去看柳斌或者张伟年常微分对应章节）

例题 6.1.1 设 µ 是参数，函数 y = y(x, µ) 是初值问题
dy

dx
= y + µ(x+ y2), y(0) = 1 的解，计算

∂y

∂µ
|µ=0

证明. 根据条件，两边积分得到

y(x, µ) = 1 +

∫ x

0

[
y(s, µ) + µ

(
s+ y2(s, µ)

)]
ds

由此得到
∂y

∂µ
=

∫ x

0

(
∂y

∂µ
+ s+ y2(s, µ) + 2µy(s, µ)

∂y

∂µ

)
ds

因此函数
∂y

∂µ
满足微分方程 u′ = x+ y2(x, µ) + (1 + 2µy(x, µ))u 及初始条件 u(0) = 0.

这是一阶线性微分方程，解这个方程可以得到

e−
∫ x
0
(1+2µy(s,µ))ds ∂y

∂µ
=

∫ x

0

e−
∫ t
0
(1+2µy(s,µ))ds (t+ y2(t, µ)

)
dt

当 µ = 0 时，对应的是 y′ = y, y(0) = 1，自然解出 y(x, 0) = ex ，因此

e−x ∂y

∂µ

∣∣∣∣
µ=0

=

∫ x

0

e−t
(
t+ e2t

)
dt

所以
∂y

∂µ

∣∣∣∣
µ=0

= e2x − x− 1

注释 6.1.1： 这个例题告诉你：实际上解可以看做是初值或参数的函数，并且能够关于它们求导，由此，一

些形如“方程与初值二者之一确定，另一个是参数，现在问你方程的解关于这个参数的变化规律（例如解在

某点的取值与参数的关联）“这样的问题，便可以如此解决，通常的存在唯一性定理并不能实现此效果！
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例题 6.1.2 设 f(x, y) ∈ C1(R2)有正的上下界，g(x)是连续函数，λ是任意实数，考虑微分方程 y′ = λf (x, y)+

g (x) , y(0) = 0，证明：该方程的解的存在区间为 R，并且对任意 b ∈ R，都存在唯一的 λ 使得 y(1) = b

证明. 根据 picard 存在唯一性定理，该微分方程的解局部存在唯一，设解的最大存在区间为 (a, b)，这里 a < 0 < b，

允许为无穷

假设 b < +∞，则方程的解在 x = b左侧应无界，但是对任意 x ∈ [0, b]和任意确定的常数 λ，由 y′ = λf (x, y)+

g (x) 以及 g(x) 连续可知 y′(x) 有界，从而 y(x) 有界，矛盾

因此 b = +∞，同理 a = −∞，故解的存在区间为 R
对任意 λ，方程的解记为 y = y(x, λ)，两边积分有

y (1, λ) = λ

∫ 1

0

f (x, y (x, λ)) dx+

∫ 1

0

g (x) dx

由于 f(x, y) 有正的上下界，所以 y(1,+∞) = + infty, y(1,−∞) = −∞，根据解的连续依赖性知，y(1, λ) 是关
于 λ 的连续函数，从而对任意 b，都存在 λ 使得 y(1) = b

下面证明唯一性，只需说明 y(1, λ) 关于 λ 是严格单调递增的，根据条件有

y (x, λ) = λ

∫ x

0

f (t, y (t, λ)) dt+

∫ x

0

g (t) dt

∂y (x, λ)

∂λ
=

∫ x

0

f (t, y (t, λ)) dt+ λ

∫ x

0

fy (t, y (t, λ))
∂y (t, λ)

∂λ
dt

记 u (x, λ) =
∂y (x, λ)

∂λ
，求导可知

ux (x, λ) = f (x, y (x, λ)) + λfy (x, y (x, λ))u (x, λ) > λfy (x, y (x, λ))u (x, λ)(
e−

∫ x
0

λfy(t,y(t,λ))dtu (x, λ)
)′
> 0 ⇒ e−

∫ x
0

λfy(t,y(t,λ))dtu (x, λ) > u (0, λ) =
∂y (0, λ)

∂λ
= 0

因此 u (x, λ) =
∂y (x, λ)

∂λ
> 0 ⇒ ∂y (1, λ)

∂λ
> 0，唯一性得证

注释 6.1.2： 具体例子比如 y′ = λ
(
1 + sin2x+ sin2y

)
+ x, y (0) = 0，可见函数形式怎样并不重要
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例题 6.1.3 证明：微分方程 y′ = −y3 + sinx, x ∈ [0, 2π] 存在唯一的满足 y(0) = y(2π) 的解.

证明. 设 y(0) = a，先证明：对任意 a ∈ [−1, 1]，该方程的解存在区间均为 R 且恒有 |y| ≤ 1

根据 picard 存在唯一性定理知，该微分方程的解局部存在唯一，若能证明 |y| ≤ 1 恒成立，则解的存在区间必

定为 R（这是因为如果最大存在区间的左侧或者右侧是有限数，则解在区间端点附近必须是无界的）
反证法，如果存在 y(x1) > 1, x1 > 0，考虑 x1 左侧使得 y(x) > 1 恒成立的最大区间，也即设

x0 = inf {a ∈ (0, x1) |y (x) > 1, ∀x ∈ [a, x1]}

则有 y(x0) ≤ 1, x0 ∈ [0, x1)，考虑区间 [x0, x1]，区间内恒有 y(x) ≥ 1，于是 y′(x) ≤ 0，故 y(x1) ≤ y(x0) = 1

导致矛盾，于是 y(x) ≤ 1, ∀x ≥ 0

同理可证 y(x) ≥ −1, ∀x ≥ 0 于是 |y| ≤ 1∀x ≥ 0，进而同理有 |y| ≤ 1, ∀x ∈ R，结论得证
对任意 a ∈ [−1, 1]，微分方程 y′ = −y3 + sinx, y(0) = a 的解 y(x, a)，在 x = 2π 处的取值 y(2π, a) 可以看做

是关于 a 的一元函数 f(a)，根据前面的证明知，对任意 a ∈ [−1, 1] 都有 f(a) ∈ [−1, 1]

根据解的连续依赖性知 f(a) 是连续函数，故存在 a ∈ [−1, 1] 使得 f(a) = a，也即存在满足 y(0) = y(2π) 的解

下面证明唯一性：若不然，存在两个解 y1, y2 满足{
y1

′ = −y31 + sinx, y1 (0) = y1 (2π) = a

y2
′ = −y32 + sinx, y2 (0) = y2 (2π) = b

, a > b

于是

(y1 − y2)
′
= −

(
y31 − y32

)
= − (y1 − y2)

(
y21 + y1y2 + y22

)
记 u = y1 − y2，注意 y21 + y1y2 + y22 非负，所以

u′ = −u
(
y21 + y1y2 + y22

)
,
(
u2
)′

= 2uu′ = −2u2
(
y21 + y1y2 + y22

)
≤ 0

注意 u(0) = u(2π) ̸= 0，所以 u2(x) 是非零的常值函数，且连续，进而 u(x) = u(0) 是常值函数，所以 u′ = 0

也即 y31 = y32，得到 y1 = y2，矛盾

注释 6.1.3： 根据函数与导数的关系，画图分析可知：函数的变化具有“负反馈”的规律，并且如果初值在

[−1, 1] 之间，则函数始终都在这个范围内变化，由此明确思路

本题的连续依赖性也可以自己自然的证明出来，也即说明 f(a) 连续，只需要在上面 y1, y2, u 那里稍加变形：

u′ = −u
(
y21 + y1y2 + y22

)
, |u′| = |u|

(
y21 + y1y2 + y22

)
≤ 3 |u|

⇒
(
e−6xu2 (x)

)′
= e−6x

(
2uu′ − 6u2

)
≤ 0, e−12πu2 (π) ≤ u2 (0)

⇒ |u (π)| = |f (b)− f (a)| ≤ e6π |u (0)| = e6π |b− a|

甚至还是 Lipschitz 连续的！其实连续依赖性定理里面保证了：作为二元函数是 C1 的
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6.2 单调性与周期性

例题 6.2.1 设 f(x, y) 是连续函数且关于 y 递减，证明：微分方程 y′ = f(x, y), y(0) = 0 的解在 x ≥ 0 时候是

唯一的.

证明. 假设有两个解 y1, y2，则存在 a > 0 使得 y1(a) > y2(a)，考虑 a 左侧使得 y1 > y2 恒成立的最大区间，记为

(x0, a]，则 x0 ≥ 0 并且 y1(x0) = y2(x0)，同时任意 x ∈ (x0, a) 都有 y1 > y2

进而对时任意 x ∈ (x0, a) 都有

y1
′ = f (x, y1) ≤ f (x, y2) = y2

′ ⇒ (y1 − y2)
′ ≤ 0

故 y1(a)− y2(a) ≤ y1(x0)− y2(x0) = 0，与 y1(a) > y2(a) 矛盾

注释 6.2.1： 开头考虑最大区间的那一部分，其实就相当于不妨设 y1(0) = y2(0) = 0 并且对任意 x ∈ (0, a)

都有 y1 > y2，换句话说就是不妨设 x0 = 0
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例题 6.2.2 设 a ∈ (0, 1)，f(x) 是 R 上二阶连续可导的周期函数，且 |f(x)| ≤ f(0) = a，满足方程 f ′′(x) =

−f(x) + f3(x)，记 f(x) 的最小正周期为 T (a)，证明 2π < T (a) <
2π√
1− a2

并求极限 T (0+), T (1−).

证明. 根据条件有

f ′′ (x) f ′ (x) = −f (x) f ′ (x) + f3 (x) f ′ (x) ⇒ f ′2 (x) = −f2 (x) + 1

2
f4 (x) + C

条件表明 f(0) = a, f ′(0) = 0, f ′′(0) = −a(1− a2) < 0，上式中代入 x = 0 可知

f ′2 (x) = −f2 (x) + 1

2
f4 (x) + a2 − 1

2
a4 =

(
1− f2 (x) + a2

2

)(
a2 − f2 (x)

)
根据 f ′′(x) 的连续性可知，f ′′(x) 在 x = 0 的一个邻域内恒负，因此 f ′(x) 在 x = 0 的一个邻域内严格单调递

减，向右端考虑最大的递减区间，设

x0 = sup {x > 0 |∀t ∈ (0, x) , f ′ (t) < 0}

这里 x0 一定为正数，允许为无穷，则在区间 (0, x0) 中成立

f ′ (x) = −

√(
1− f2 (x) + a2

2

)
(a2 − f2 (x)), ∀x ∈ [0, x0)∫ x

0

f ′ (t)√(
1− f2(t)+a2

2

)
(a2 − f2 (t))

dt =

∫ f(x)

a

1√(
1− u2+a2

2

)
(a2 − u2)

du = −x

条件 a ∈ (0, 1) 以及 |f(x)| ≤ a 保证了上述积分一定是收敛的，由此可知 x0 一定是有限数，否则从

x =

∫ a

f(x)

1√(
1− u2+a2

2

)
(a2 − u2)

du ≤
∫ a

−a

1√(
1− u2+a2

2

)
(a2 − u2)

du

令 x→ ∞ 可知矛盾，因为 x0 是有限数，根据确界定义 f ′(x0) = 0，结合 f(x) 单调性知 f(x0) = −a，所以

x0 =

∫ a

−a

1√(
1− u2+a2

2

)
(a2 − u2)

du = 2

∫ a

0

1√(
1− u2+a2

2

)
(a2 − u2)

du

因为 f(x0) = −a, f ′(x0) = 0, f ′′(x0) = a(1− a2) > 0，所以 f ′(x) 在 x = x0 邻域内严格递增，同上考虑 x = x0

右端 f ′(x) < 0 恒成立的最大区间，记为 (x0, x1)，同理 x1 是有限数，且在区间 [x0, x1] 内成立

f ′ (x) =

√(
1− f2 (x) + a2

2

)
(a2 − f2 (x))

积分得到

x1 − x0 =

∫ x1

x0

f ′ (t)√(
1− f2(t)+a2

2

)
(a2 − f2 (t))

dt =

∫ a

−a

1√(
1− u2+a2

2

)
(a2 − u2)

du = x0

于是 x1 = 2x0，并且在 x = x1 和 x = 0 处满足相同的初值条件 f(x1) = f(0) = a, f ′(x1) = f ′(0) = 0 和相同

的方程 f ′′(x) = −f(x) + f3(x)，根据存在唯一性定理可知 f(x) 是周期为 2x0 的函数，显然

T (a) = 2x0 = 4

∫ a

0

1√(
1− u2+a2

2

)
(a2 − u2)

du
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就是 f(x) 的最小正周期

下面来证明不等式和计算极限，三角换元得到 T (a) = 4

∫ π
2

0

1√
1− a2 sin

2x+1
2

dx

因此要证明的不等式

2π < T (a) <
2π√
1− a2

⇔ π

2
<

∫ π
2

0

1√
1− a2 sin

2x+1
2

dx <
π

2

1√
1− a2

左不等式利用
1√

1− a2 sin
2x+1
2

> 1 积分即可得到，右边不等式等价于

∫ π
2

0

√
1− a2√

1− a2 sin
2x+1
2

dx <
π

2

利用 √
1− a2√

1− a2 sin
2x+1
2

< 1 ⇔ 1− a2 < 1− a2
sin2x+ 1

2
⇔ sin2x+ 1

2
< 1

知显然成立，最后来求极限

因为被积函数作为二元函数，在区域 x ∈ [0,
π

2
], a ∈ [0,

1

2
] 中是连续的，所以取极限换序有

lim
a→0+

T (a) = 4 lim
a→0+

∫ π
2

0

1√
1− a2 sin

2x+1
2

dx = 2π

对于 a→ 1− 的情况，因为边界有奇点，所以不能直接换序，我们需要放缩：∫ π
2

0

1√
1− a2 sin

2x+1
2

dx =

∫ π
2

0

√
2√

2− a2 (cos2x+ 1)
dx ≥

∫ 1

0

√
2√

2− a2
((

1− x2

2

)2
+ 1
)dx

≥
∫ 1

0

√
2√

2− a2 (2− x2)
dx =

√
2

a

∫ 1

0

1√
2−2a2

a2 + x2
dx ≥

√
2

a

∫ 1

0

1

x+
√

2−2a2

a2

dx

=

√
2

a

(
ln
(
1 +

√
2− 2a2

a2

)
− 1

2
ln
(
2− 2a2

a2

))
→ +∞, a→ 1−

由此可知 lim
a→1−

T (a) = +∞

注释 6.2.2： 从证明过程来看，本题似乎不需要事先知道 f(x) 是周期函数，我们可以用满足相同的初值条件

和方程，以及存在唯一性定理来证明 f(x) 是周期函数，并且求出来这个周期

过程中用的存在唯一性定理是高维 Piacrd 存在唯一性定理，所谓高维是指一阶多元或者高阶一元的情况（本
题是高阶一元，可以转化为一阶多元的情形套用定理，所需条件是满足高维 Lipschitz 条件，这里函数都是初
等函数，显然没有问题），这个定理在柳斌常微分方程或者王高雄书上都有（张伟年书没有）

过程中细节有一定的省略，因为全写实在太多了
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6.3 积分曲线与几何法

研究微分方程解的性质，我们可以画图分析，有些特殊的解或者曲线能够作为非常好用的“参考线”，因为解往

往不可以触碰到这样的曲线，这样就限定了解图像所在的区域，利用导数与函数的等式（微分方程），通常能够得到

函数的单调性与值域等等，如此便可完成定性分析，解决问题，解的延拓问题一般也可以这样做

例题 6.3.1 证明：微分方程 y′ =
(
x2 + y2 + 1

)
sinπy 的每一个解都是单调的，并且存在区间为 R

证明. 对任意整数 n，显然 y = n 是解

设 y(0) = a，根据 picard 存在唯一性定理知，如果 a 是整数，则 y ≡ a，自然是单调的且区间为 R
如果 n < a < n+ 1，则 n < y(x) < n+ 1 恒成立，因此 y′(x) 定号，也即 y(x) 严格单调且有界，故存在区间

一定是 R

例题 6.3.2 对任意 x0, y0 ∈ R，证明：微分方程 y′ =
(
y2 − 2y − 3

)
e(x+y)2 , y (x0) = y0 的解的最大存在区间都

一定是无穷区间.

证明. 作图分析，显然 y = −1, y = 3 是两个解

设 y(0) = a，根据 Picard 存在唯一性定理知，对任意 a，该微分方程的解都是局部存在唯一的，并且如果

a = −1, 3，则 y 恒为 −1 或者恒为 3

如果 a > 3，则 y(x) 严格单调递增且 y > 3 恒成立，故向左一定可以延拓到负无穷

如果 −1 < a < 3，则 y(x) 严格单调递减且 −1 < y < 3 恒成立，故存在区间是 R
如果 a < −1，则 y(x) 严格单调递增且 y < −1 恒成立，故向右一定可以延拓到正无穷
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6.4 解微分方程

这种问题通常是可以解微分方程“直接解出来”的，但是又不同于计算题，因为要考虑定义域，函数是否为零

等等问题，并非形式求解，分离变量，直接积分结束

例题 6.4.1 设 g(x) ∈ C(R) 恒正，n 为正整数，考虑微分方程 y′ (x) = y(x)
1

2n+1 g (x) , y (x0) = y0，证明：

1. 该方程有定义域为 R 的解（称为全局解）
2. 若 y0 = 0，则该方程有无穷个全局解

3. 该方程的任何一个解 y = y(x)，在 R 上要么非负，要么非正.

证明. 除过来 y′ (x)

y
1

2n+1 (x)
= g (x)，形式求解有

∫ x

x0

y′ (t)

y
1

2n+1 (t)
dt =

∫ y(x)

y0

1

u
1

2n+1

du =
2n+ 1

2n

(
y(x)

2n
2n+1 − y

2n
2n+1

0

)
=

∫ x

x0

g (t) dt

⇒ y (x) =

(
2n

2n+ 1

∫ x

x0

g (t) dt+ y
2n

2n+1

0

)1+ 1
2n

问题在于分母是否为零，开方时候里面正负也不确定，下面是严格证明

1. 注意 y(x) 是解等价于 −y(x) 是解，因此不妨 y0 ≥ 0

记 p (x) =
2n

2n+ 1

∫ x

x0

g (t) dt+ y
2n

2n+1

0 ，则 p(x) 严格单调递增且 p(x0) ≥ 0，

如果 p(−∞) ≥ 0，则 y (x) = p(x)
1+ 1

2n 是满足条件的全局解

如果 p(−∞) < 0，则 p(+∞) > 0，于是存在唯一的 a 使得 p(a) = 0，取 y =

{
p(x)

1+ 1
2n , x ≥ a

0, x < a
即可

2. 显然，对任意 a ≥ x0，取 y =

{
p(x)

1+ 1
2n , x ≥ a

0, x < a
即可

3. 若不然，不妨设 a < b 使得 y(a) < 0, y(b) > 0，则存在 c ∈ (a, b) 使得 y(c) = 0，根据条件有(
y2 (x)

)′
= 2y (x) y′ (x) = 2y

2n+2
2n+1 (x) g (x) ≥ 0

于是 y2(x) 单调递增，得到 y(x) 在 (a, c) 中恒为零，矛盾
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例题 6.4.2 设 p(x) 是 R 上的连续函数且有唯一零点 p(0) = 0，考虑微分方程 y′ = p(y), y(0) = 0，证明：该

方程在 x = 0 附近只有零解等价于对充分小的 ε > 0，两个反常积分

∫ ±ε

0

1

p (t)
dt 都发散

证明. 假设两个反常积分都发散，但是该微分方程有非零解，不妨设有 x0 > 0 使得 y(x0) > 0，然后考虑 y(x) 在

x = x0 左端最大的恒正的区间，注意 y(0) = 0，所以区间左端点记为 x1 ≥ 0，于是 y(x) 在 (x1, x0] 内恒正且

y(x1) = 0，除过来积分得到

y′ (x)

p (y (x))
= 1,

∫ x0

x1+ε

y′ (t)

p (y (t))
dt =

∫ y(x0)

y(x1+ε)

1

p (u)
du = x0 − x1 − ε

令 ε→ 0+，利用条件可知矛盾

如果两个反常积分中有一个收敛，不妨设 p(x) 在 x > 0 时恒正，并且 A =

∫ δ

0

1

p (t)
dt > 0 是有限数，对任意

x ∈ (0, A)，考虑函数 f (u) =

∫ u

0

1

p (t)
dt− x，则 f(0) < 0, f(δ) > 0 且 f(x) 严格单调递增，故存在唯一的 y = y(x)

使得

∫ y(x)

0

1

p (t)
dt = x，显然 y(x) > 0, ∀x ∈ (0, A)

当 x ≤ 0 时定义 y(x) = 0，下面证明由此定义的 y(x) 是可导函数，并且 y′ = p(y)

对任意 x0 ∈ (0, A)，根据定义和积分中值定理得到∫ y(x)

0

1

p (t)
dt = x,

∫ y(x0)

0

1

p (t)
dt = x0 ⇒

∫ y(x)

y(x0)

1

p (t)
dt = x− x0 =

1

p (ξ)
(y (x)− y (x0))

显然连续函数 p(x) 在 x = 0 附近是有界的，因此上式表明 y(x) 在 x = x0 处连续，而中值点 ξ = ξ(x) 介于

y(x), y(x0) 之间，因此令 x→ x0 就有

y′ (x0) = lim
x→x0

y (x)− y (x0)

x− x0
= lim

x→x0

p (ξ (x)) = p (y (x0))

同理可证 y′(0) = p(y(0)) = 0，显然 x < 0 时 y′(x) = p(y(x)) = 0，这就证明了 y(x) 满足条件，并且是非零解

注释 6.4.1： 本题不能除过来积分这样子形式求解，但是这个操作过程告诉了我们应该构造的函数，也指引

了证明的方向
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6.5 杂题 第六章 决赛常微分方程

6.5 杂题

例题 6.5.1 设 f(x) 是定义在 R 上的函数，p(x) ∈ C1(0, 1)，证明：

(1) 若 p′(x) = f(p(x))，则 p(x) 在 (0, 1) 中单调；

(2) 若 p(x) = f(p′(x))，则 p(x) 在 (0, 1) 中上凸或者下凸.

证明. 1. 条件表明对任何 x, y，只要 p(x) = p(y)，就有 p′(x) = p′(y)

如果存在 a < b 使得 p(a) = p(b) = y0，假如此时 p′(a) > 0，则 p′(b) = p′(a) > 0，于是函数 p(x) 在区间 [a, b]

的内点处取到最大值 M 和最小值 m，满足 m < y0 < M

用 y = y0 去截 p(x)，考虑在区间 (a, b) 内截到的横坐标最大的交点，记为 (x0, p(x0))，则必有 x0 ∈ (a, b) 并且

p(x0) = p(a) = p(b)，根据确界定义知在区间 (x0, b) 内恒有 p(x) < p(x0)，故 p′(x0) ≤ 0

但是根据题目条件有 p′(x0) = p′(a) > 0，导致矛盾，同理可知 p′(a) < 0 的情况也不能出现

这说明，只要 a, b ∈ (0, 1) 使得 p(a) = p(b)，就必须有 p′(a) = p′(b) = 0

反证法，若不单调，则不妨设存在 a < b 使得 p′(a) > 0, p′(b) < 0，则 p(x) 一定在某个内点 c ∈ (a, b) 处取最

大值 p(c)，满足 p(c) > p(a), p(b)

显然 p(a) ̸= p(b)，否则 p′(a) = p′(b) = 0 矛盾，则不妨 p(a) > p(b)，根据连续函数性质，存在 x0 ∈ (c, b) 使得

p(a) = p(x0)，于是 p′(a) = p′(x0) = 0，矛盾

2. 条件表明只要 p′(x) = p′(y)，就有 p(x) = p(y)，希望证明 p′(x) 是单调的

如果 p(x) 有两个不同的极值 y1 = p(x1), y2 = p(x2), y1 ̸= y2，则 p′(x1) = p′(x2) = 0，所以 p(x1) = p(x2) 导致

矛盾，这说明 p(x) 至多有一个极值

进一步的，如果存在 a < b 使得 p′(a) = p′(b) 非零，则不妨设 p′(a) = p′(b) > 0，故 p(x) 可以在 [a, b] 的内点

处取到最大值和最小值，且都不同于端点值，这会导致 p(x) 至少有两个极值，矛盾，因此只要 p′(a) = p′(b)，就必

须有 p(a) = p(b) 且 p′(a) = p′(b) = 0

如果 p′(x) 不单调，则不妨设 a < b < c 使得 p′(a) > p′(b) < p′(c)，进一步不妨 p′(a) ≤ p′(c)，在区间

(p′(b), p′(a)) 中任取一个非零数字 y0，用 y = y0 去截 p′(x)，根据 p′(x) 连续性知存在 u ∈ (a, b), v ∈ (b, c) 使得

p′(u) = p′(v) = y0 ̸= 0，与前面推出的结论矛盾，故得证
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6.5 杂题 第六章 决赛常微分方程

例题 6.5.2 设 f(x) 在 [0,+∞) 中恒正且单调递增，g(x) ∈ C2[0,+∞) 满足 g′′(x) + f(x)g(x) = 0 恒成立，证

明：函数 g(x),
g′2(x)

f(x)
都是有界函数.

证明. 形式推导（假定 f(x) 是连续可导的）有

g′′ (x) + g (x) f (x) = 0,
g′′ (x) g′ (x)

f (x)
+ g (x) g′ (x) = 0∫ x

0

2g′′ (t) g′ (t)

f (t)
dt+

∫ x

0

2g (t) g′ (t) dt =

∫ x

0

1

f (t)
dg′2 (t) + g2 (x)− g2 (0)

=
g′2 (x)

f (x)
− g′2 (0)

f (0)
−
∫ x

0

g′2 (t)

(
1

f (t)

)′

dt+ g2 (x)− g2 (0) = 0

⇒ g′2 (x)

f (x)
+ g2 (x) =

g′2 (0)

f (0)
+ g2 (0) +

∫ x

0

g′2 (t)

(
1

f (t)

)′

dt ≤ g′2 (0)

f (0)
+ g2 (0)

由此可知两个函数都是有界的，但是问题在于 f(x) 缺少光滑性，需要回避

根据积分第二中值定理有∫ x

0

2g′′ (t) g′ (t)

f (t)
dt =

1

f (0)

∫ ξ

0

2g′′ (t) g′ (t) dt+
1

f (x)

∫ x

ξ

2g′′ (t) g′ (t) dt

=
1

f (0)

(
g′2 (ξ)− g′2 (0)

)
+

1

f (x)

(
g′2 (x)− g′2 (ξ)

)
=
g′2 (x)

f (x)
− g′2 (0)

f (0)
+ g′2 (ξ)

(
1

f (0)
− 1

f (x)

)
≥ g′2 (x)

f (x)
− g′2 (0)

f (0)

由此可知结论得证

注释 6.5.1： 必须要把 f(x) 除过来然后再积分，直接积分做的话会做不出来，不等号方向不对
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6.5 杂题 第六章 决赛常微分方程

例题 6.5.3 考虑微分方程 x′′(t)+P (t)x(t) = 0，这里 P (t)是连续函数，且有自然数 n使得 n2 < P (t) < (n+1)2，

证明：该微分方程的任何一个非零解 x(t) 都不是以 2π 为周期的函数.

证明. 反证法，假设存在一个周期为 2π 的解 x(t)

先证明 x(t) 一定有零点，若不然，不妨设 x(t) 恒正，则根据条件知 x′′(t) 恒负，故 x(t) 严格上凸，但是 x(0) =

x(2π) = x(4π)，这与严格上凸的性质矛盾

因此 x(t) 有零点，进而有无穷个零点，并且这些零点一定都是孤立的

根据周期性有

x′′ (t) + P (t)x (t) = 0, x′′ (t+ 2π) + P (t+ 2π)x (t+ 2π) = x′′ (t) + P (t+ 2π)x (t) = 0

所以 x (t) (P (t+ 2π)− P (t)) = 0, ∀t，利用连续性和零点孤立性知 P (t) 也是周期为 2π 的函数，而 P (t) 连续，

结合条件可知，存在 δ > 0 使得 (n+ δ)
2
< P (t) < (n+ 1− δ)

2
, ∀t

考虑微分方程 y′′ + Py 和微分方程 y′′ + (n+ 1− δ)2y = 0，根据 Strum 比较定理，对于 x(t) 的任何两个相邻

零点 a, b 和任意常数 C，函数 sin ((n+ 1− δ)x+ C) 都会有一个零点在区间 [a, b] 中，结合 C 的任意性可知，必有

b− a ≥ π

n+ 1− δ
，也即任何两个相邻零点的距离都至少是

π

n+ 1− δ
考虑微分方程 y′′+(n+δ)2y = 0和微分方程 y′′+Py，根据 Strum比较定理，对于任意常数 C和 sin ((n+ δ)x+ C)

的任何两个相邻零点 a, b，函数 x(t) 都会有一个零点在区间 [a, b] 中，结合 C 的任意性可知，在任何长为
π

n+ δ
的

区间中，都一定有一个 x(t) 的零点，因此 x(t) 任何两个相邻零点的距离不超过
π

n+ δ

因此，对任何 x(t) 的两个相邻零点 a < b，都有
π

n+ 1− δ
≤ b− a ≤ π

n+ δ
，显然 x′(a), x′(b) 均非零（否则根

据存在唯一性定理可知 x(t) 恒为零），根据相邻零点得到 x′(a), x′(b) 一正一负

设 x(t0) = x(t0 + 2π) = 0，将区间 [t0, t0 + 2π] 中的零点从小到大依次记为 t0, t1, ..., tN , (tN = t0 + 2π)，根据

周期性知 x′(t0) = x′(tN )，所以 N = 2m 一定是偶数，进而

π

n+ 1− δ
≤ tk+1 − tk ≤ π

n+ δ
, k = 0, 1, ..., 2m− 1

不等式相加得到

2m
π

n+ 1− δ
≤ 2π ≤ 2m

π

n+ δ
⇒ n+ δ ≤ m ≤ n+ 1− δ

与 m 是正整数矛盾，结论得证

注释 6.5.2： 如果 n ≥ 1，则实际上不需要引入 δ > 0，直接做即可
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6.6 练习题 第六章 决赛常微分方程

6.6 练习题

习题 6.6.1 设初值问题
dx

dt
= cos (µtx) , x (t0) = x0 的解是 x = f(t; t0, x0, µ)，求

∂f

∂t0
|µ=0 ,

∂f

∂x0
|µ=0 ,

∂f

∂µ
|µ=0

习题 6.6.2 给定方程
dx
dt = sin(tx)，求

∂x

∂t0
(t; t0, x0) 和

∂x

∂x0
(t; t0, x0) 在 t0 = 0, x0 = 0 处的表达式，并证明

若 φ(t, η) 是方程满足初值条件 x(0) = η 的解，则恒有
∂φ

∂η
(t, η) > 0.

习题 6.6.3 设 y(x) 可导且满足 y′2(x) = 4− y2(x)，求所有的 y(x).
习题 6.6.4 设 f(x, y)定义在 R2上且关于 y递减，y = y(x), z = z(x)满足 y′ = f(x, y), z′ = f(x, z), ∀x ∈ [a, b]，

若 z(a) ≤ y(a)，证明：z(x) ≤ y(x) 恒成立.
习题 6.6.5 设 f(x) 在 R 上可导且非负，满足条件 f ′(x) = f(f(x))，证明：f(x) = 0, ∀, x ∈ R.
习题 6.6.6 设连续函数 g(x) 在 [0,+∞) 中递减且恒正，定义数列 x0 > 0, xn+1 = xn + g(xn)，函数 p(x) 在

[0,+∞) 中满足方程 p′(x) = g(p(x)), p(0) = x0，证明：当 n→ ∞ 时 xn → +∞，且 xn = p(n) +O(1).
习题 6.6.7 设两个线性无关的函数 f(x), g(x) ∈ C1[0, 1]且 f(x)g′(x) = f ′(x)g(x)恒成立，证明：存在 a ∈ [0, 1]

使得 f(a) = f ′(a) = g(a) = g′(a) = 0.
习题 6.6.8 考虑微分方程 y′ = f(x, y)，其中函数 f(x, y) 在条形区域 D : a < x < b,−∞ < y < +∞ 内连续，

并且满足 |f(x, y)| ⩽ A(x)|y|+ B(x)，这里 A(x) ⩾ 0 和 B(x) ⩾ 0 在区间 (a, b) 上连续．证明：方程每个解的存在

区间均为 (a, b) ．
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第七章 多项式

多项式部分基本都是高考问题，常用的性质主要是：多项式的带余除法、整除与互素、标准分解式、韦达定理

（这些应该在高中熟知）、艾森斯坦判别法，高斯引理，此外还有一个高中不学并且大学许多教材也不讲的精彩结论：

分圆多项式，需要掌握

结式，判别式，多元多项式有关的问题考察很少，知道课本基本结果即可，核心要点是：多元多项式环是唯一

分解整环、对称多项式可以写成初等对称多项式的多项式、结式是系数构成的行列式，可以作为充要条件判定多项

式是否存在公共根，判别式是根两两作差乘积的平方，可以反映多项式是否有重根，因此它与 f(x), f ′(x) 的结式基

本相同，只差一个系数

这里只列出分圆多项式相关的结论（证明较难，略，可自行知乎搜索），其他基础知识课本均有

定理 7.0.1: 分圆多项式

对正整数 n，记 w = e
2πi
n 为 n 次单位根，定义 Φn (x) =

∏
(k,n)=1

(
x− wk

)
为 n 阶分圆多项式，则有

1. Φn(x) 是首一整系数多项式；2. Φn(x) 在 Q 中不可约；3. xn − 1 =
∏
d|n

Φd (x)

注意，只有当 n = p 是素数时候，才可以简单的用艾森斯坦判别法证明不可约，其余是深刻的结果

注意，证明多项式不可约的方法一定不只是艾森斯坦判别法，还有很多其他手段，主要包括：直接设分解式对

比系数、考虑分解出来的多项式具备的性质、考察方程的根，只有简单题才是可以无脑艾森斯坦判别法做出来的
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7.1 基本问题 第七章 多项式

7.1 基本问题

例题 7.1.1 设 f(x) = 3x5 + 2x+ 4 ，证明:
(1) 对任意整数 b, f(x+ b) 都无法用 Eisenstein 判别法证明其在有理数域上不可约;
(2) f(x) 在有理数域上不可约.

证明. (1) 对任意整数 b，代入展开有

f (x+ b) = 3(x+ b)
5
+ 2 (x+ b) + 4 = 3x5 + 15bx4 + 30b2x3 + 30b3x2 +

(
15b4 + 2

)
x+ 3b5 + 2b+ 4

如果可以用艾森斯坦判别法，则存在素数 p 使得

p|3b5 + 2b+ 4, p|15b4 + 2, p|15b, p ̸ |3, p2 ̸ |3b5 + 2b+ 4

p|15b4 + 2, p|15b⇒ p = 2, 2|15b⇒ 2|b⇒ 4|3b5 + 2b+ 4

导致矛盾

(2) 显然没有有理根，因为有理根 x =
q

p
必须满足 p|3, q|4 并且 x < 0，枚举易知不行

（反证法）所有可能的分解就两种，可以设为

(1) : 3x5 + 2x4 + 4 =
(
x3 + ax2 + bx+ c

) (
3x2 +mx+ n

)
(2) : 3x5 + 2x4 + 4 =

(
3x3 + ax2 + bx+ c

) (
x2 +mx+ n

)
第一个去看 x4, x3 项的系数为零就能立刻算出来 m,n，如下

(1) : 3x5 + 2x4 + 4 =
(
x3 + ax2 + bx+ c

) (
3x2 − 3ax+ 3a2 − 3b

)
直接矛盾了，因为常数项对不上

第二个去看 x4, x3, x2 项的系数均为零就能算出来 a, b, c，如下

a = −3m

b = −am− 3n = 3m2 − 3n

c = −bm− an = −m
(
3m2 − 3n

)
+ 3mn

发现 c 是 3 的倍数，于是常数项又对不上了，矛盾
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7.1 基本问题 第七章 多项式

例题 7.1.2 设 a1, a2, a3 是多项式 f(x) = x3+x2+x− 1的三个根，g(x) = x2+x+1，求以 g(a1), g(a2), g(a3)

为根的有理系数多项式

证明. 方法一：要计算的东西可以看成行列式

(x− g (a1)) (x− g (a2)) (x− g (a3)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣xI − g


a1

a2

a3


∣∣∣∣∣∣∣∣

显然 f(x) 不可约，考虑有理标准形可知


a1

a2

a3

 ∼


1

1

1 −1 −1

，于是
∣∣∣∣∣∣∣∣xI − g


a1

a2

a3


∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣xI − g


1

1

1 −1 −1


∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣xI −


1 1 1

1 0 0

0 1 0


∣∣∣∣∣∣∣∣ = x3 − x2 − x− 1

这就是要计算的多项式

方法二：记 b = a2 + a+ 1，根据条件写成矩阵乘法有 b
(
1, a, a2

)
=
(
1, a, a2

)
1 1 0

1 0 1

1 0 0


所以对任意多项式 m(x) 有 m (b)

(
1, a, a2

)
=
(
1, a, a2

)
m


1 1 0

1 0 1

1 0 0


因此计算右边矩阵的极小多项式或者特征多项式即可，结果同上

注释 7.1.1： 两个方法没有本质区别，无非是方法二好算一些
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例题 7.1.3 设 a1, a2, ..., an ∈ Z 互不相同，证明：f (x) = (x− a1)
2
(x− a2)

2
...(x− an)

2
+ 1 在 Q 上不可约.

证明. 反证法，如果可约，则存在整系数多项式 g(x), h(x) 使得

(x− a1)
2
(x− a2)

2
...(x− an)

2
+ 1 = g (x)h (x)

由此可见 g(x), h(x) 都没有零点，并且 g(ai)h(ai) = 1，所以只能 g (ai) = h (ai) = 1, ∀1 ≤ i ≤ n 或者 g (ai) =

h (ai) = −1, ∀1 ≤ i ≤ n，不妨设为前者成立

如果 g(x), h(x) 里面有一个次数不超过 n− 1，则根据上式只能这个多项式恒等于 1，矛盾，所以 g(x), h(x) 均

为 n 次多项式

注意能 g (ai) = h (ai) = 1, ∀1 ≤ i ≤ n 并且 g(x)h(x) 是首一整系数多项式，且恒正，所以只能 g (x) = h (x) =

(x− a1) (x− a2) ... (x− an) + 1，将其代入验证显然矛盾

故不可约
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例题 7.1.4 设 f(x) =

n∑
i=0

aix
i 是整系数多项式且 |a0| >

n∑
i=1

|ai| ．如果 a0 为素数或
√

|a0| −
√

|an| < 1 ，证

明 f(x) 在有理数域上不可约．

证明. 对 f(x) = 0 的任何复数根 x，如果 |x| < 1 则有

anx
n + ...+ a1x+ a0 = 0 ⇒ |a0| ≤ |an| |x|n + ...+ |a1| |x| ≤ |an|+ ...+ |a1|

与条件矛盾，所以 f(x) = 0 的所有根都在单位圆之外

假设 f(x) = g(x)h(x) 分解为了两个整系数多项式乘积，若 a0 是素数，则可以设

f (x) = (bmx
m + ...+ b1x+ 1)

(
ckx

k + ...+ c1x+ p
)

考虑第一个因子的所有根，由韦达定理可知 |x1...xm| = 1

|bm|
≤ 1 与所有根模长大于 1 矛盾

如果
√

|a0| −
√
|an| < 1，则同样设

f (x) = (bmx
m + ...+ b1x+ b0)

(
ckx

k + ...+ c1x+ c0
)

设分解出来第一个多项式的根为 x1, ..., xm，第二个多项式的根为 y1, ..., yk，则有

|x1...xm| =
∣∣∣∣ b0bm

∣∣∣∣ > 1, |y1...yk| =
∣∣∣∣ c0ck
∣∣∣∣ > 1 ⇒ |b0| ≥ |bm|+ 1, |c0| ≥ |ck|+ 1

根据条件有

1 +
√
|an| >

√
|a0| =

√
|b0c0| ≥

√
(1 + |bm|) (1 + |ck|) ≥ 1 +

√
|bmck| = 1 +

√
|an|

导致矛盾，所以不可约
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例题 7.1.5 1. 设 n 为正整数，f0(x), f1(x), . . . , fn−1(x) 都是数域 P 上的多项式，并且 xn − 1 | f0 (xn) +
xf1 (x

n) + · · ·+ xn−1fn−1 (x
n)，证明 x− 1 | fi(x), i = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

2. 设 n ≥ 2 是正整数，多项式 f1(x), ..., fn(x) 满足

xn−1 + xn−2 + ...+ 1
∣∣f1 (xn) + xf2 (x

n) + ...+ xn−1fn (x
n)

证明：存在常数 c 使得 (x− 1)
n

∣∣∣∣∣
n∏

i=1

(fi (x)− c)

证明. 1. 设 ε = e
2πi
n 是 n 次单位根，对任意 1 ≤ k ≤ n 代入有 f0 (1) + εkf1 (1) + ...+ εk(n−1)fn−1 (1) = 0，也即

f0 (1) + f1 (1) + ...+ fn−1 (1) = 0

f0 (1) + εf1 (1) + ...+ εn−1fn−1 (1) = 0

· · ·
f0 (1) + εn−1f1 (1) + ...+ ε(n−1)2fn−1 (1) = 0

系数矩阵对应范德蒙德行列式，所以只有零解，故 x− 1|fi(x) 对 0 ≤ i ≤ n− 1 都成立

2. 记 c =
f1 (1) + ...+ fn (1)

n
, gi (x) = fi (x)− c，则根据定义有 g1 (1) + ...+ gn (1) = 0

结合条件可知，代入 x = εk, k = 1, 2, ..., n− 1 可以得到与前面一样的 n− 1 个方程，于是总共有 n 个方程，同

样由范德蒙德行列式知只有零解，这就说明了 g1(1) = ... = gn(1) = 0，也即 fi(1) = c, ∀1 ≤ i ≤ n，结论得证

注释 7.1.2： 如果第二问和前面一样做，会发现少一个方程，因此需要待定系数自己引入常数 c 补上最后一

个方程
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7.2 综合问题 第七章 多项式

7.2 综合问题

例题 7.2.1 设 n = 2024，V 是全体次数不超过 n−1的多项式构成的线性空间，设 f(x), g(x)是 n次首一多项

式，定义 V 上的线性变换 T1, T2 为 T1(h) = fh除以g的余式, T2(h) = gh除以f的余式, ∀h ∈ V，证明：detT1 = detT2

证明. 方法一：取一组基 1, x, ..., xn−1，先关注 T1，则带余除法有 xkf (x) = qk (x) g (x)+ rk (x)，说明各个 rk(x) 即

为 xk 在 T1 作用之下的像，移项得到 qk (x) g (x) = xkf (x)− rk (x)，观察这个等式可知，各个 −rk(x) 就是 qk(x)

在 T2 作用下的像，我们来看 qk(x) 和 xk 之间的关系

显然 qk(x) 是首一的 k 次多项式，因此

(q0 (x) , q1 (x) , ..., qn−1 (x)) =
(
1, x, ..., xn−1

)
1 ∗

. . .

1

 =
(
1, x, ..., xn−1

)
C

这里 C 是对角线全是 1 的上三角矩阵，进而各个 qk(x) 也是一组基，所以

T1
(
1, x, ..., xn−1

)
= (r0 (x) , r1 (x) , ..., rn−1 (x)) =

(
1, x, ..., xn−1

)
M

T2 (q0 (x) , q1 (x) , ..., qn−1 (x)) = − (r0 (x) , r1 (x) , ..., rn−1 (x)) =
(
1, x, ..., xn−1

)
(−M)

⇒ T2
(
1, x, ..., xn−1

)
=
(
1, x, ..., xn−1

) (
−MC−1

)
这样就得到了表示矩阵，因此 detT1 = |M | , detT2 =

∣∣−MC−1
∣∣ = (−1)

n |M |，结论得证
方法二：对一般的正整数 n，实际上可以准确算出来这两个线性变换的行列式

设

f (x) = (x− a1)
p1(x− a2)

p2 ...(x− am)
pm

g (x) = (x− b1)
q1(x− b2)

q2 ...(x− bk)
qk

这里 a1, ..., am 两两不同，b1, ..., bk 两两不同，各个 pi, qi 是正整数，并且 f(x), g(x) 均为首一 n 次多项式

先来计算 T1 的表示矩阵，考虑 Hermite 插值，因为 T1 是要计算除以 g(x) 的余式，所以取一组关于 g(x) 的

基函数为

l1,0 (x) , l1,1 (x) , ..., l1,q1−1 (x)

l2,0 (x) , l2,1 (x) , ..., l2,q2−1 (x)

...

lk,0 (x) , lk,1 (x) , ..., lk,qk−1 (x)

这里各个 li,j(x) 都是次数不超过 n− 1 的多项式，满足：li,j(x) 在 bi 处的 j − 1 阶导数为 1，在 bi 处的其余各

阶导数以及在其余 bt 处的各阶导数均为零

显然这些 li,j(x) 线性无关，因此它们构成了 n− 1 次多项式空间的一组基，下面求 T1 在这组基下的表示矩阵

我们以各个 l1,i(x) 为例，考虑带余除法，并注意 b1 是 g(x) 的 q1 重根，结合乘积的求导法则可以得到

l1,0 (x) f (x) = u (x) g (x) + r (x)

r (b1) = l1,0 (b1) f (b1) = f (b1)

r′ (b1) = l1,0
′ (b1) f (b1) + l1,0 (b1) f

′ (b1) = f ′ (b1)

r′′ (b1) = l1,0 (b1) f
′′ (b1) = f ′′ (b1)

...

r(q1−1) (b1) = l1,0 (b1) f
(q1−1) (b1) = f (q1−1) (b1)
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同时 r(x) 在其余各个 bi 的 j 阶导数均为零，注意各个 li,j(x) 是一组基同时 deg r(x) ≤ n− 1，所以

r (x) = f (b1) l1,0 (x) + f ′ (b1) l1,1 (x) + ...+ f (q1−1) (b1) l1,q1−1 (x)

这就是线性变换 T1 在 l1,0(x) 上的作用结果，类似的往下算，容易得到

l1,1 (x) f (x) = u (x) g (x) + r (x)

r (b1) = 0, r′ (b1) = l1,1
′ (b1) f (b1) = f (b1)

r′′ (b1) = 2l1,1
′ (b1) f

′ (b1) = 2f ′ (b1) , ...

r(q1−1) (b1) = (q1 − 1) l1,1
′ (b1) f

(q1−2) (b1) = (q1 − 1) f (q1−2) (b1)

同样这个 r(x) 在其余各个 bi 的 j 阶导数均为零，所以

r (x) = f (b1) l1,1 (x) + 2f ′ (b1) l1,2 (x) + ...+ (q1 − 1) f (q1−2) (b1) l1,q1−1 (x)

这就是线性变换 T1 在 l1,1(x) 上的作用结果

以此类推，有

ri (x) = f (b1) l1,i (x) + (i+ 1) f ′ (b1) l1,i+1 (x) + ...+ Ci
q1−1f

(q1−1−i) (b1) l1,q1−1 (x)

这就是线性变换 T1 在 l1,i(x) 上的作用结果

由此可见，线性变换 T1，单看上面这些 l1,i(x)，对应的矩阵会是一个下三角矩阵，并且对角线上元素全为 f(b1)，

是一个 q1 阶方阵，对角线下方由各阶导数构成，具体系数不重要

因此，线性变换 T1 在

(l1,0 (x) , l1,1 (x) , ..., l1,q1−1 (x) , l2,0 (x) , l2,1 (x) , ..., l2,q2−1 (x) , ..., lk,0 (x) , lk,1 (x) , ..., lk,qk−1 (x))

这组基下，相应的表示矩阵为

M =


M1

. . .

Mk

 ,Mi =


f (bi)

. . .

∗ f (bi)


所以行列式 detT1 =

k∏
i=1

f(bi)
qi，也就是说，线性变换 T1 的行列式就是将多项式 f(x) 代入 g(x) 的根，并计算

乘积，同理可知 detT2 =

m∏
j=1

g(aj)
pj，由此可见，一般的，我们如果设

f (x) = (x− u1) (x− u2) ... (x− un)

g (x) = (x− v1) (x− v2) ... (x− vn)

这里允许各个 ui, vj 相同，则有

detT1 =

n∏
i=1

f (vi) =

n∏
i=1

n∏
j=1

(vi − uj) =

n∏
i,j=1

(vi − uj)

detT2 =

n∏
i=1

g (ui) =

n∏
i=1

n∏
j=1

(ui − vj) = (−1)
n2

n∏
i,j=1

(vi − uj)

⇒ detT1 = (−1)
n detT2

可以看到，恰好两个线性变换的行列式就是多项式 f(x), g(x) 的结式 Res(f, g)，并且差一个负号
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例题 7.2.2 对任意正整数 n ≥ 2，判断多项式 xn + x− 1, xn − x− 1 这两个多项式的可约性.

证明. 这类问题需要考虑“互易多项式”来解决，也就是系数反序排列对应的多项式
对于 n 次多项式 f(x)，称 f∗ (x) = xnf

(
1

x

)
为 f(x) 的互易多项式，则有以下关键引理

引理 7.2.1： 设 f(x) 是 n 次整系数多项式且 f(0) ̸= 0，f(x) 与 f∗(x) 无公共根，如果存在整系数多项式

g(x), h(x) 使得 f(x) = g(x)h(x)，则存在不等于 ±f(x),±f∗(x) 的 n 次整系数多项式 k(x) 使得 f(x)f∗(x) =

k(x)k∗(x)，进一步，如果 f(x) 首一并且 f(0) = ±1，则可以取上述 k(x) 为首一多项式.

因为

f (x) f∗ (x) = g (x)h (x) g∗ (x)h∗ (x) = (g (x)h∗ (x)) (g (x)h∗ (x))
∗

所以取 k(x) = g(x)h∗(x) 就有 f(x)f∗(x) = k(x)k∗(x)，从 f(0) ̸= 0 可知 degh(x) = degh∗(x)，于是 k(x) 是

n 次整系数多项式，如果 k(x) = ±f(x),±f∗(x)，则

g (x)h∗ (x) = ±g (x)h (x) ,±g∗ (x)h∗ (x) ⇒ g (x) = ±g∗ (x) , h (x) = ±h∗ (x)

不论哪种情况，都会导致 f(x), f∗(x) 有公共根，矛盾

显然当 f(x) 首一并且 f(0) = ±1 时，如上定义的 k(x) 首项系数为 ±1，因此可以取为首一的

注意：互易多项式相乘之后有一项的系数非常特殊，刚刚好是各项系数的平方和：

(anx
n + ...+ a1x+ a0)

(
a0x

n + a1x
n−1 + ...+ an

)
=
(
a20 + a21 + ...+ a2n

)
xn + ...

回到原题，对于 f(x) = xn − x− 1，则 f∗(x) = −xn − xn−1 + 1，如果它们有公共根，则{
xn − x− 1 = 0

−xn − xn−1 + 1 = 0
⇒

{
xn = x+ 1

xn + xn−1 = 1
⇒ xn−2 = −1, xn = −x2 = x+ 1, x3 = 1

容易知道是矛盾的，进而它们无公共根，假如 f(x) 可约，则根据引理知道存在 k(x) = anx
n + ...+ a1x+ a0 使

得 k(x)k∗(x) = f(x)f∗(x)，展开有

k (x) k∗ (x) = (xn − x− 1)
(
−xn − xn−1 + 1

)
= −x2n − x2n−1 + xn+1 + 3xn + xn−1 − x− 1

对比 xn 项系数可知 k(x) 只含有三项，进而形如 xn + akx
k − 1，同时这个多项式不等于 ±f(x),±f∗(x)，代入

验证易知矛盾

对于多项式 f(x) = xn + x − 1，检查 f∗(x) = −xn + xn−1 + 1 与 f(x) 的公共根情况，可知当且仅当 n = 5

时它们有公共根，于是 n ̸= 5 时，同上操作可知，一旦可约，就会存在 k(x) = xn + akx
k − 1 这样的多项式使得

k(x)k∗(x) = f(x)f∗(x)，同时这个多项式不等于 ±f(x),±f∗(x)，展开易知矛盾
而 n = 5 时恰好可以因式分解：x5 + x− 1 =

(
x2 − x+ 1

) (
x3 + x2 − 1

)
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7.3 练习题

习题 7.3.1 设 f(x1, ..., xn) 是 n 元反对称多项式，也即交换任意两个变量位置，多项式都会改变正负号，证

明：存在对称多项式 g(x1, ..., xn) 使得

f (x1, ..., xn) = g (x1, ..., xn)
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi).

习题 7.3.2 对任意正整数 n ≥ 2，判断多项式 xn + x+ 1, xn − x+ 1 这两个多项式的可约性.
习题 7.3.3 设 f(x)是 m次多项式，证明：存在次数不超过 m+1的多项式 F (x)，使得 F (n) = f(0)+ f(1)+

...+ f(n− 1) 对任意正整数 n 恒成立

习题 7.3.4 设 a1, a2, ..., an ∈ Z 互不相同，判断 f (x) = (x− a1) (x− a2) ... (x− an) + 1 在 Q 上的可约性.
习题 7.3.5 设 f(x) 为次数不小于 1 的实系数多项式，k 为实数，并且 f(x) 的每个复根的实部都小于 k− 1

2
．

证明：|f(k − 1)| < |f(k)|.
习题 7.3.6 求大于 2020 的最小正整数 n 使得

(
x6 + x4

)n − x4n − x6 =
(
x4 + x2 + 1

)
g(x)，其中 g(x) 为整系

数多项式．

习题 7.3.7 设 p = 10nan + 10n−1an−1 + ... + a0, ai ∈ {0, 1, ..., 9} 为素数，证明：多项式 f (x) = anx
n +

an−1x
n−1 + ...+ a0 在 Q 中不可约.
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第八章 矩阵

本期矩阵专题主要围绕高代 1 展开，因此不涉及 Jordan 标准型，二次型和内积空间（谢起鸿第 7,8,9 章），特
征值部分也只是稍有涉及。高代 2 的标准型理论对于研究矩阵有着非常重要的作用，而高代 1 中学习的标准型就只
有相抵标准型，所以这一节将回避掉与相似或者合同标准型有关的题目，留到下一期讲。注意：考研与竞赛当中高

代 1 和高代 2 同等重要，并非大多数问题都依赖于标准型理论，所以都需要重视。
本专题将用四次课讲完，其中行列式部分除去掌握基本方法外，还应熟悉著名矩阵的行列式结果（因为很常用），

主要是范德蒙德矩阵，柯西矩阵还有循环矩阵，课本上通常只有这些矩阵的行列式结果，并没有其逆矩阵相关的内

容，实际上它们的逆矩阵都是可以求出来的，只不过比较复杂（也不需要记住，背下来行列式的结论，知道逆矩阵

的推导方法就可以了），下面是相应的基础知识补充：

命题 8.0.1: 范德蒙德矩阵

方阵 V =


1 x1 · · · xn−1

1

1 x2 · · · xn−1
2

...
...

...

1 xn · · · xn−1
n

 称为范德蒙德矩阵，其行列式为 |V | =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi).

注释 8.0.1： 逆矩阵可以用插值的方法算出来，其 (i, j) 元是多项式 gj (t) =
∏
k ̸=j

t− xk
xj − xk

中 ti−1 项的系数.

命题 8.0.2: 柯西矩阵

方阵 C =

(
1

ai + bj

)
n×n

称为柯西矩阵，其逆矩阵的 (i, j) 元记为 C−1(i, j)，则有

|C| =

∏
1≤i<j≤n

(aj − ai) (bj − bi)

n∏
i,j=1

(ai + bj)
, C−1 (i, j) =

n∏
p=1

(aj + bp) (bi + ap)

(aj + bi)
∏
p ̸=j

(aj − ap)
∏
p ̸=i

(bi − bp)

并且矩阵 C−1 的各个全体元素之和为

n∑
k=1

(ak + bk).

注释 8.0.2： 柯西矩阵与范德蒙德矩阵是有关联的，计算逆矩阵时候要用到范德蒙德矩阵的结果
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命题 8.0.3: 循环矩阵

方阵 C =


c0 c1 · · · cn−1

cn−1 c0
. . .

...
...

. . .
. . . c1

c1 · · · cn−1 c0

称为循环矩阵，J =

(
0 In−1

1 0

)
称为基础循环矩阵，记 f(x) =

c0 + c1x+ ...+ cn−1x
n−1，w = e

2πi
n 为 n 次单位根，V =

(
w(i−1)(j−1)

)
n×n
是范德蒙德矩阵，则有

C = f (J) , V −1CV = diag
(
f (1) , f (w) , ..., f

(
wn−1

))
, |C| =

n−1∏
k=0

f
(
wk
)
, C−1 (s, t) =

1

n

n−1∑
k=0

w(s−t)k

f (wk)

注释 8.0.3： 概括下来核心就是两件事情：循环矩阵是基础循环矩阵的多项式；循环矩阵可以用范德蒙德矩

阵来对角化，最后的逆矩阵计算同样需要用到范德蒙德矩阵求逆的结果

课上会证明柯西矩阵相关的结果（顺带包括范德蒙德矩阵），循环矩阵相应的推导时间原因留给大家自行完成，

这几个命题的证明也可以去看王新茂的线性代数教材行列式部分，基本上全都有。

解决行列式问题要特别注意矩阵分解配合降阶公式的手法（本质是分块矩阵行列式），许多其余方法难以操作

的题目（例如 15 届 CMC 高代）用这个方法做会有奇效，往往是分解成秩为 1 或者 2 的几个矩阵相加的形式。

平时做题应当先思考题目在考什么，用标准型或者一些不妨设能否简化问题，如果不能那就说明考点不是这个

（大部分题目都能简化），此时没有通法，只能临场发挥。对于数论与组合类型的题目，基本上考察内容与大学数学

没有关系，完全是高中竞赛的思想，此时你的关注点一定不要是想着能用哪个高代定理解决，而是应该将其当成高

中数学问题来思考和找规律。

最后复习一下很多人总是记不住的比内柯西公式和拉普拉斯定理，它们形式相近但是功能不同：

定理 8.0.1: 比内-柯西公式

设 A 是 m× n 矩阵，B 是 n×m 矩阵，这里 m < n，则

|AB| =
∑

1≤i1<i2<...<im≤n

A

(
1 2 · · · m

i1 i2 · · · im

)
B

(
i1 i2 · · · im

1 2 · · · m

)

定理 8.0.2: 拉普拉斯定理

设 A 是 n 阶方阵，取定并按照 i1 < i2 < ... < ik 这 k 行展开，记 Ã 是 A 删去某些行列之后，对应的

n− k 阶代数余子式（相应行列式添加符号 (−1)p+q,p, q 分别是行指标之和与列指标之和），则有

|A| =
∑

1≤j1<j2<...<jk≤n

A

(
i1 i2 · · · ik

j1 j2 · · · jk

)
Ã

(
i1 i2 · · · ik

j1 j2 · · · jk

)
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8.1 行列式计算方法

例题 8.1.1 计算 n 阶缺项范德蒙德行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

x1 x2 x3 · · · xn
...

...
...

...

xn−2
1 xn−2

2 xn−2
3 · · · xn−2

n

xn1 xn2 xn2 · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
证明. 添加一行一列将其变成通常的范德蒙德行列式即可，考虑∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1

x1 x2 · · · xn xn+1

...
...

...
...

xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n xn−1

n+1

xn1 xn2 · · · xnn xnn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
根据范德蒙德行列式，上式为

∏
1≤i<j≤n+1

(xj − xi)

将其按照最后一列展开，xn−1
n+1 项的系数，就是题中行列式再添一个负号，因此将以上乘积展开，并按照 xn+1

项来整理，可知本题答案是

(x1 + x2 + ...+ xn)
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)
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命题 8.1.1: 柯西矩阵

方阵 C =

(
1

ai + bj

)
n×n

称为柯西矩阵，其逆矩阵的 (i, j) 元记为 C−1(i, j)，则有

|C| =

∏
1≤i<j≤n

(aj − ai) (bj − bi)

n∏
i,j=1

(ai + bj)
, C−1 (i, j) =

n∏
p=1

(aj + bp) (bi + ap)

(aj + bi)
∏
p ̸=j

(aj − ap)
∏
p ̸=i

(bi − bp)

并且矩阵 C−1 的各个全体元素之和为

n∑
k=1

(ak + bk).

证明. 我们只需计算柯西矩阵的行列式和逆矩阵的元素和，至于逆矩阵的 (i, j)元，注意柯西矩阵的每一个代数余子

式都是柯西行列式，所以可以直接套用柯西行列式的结果，进行整理便能算出（化简过程略）

设

p (x) = (x+ a1) (x+ a2) ... (x+ an) , pk (x) =
p (x)

x+ ak

则有
1

ai + bj
=
pi (bj)

p (bj)
，进一步设 pi (x) = ui1 + ui2x+ ...+ uinx

n−1, 1 ≤ i ≤ n，矩阵分解有

C =


p1 (b1)

p (b1)
· · · p1 (bn)

p (bn)
...

...
pn (b1)

p (b1)
· · · pn (bn)

p (bn)

 =


p1 (b1) · · · p1 (bn)
...

...

pn (b1) · · · pn (bn)




1

p (b1)
. . .

1

p (bn)




p1 (b1) · · · p1 (bn)
...

...

pn (b1) · · · pn (bn)

 =
(
ui1 + ui2bj + ...+ uinb

n−1
j

)
n×n

=


u11 · · · u1n
...

...

un1 · · · unn




1 1 · · · 1

b1 b2 · · · bn
...

...
...

bn−1
1 bn−1

2 · · · bn−1
n


题干里面只有各个 ai, bj，所以希望让所有 uij 消失，根据 pi(x) 的定义可知

pi (x) =
∏
k ̸=i

(x+ ak), pi (−aj) = δij
∏
k ̸=i

(−aj + ak) = ui1 + ui2 (−aj) + ...+ uin(−aj)n−1

⇒


p1 (−a1) · · · p1 (−an)

...
...

pn (−a1) · · · pn (−an)

 =


u11 · · · u1n
...

...

un1 · · · unn




1 1 · · · 1

−a1 −a2 · · · −an
...

...
...

(−a1)n−1
(−a2)n−1 · · · (−an)n−1



⇒


u11 · · · u1n
...

...

un1 · · · unn

 =


p1 (−a1)

. . .

pn (−an)




1 1 · · · 1

−a1 −a2 · · · −an
...

...
...

(−a1)n−1
(−a2)n−1 · · · (−an)n−1


−1

89



8.1 行列式计算方法 第八章 矩阵

把这个结果带进去，让 uij 全消失，可得 C 的分解式

C =


p1 (−a1)

. . .

pn (−an)




1 · · · 1

−a1 · · · −an
...

...

(−a1)n−1 · · · (−an)n−1


−1

1 · · · 1

b1 · · · bn
...

...

bn−1
1 · · · bn−1

n




1

p (b1)
. . .

1

p (bn)


利用已知的范德蒙德行列式结果，在上式两端取行列式可知

|C| =

n∏
i=1

pi (−ai)
n∏

i=1

p (bi)

∏
1≤i<j≤n

(bj − bi)∏
1≤i<j≤n

(ai − aj)
=

∏
1≤i<j≤n

(aj − ai) (bj − bi)

n∏
i,j=1

(ai + bj)

下面计算 C−1 的元素和，设为 S，则有 S =
(

1 · · · 1
)
C−1


1
...

1

，利用前面的分解结果有

C−1 =


p (b1)

. . .

p (bn)




1 · · · 1

b1 · · · bn
...

...

bn−1
1 · · · bn−1

n


−1

1 · · · 1

−a1 · · · −an
...

...

(−a1)n−1 · · · (−an)n−1




1

p1 (−a1)
. . .

1

pn (−an)


为了计算 S，设

UT =
(

1 · · · 1
)

p (b1)

. . .

p (bn)




1 · · · 1

b1 · · · bn
...

...

bn−1
1 · · · bn−1

n


−1

V =


1 · · · 1

−a1 · · · −an
...

...

(−a1)n−1 · · · (−an)n−1




1

p1 (−a1)
. . .

1

pn (−an)




1
...

1


则 U, V 都是 n 维列向量，要计算 UTV，首先化简 V

V =


1 · · · 1

−a1 · · · −an
...

...

(−a1)n−1 · · · (−an)n−1




1

p1 (−a1)
...
1

pn (−an)

 =



n∑
k=1

1

pk (−ak)
...

n∑
k=1

(−ak)n−1

pk (−ak)


运用拉格朗日插值可以证明以下经典问题

q (x) = (x− t1) (x− t2) ... (x− tn) , qk (x) =
q (x)

x− tk
⇒

n∑
k=1

tik
qk (tk)

=


0, 0 ≤ i ≤ n− 2

1, i = n− 1

t1 + t2 + ...+ tn, i = n
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这里 t1, t2, ..., tn 两两不同，n 是任意正整数，0 ≤ i ≤ n

注意

n∑
k=1

tik
qk (tk)

是 n− 1 次多项式 f (x) =

n∑
k=1

tik
∏
j ̸=k

x− tj
tk − tj

的 xn−1 项系数，并且 f (tk) = tik, 1 ≤ k ≤ n，所

以若 0 ≤ i ≤ n− 1，则 f(x)− xi 这个次数不超过 n− 1 的多项式在 n 个点 t1, t2, ..., tn 处均为零，故 f(x) = xi 恒

成立，对比两边 xn−1 项系数可知

n∑
k=1

tik
qk (tk)

=

{
0, 0 ≤ i ≤ n− 2

1, i = n− 1

对于 i = n 的情况，则 n 次多项式 f(x)− xn 在 x = t1, t2, ..., tn 处均为零，所以 q(x)|f(x)− xn 且

f (x) = xn + λ (x− t1) (x− t2) ... (x− tn)

注意 f(x) 的次数不超过 n− 1，所以必须 λ = −1 也即 f (x) = xn − (x− t1) (x− t2) ... (x− tn)，现在对比两

边 xn−1 项系数可知

n∑
k=1

tnk
qk (tk)

= t1 + t2 + ...+ tn，本结论得证

回到原题，便有 V =



n∑
k=1

1

pk (−ak)
...

n∑
k=1

(−ak)n−1

pk (−ak)


=


0
...

0

1

，于是逆矩阵元素和 UTV 就是 U 的最后一个分量

根据 U 的定义有
1 b1 · · · bn−1

1

...
...

...

1 bn · · · bn−1
n

U =


p (b1)

. . .

p (bn)




1
...

1

 =


p (b1)
...

p (bn)


下面来计算范德蒙德矩阵的逆，设

1 b1 · · · bn−1
1

...
...

...

1 bn · · · bn−1
n




w11 · · · w1n

...
...

wn1 · · · wnn

 = I ⇒ w1j + w2jbi + ...+ wnjb
n−1
i = δij

考虑 gj (x) = w1j + w2jx+ ... + wnjx
n−1, 1 ≤ j ≤ n 便有 gj(xi) = δij 并且 gj(x) 是次数不超过 n− 1 的多项

式，所以 gj (x) =
∏
k ̸=j

x− bk
bj − bk

，因此逆矩阵的 (i, j) 元就是
∏
k ̸=j

x− bk
bj − bk

的展开式中 xi−1 项系数

由此可见

U =


1 b1 · · · bn−1

1

...
...

...

1 bn · · · bn−1
n


−1

p (b1)
...

p (bn)

 =


∗ · · · · · · ∗
∗ · · · · · · ∗∏

k ̸=1

1

b1 − bk

∏
k ̸=2

1

b2 − bk
· · ·

∏
k ̸=n

1

b1 − bk




p (b1)
...

p (bn)


因此逆矩阵元素和也即 U 的最后一个分量，为 S =

n∑
j=1

p (bj)
∏
k ̸=j

1

bj − bk
，也是 F (x) =

n∑
j=1

p (bj)
∏
k ̸=j

x− bk
bj − bk

展开式中 xn−1 项系数，注意 F (bk) = p(bk) 对 1 ≤ k ≤ n 成立，结合多项式的次数可知

F (x) = (x+ a1) (x+ a2) ... (x+ an)− (x− b1) (x− b2) ... (x− bn)

对比 xn−1 项系数，因此逆矩阵元素和为

n∑
k=1

(ak + bk)，结论得证
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例题 8.1.2 证明： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Cr
r+1 Cr+1

r+1 0 · · · 0 0

Cr
r+2 Cr+1

r+2 Cr+2
r+2 · · · 0 0

...
...

...
...

...

Cr
n−2 Cr+1

n−2 Cr+2
n−2 · · · Cn−2

n−2 0

Cr
n−1 Cr+1

n−1 Cr+2
n−1 · · · Cn−2

n−1 Cn−1
n−1

Cr
n Cr+1

n Cr+2
n · · · Cn−2

n Cn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= Cr

n

证明. 先举个简单例子运算一下：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 1

a21 a22 1

a31 a32 a33 1

a41 a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11

∣∣∣∣∣∣∣∣
a22 1

a32 a33 1

a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 1

a31 a33 1

a41 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11

∣∣∣∣∣∣∣∣
a22 1

a32 a33 1

a41 a42 a43

∣∣∣∣∣∣∣∣− a21

∣∣∣∣∣ a33 1

a43 a44

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ a31 1

a41 a44

∣∣∣∣∣
= a11

∣∣∣∣∣∣∣∣
a22 1

a32 a33 1

a41 a42 a43

∣∣∣∣∣∣∣∣− a21

∣∣∣∣∣ a33 1

a43 a44

∣∣∣∣∣+ a31 |a44| − a41

由此可见规律，这样子的行列式如果一直展开，则可以写成每一个第一列元素，乘以右下方对应的子式，然后

求和，一加一减的形式

对应到本题中，我们记题干左边的行列式为 f(n, r)，则根据上述规律有

f (n, r) = Cr
r+1f (n, r + 1)− Cr

r+2f (n, r + 2) + Cr
r+3f (n, r + 3) + ...+ (−1)

n−r+1
Cr

nf (n, n)

因此采用数学归纳法，就只需要验证一个高考恒等式：

Cr
n = Cr

r+1C
r+1
n − Cr

r+2C
r+2
n + Cr

r+3C
r+3
n + ...+ (−1)

n−r+1
Cr

nC
n
n

因为

Cr+k
n Cr

r+k =
n!

(r + k)! (n− r − k)!

(r + k)!

r!k!
=

n!

r! (n− r)!

(n− r)!

k! (n− r − k)!
= Cr

nC
k
n−r

代入知只要证明

1 = C1
n−r − C2

n−r + C3
n−r − ...+ (−1)

n−r+1
Cn−r

n−r

利用二项式定理，这个是显然成立的
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例题 8.1.3 计算 n 阶行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ 1 a+ 2 a+ 3 · · · a+ n

a+ 2 a+ 3 a+ 4 · · · a+ 1

a+ 3 a+ 4 a+ 5 · · · a+ 2
...

...
...

...

a+ n a+ 1 a+ 2 · · · a+ n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
证明. 记所求行列式为 D，从最后一行开始，每一行减去前面一行，然后再把第 2 列到第 n 列，每一列都加到第一

列上去（注意这个时候，加之前，2− n 行矩阵每一行的元素之和均为零），可得∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ 1 a+ 2 a+ 3 · · · a+ n

a+ 2 a+ 3 a+ 4 · · · a+ 1

a+ 3 a+ 4 a+ 5 · · · a+ 2
...

...
...

...

a+ n a+ 1 a+ 2 · · · a+ n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ 1 a+ 2 a+ 3 · · · a+ n

1 1 1 · · · 1− n

1 1 1 · · · 1
...

...
...

...

1 1− n 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

na+
n (n+ 1)

2
a+ 2 a+ 3 · · · a+ n

0 1 1 · · · 1− n

0 1 1 · · · 1
...

...
...

...

0 1− n 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
na+

n (n+ 1)

2

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1− n

1 1 · · · 1
...

...
...

1− n 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
最后的行列式是 n− 1 阶的，下面来计算它∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1− n

1 1 · · · 1
...

...
...

1− n 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣


1
...

1

( 1 · · · 1
)
− n


1

. . .

1


∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣ααT − nP
∣∣

记 α =


1
...

1

 , P =


1

. . .

1

，则有 P 2 = I，根据降阶公式可知

∣∣ααT − nP
∣∣ = |P |

∣∣ααTP − nI
∣∣ = |P | (−1)

n−1
nn−1

∣∣∣∣I − 1

n
ααT

∣∣∣∣ = (−1)
(n−1)(n−2)

2 (−1)
n−1

nn−1

∣∣∣∣1− 1

n
αTα

∣∣∣∣
= (−1)

(n−1)n
2 nn−1

(
1− n− 1

n

)
= (−1)

n(n−1)
2 nn−2 ⇒ D =

(
a+

n+ 1

2

)
(−1)

n(n−1)
2 nn−1
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例题 8.1.4 设 n ≥ 3，记 θ =
2π

n
，设 n 阶方阵 A 的 (i, j) 为 aij = sin(i+ j)θ，求 |E +A2023|.

证明. 利用三角函数的和角公式 sin (i+ j) θ = sin iθ cos jθ + cos iθ sin jθ，矩阵分解并利用降阶公式有

A =


sin 2θ sin 3θ · · · sin (n+ 1) θ

sin 3θ sin 4θ · · · sin (n+ 2) θ
...

...
...

sin (n+ 1) θ sin (n+ 2) θ · · · sin 2nθ



=


sin θ cos θ
sin 2θ cos 2θ
...

...

sinnθ cosnθ


(
cos θ cos 2θ · · · cosnθ
sin θ sin 2θ · · · sinnθ

)
=MN

|λI −A| = |λI −MN | = λn
∣∣∣∣I2 − 1

λ
NM

∣∣∣∣
= λn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(
λ 0

0 λ

)
−


n∑

k=1

sin kθ cos kθ
n∑

k=1

cos2kθ
n∑

k=1

sin2kθ
n∑

k=1

sin kθ cos kθ


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
k=1

sin kθ cos kθ = 1

2

n∑
k=1

sin 2kθ = cos θ − cos (2n+ 1) θ

4 sin θ = 0

n∑
k=1

cos2kθ =
n∑

k=1

1 + cos 2kθ
2

=
n

2
,

n∑
k=1

sin2kθ =
n∑

k=1

1− cos 2kθ
2

=
n

2

⇒ |λI −A| = λn−2

∣∣∣∣∣∣
λ −n

2
−n
2

λ

∣∣∣∣∣∣ = λn−2

(
λ2 − n2

4

)

所以 |E +A2023| = 1−
(n
2

)4046
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例题 8.1.5 设 A 是 2n+1 阶方阵，ai,i+1 =
i (2n+ 1− i)

2
, ai+1,i =

1

2
, 1 ≤ i ≤ 2n，其余元素均为零，证明：A

的全部特征值为 0,±1,±2, ...,±n.

证明. 为解决本题，首先需要一个经典习题作为引理（一般的三对角矩阵并不能算出特征值通项）

引理 8.1.1： n+ 1 阶三对角行列式

Dn+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 1

n x 2

n− 1 x
. . .

. . .
. . . n

1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∏
k=0

(x+ n− 2k)

将行列式 Dn+1 记为 Dn+1(x) . 先将各行都加上后面所有的行 (即先将第 2 , 第 3, · · · , 第 n + 1 行都加到第 1

行; 然后将第 3, · · · , 第 n+ 1 行都加到第 2 行; 如此下去, 直至把第 n+ 1 行加到第 n 行), 再提取第一行的公因子,
得到

Dn+1(x) = (x+ n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1 1

n x+ n− 1 x+ n · · · x+ n x+ n

0 n− 1 x+ n− 2 · · · x+ n x+ n
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · x+ 1 x+ n

0 0 0 · · · 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

对上式右边的行列式,从最后一列开始直至第 2列,把每一列都减去前面的一列,然后按第一行展开,则Dn+1(x) =

(x+n)Dn(x−1).再利用此式,得Dn(x−1) = (x+n−2)Dn−1(x−2), 代入,得Dn+1(x) = (x+n)(x+n−2)Dn−1(x−2).

继续递推下去, 并注意到 D1(x− n) = x− n, 于是有

Dn+1(x) = (x+ n)(x+ n− 2)(x+ n− 2 · 2) · · · (x+ n− 2(n− 1))D1(x− n) =

n∏
k=0

(x+ n− 2k).

回到原题，矩阵 A =


0 1 · 2n

1 0
. . .

. . .
. . . 2n · 1
1 0


待定系数，将第一行乘以 a1 同时将第一列除以 a1，然后将第二行乘以 a2 同时第二列除以 a2，一直下去到第

2n+1 行和列，这是一个相似变换，特征值不改变，然后对比上对角线的元素（和引理里面的矩阵），以及下对角线

的元素，可以解出来（不唯一）ak =
1

(2n+ 1− k)!
, k = 1, 2, ..., 2n+1，这个过程本质上就是将题中矩阵的上下两条

线的“次数”从“2 次和 0 次”，调整成为两个 1 次，也就是引理的三对角矩阵

所以 A 相似于
1

2


0 1

2n 0
. . .

. . .
. . . 2n

1 0

，利用引理可知结论成立
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例题 8.1.6 证明：∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a2 − b2 − c2 2 (ab+ c) 2 (ca− b)

2 (ab− c) 1 + b2 − c2 − a2 2 (bc+ a)

2 (ca+ b) 2 (bc− a) 1 + c2 − a2 − b2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
(
1 + a2 + b2 + c2

)3
证明. 先假定 a2 + b2 + c2 ̸= 1，做矩阵分解有

1 + a2 − b2 − c2 2 (ab+ c) 2 (ca− b)

2 (ab− c) 1 + b2 − c2 − a2 2 (bc+ a)

2 (ca+ b) 2 (bc− a) 1 + c2 − a2 − b2


=
(
1−

(
a2 + b2 + c2

))
I + 2


a2 ab+ c ca− b

ab− c b2 bc+ a

ca+ b bc− a c2


=
(
1−

(
a2 + b2 + c2

))
I + 2


a

b

c

( a b c
)
+ 2


0 c −b
−c 0 a

b −a 0


= (1− λ) I + 2ααT + 2M,α =


a

b

c

 ,M =


0 c −b
−c 0 a

b −a 0

 , λ = a2 + b2 + c2

注意 Mα =


0 c −b
−c 0 a

b −a 0




a

b

c

 =


0

0

0

，因此
(1− λ) I + 2ααT + 2M = ((1− λ) I + 2M)

(
I +

2

1− λ
ααT

)
所以 ∣∣(1− λ) I + 2ααT + 2M

∣∣ = |(1− λ) I + 2M |
∣∣∣∣I + 2

1− λ
ααT

∣∣∣∣∣∣∣∣I + 2

1− λ
ααT

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1 + 2

1− λ
αTα

∣∣∣∣ = 1 +
2

1− λ
λ =

λ+ 1

1− λ

|(1− λ) I + 2M | =

∣∣∣∣∣∣∣∣


1− λ 2c −2b

−2c 1− λ 2a

2b −2a 1− λ


∣∣∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)

3
+ 4

(
a2 + b2 + c2

)
(1− λ)

= (1− λ)
3
+ 4λ (1− λ) = (1− λ)

(
λ2 + 2λ+ 1

)
= (1− λ) (1 + λ)

2

⇒
∣∣(1− λ) I + 2ααT + 2M

∣∣ = (1 + λ)
3
=
(
1 + a2 + b2 + c2

)3
注意题目中左右两边均为关于 a, b, c 的三元多项式，且除去单位球面，这两个多项式均是相等的，因此对一切

a, b, c，这两个多项式都相等（如果 n 元多项式在某个开集中恒为零，那么这个多项式恒为零，可以用求偏导配合归

纳的方法快速说明），结论得证

注释 8.1.1： a2 + b2 + c2 = 1 时候，式子变成
∣∣(1− λ) I + 2ααT + 2M

∣∣ = ∣∣2ααT + 2M
∣∣ = 8

∣∣ααT +M
∣∣，也

可以直接去验证
∣∣ααT +M

∣∣ = 1 由此完成证明，不过可能不好算
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8.2 线性方程组想法

例题 8.2.1 设线性方程组 AX = β有解，其中 A = (aij)m×n 是数域 F 上的矩阵，X = (x1, x2, · · · , xn)T ,β =

(b1, b2, · · · , bm)
T
。对于某个 k(1 ⩽ k ⩽ n) ，证明：该方程组的任意解的第 k 个分量都为 0 的充分必要条件是，划

去增广矩阵 (A,β) 的第 k 列后秩要减少 1 ．

证明. 设 A = (α1, α2, ..., αn)，则已知条件为 β 可以写成 α1, α2, ..., αn 的线性组合

只需对 k = 1 证明（其余 k 同理），翻译一下可知，要证明的是“存在 λ ̸= 0 使得 β − λα1 可用 α2, ..., αn 线

性表出”等价于“r (α1, α2, ..., αn, β) = r (α2, ..., αn, β)”（因为秩要么少 1 要么不变）

而 r (α1, α2, ..., αn, β) = r (α2, ..., αn, β) 等价于后者的极大无关组是前者的极大无关组，也等价于 α1 可以用

α2, ..., αn, β 线性表出

故只要证：“存在 λ ̸= 0 使得 β − λα1 可用 α2, ..., αn 线性表出”等价于“α1 可以用 α2, ..., αn, β 线性表出”

假如 α1 可以用 α2, ..., αn, β 线性表出，设 α1 = c2α2+ ...+cnαn+ tβ，如果 t ̸= 0，则 β− 1

t
α1 可以用 α2, ..., αn

线性表出，结论成立

如果 t = 0，则 α1 = c2α2 + ...+ cnαn，又因为 β 可以用成 α1, α2, ..., αn 线性表出，则对任意 λ，显然 β − λα1

可用 α2, ..., αn 线性表出，结论成立

假如存在 λ ̸= 0 使得 β − λα1 可用 α2, ..., αn 线性表出，除以 −λ 再移项可知 α1 可以用 α2, ..., αn, β 线性表

出，结论得证
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例题 8.2.2 设一列矩阵 Ai, Bi 均为 k × n 的，这里 k ≤ n，并且对每个 i 都有 Aix = 0 与 Bix = 0 同解，如

果矩阵序列 Ai → A,Bi → B 并且 A,B 还是行满秩矩阵，证明：Ax = 0 与 Bx = 0 同解.

证明. 如果 k = n，则 A,B 都是可逆矩阵，自然 Ax = 0, Bx = 0 都只有零解，显然成立，以下设 k < n

注意对所有矩阵同时相抵变换

Ai → PAiQ,Bi → PBiQ,A→ PAQ,B → PBQ

不改变条件和结论，因此不妨是 B 为它的相抵标准型 B = (Ik, 0)，则只需要证明 A = (M, 0)，也即 A 除去前

k 列外均为零，则结合满秩便可得证

反证法：设 A 的后 n− k 列中某个元素非零，记为 A(s, t) = δ ̸= 0，其中 t ≥ k + 1，对任意 ε > 0，根据条件

可知，存在矩阵 AN , BN 使得

AN = (aij)k×n, BN = (bij)k×n

|bii − 1| < ε, i = 1, 2, ..., k, |bij | < ε, ∀i ̸= j

因为 ANx = 0, BNx = 0 同解，所以它们的行向量组等价，于是有实数 p1, p2, ..., pk 使得

p1 (b11, ..., b1n) + p2 (b21, ..., b2n) + ...+ pk (bk1, ..., bkn) = (as1, ..., ast, ..., asn)

考虑 ast，对应方程

p1b1t + p2b2t + ...+ pkbkt = ast = δ

p1, ..., pk 中有一个绝对值最大的，设为 pi（自然 i ≤ k < t），则一方面有

|δ| = |p1b1t + p2b2t + ...+ pkbkt| ≤ kε |pi| ⇒ |pi| ≥
|δ|
kε

另一方面，我们关注第 i 个分量，有

|asi| = |p1b1i + p2b2i + ...+ pkbki|
≥ 2 |pibii| − |p1b1i| − |p2b2i| − ...− |pkbk1|
≥ |pi| (2 |bii| − |b1i| − |b2i| − ...− |bki|)

≥ |δ|
kε

(1− kε)

换句话说，对任意 ε > 0，矩阵序列 A1, A2, ... 中，都存在某个矩阵 AN 使得其 (s, 1), (s, 2), ..., (s, k) 元中，某

一个元素的绝对值大于等于
|δ|
kε

(1− kε)

注意 ε→ 0 时上式趋于正无穷，结合 ε 的任意性可知，矩阵序列中 (s, 1), (s, 2), ..., (s, k) 这 k 个位置的元素对

应的 k 个数列中，至少有一个是无界的

而 Ai → A，因此矩阵各个位置的元素分别都是收敛数列，这与无界矛盾，结论得证

注释 8.2.1： 本题的想法很简单，比如说 A(1, k + 1)，那么当 N 很大时候，矩阵 AN 的 (k + 1, 1) 元就会接

近 1，比较大，而条件线性方程组同解告诉我们 AN 的第一行可以写成 BN 的行向量的线性组合，可是根据

B = (Ik, 0) 知道 BN 的第 k + 1 列，每一个元素都很小，于是线性组合要想凑出 1，就必须有某个系数很大，

假设就是对应于 BN 第一行的系数，也是各个系数里面最大的

现在关注 (1, 1) 元，这个很大的系数配上 BN 的 (1, 1) 元，一个接近 1 的较大数字，乘起来就会非常非常大，

而剩下 k− 1 个系数对应相乘的数字都趋于零，所以整体较小，这样就“拉不回来，无法弥补”了，导致 AN

的 (1, 1) 元特别大，很明显矩阵收敛应当得到 (1, 1) 是有界数列，如此引发矛盾

以上写法和上课的解法本质相同，表述形式略有区别，自行选择
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例题 8.2.3 设 {Ai}i∈I , {Bi}i∈I 是数域 F 上两个矩阵集合，称他们在 F 上相似，如果存在 F 上与 i ∈ I 无

关的可逆矩阵 P ，使得 P−1AiP = Bi, ∀i ∈ I。证明：有理数域 Q 上两个矩阵集合 {Ai}i∈I , {Bi}i∈I ，如果它们在

实数域 R 上相似，则它们在有理数域 Q 上也相似．

证明. 我们希望把一族矩阵（可能无限甚至不可数个）转化为有限个矩阵的问题，先证明一个引理

引理 8.2.1： 设 V 是 n 维线性空间，{Vi} |i∈I 是一族子空间，则存在有限个指标 j1, j2, ..., jk 使得
⋂
i∈I

Vi =

Vj1 ∩ Vj2 ∩ · · · ∩ Vjk

反证法，则 I 是无限集，任取一个 j1 ∈ I，则
⋂
i∈I

Vi ̸= Vj1 ⇒
⋂
i∈I

Vi ⊊ Vj1

所以存在 α1 ∈ Vj1 , α1 /∈
⋂
i∈I

Vi 也即存在 j2 ̸= j1 使得 α1 /∈ Vj2，因此

Vj1 ∩ Vj2 ⊊ Vj1 ⇒ dim (Vj1 ∩ Vj2) ⩽ dimVj1 − 1 ⩽ n− 1

根据反证法，
⋂
i∈I

Vi ̸= Vj1 ∩ Vj2 ⇒
⋂
i∈I

Vi ⊊ Vj1 ∩ Vj2，同理可知存在 j3 ̸= j1, j2 使得

Vj1 ∩ Vj2 ∩ Vj3 ⊊ Vj1 ∩ Vj2 ⇒ dim (Vj1 ∩ Vj2 ∩ Vj3) ⩽ dim (Vj1 ∩ Vj2)− 1 ⩽ n− 2

以此类推，对任意 k 都存在 j1, j2, ..., jk 使得 dim (Vj1 ∩ Vj2 ∩ · · · ∩ Vjk) ⩽ n− k，当 k ≥ n+ 1 便导致矛盾

回到原题，设

Ui = {X ∈Mn (R) |AX = XB } , Vi = {X ∈Mn (Q) |AX = XB }

则 Ui, Vi 分别是 Mn (R) ,Mn (Q) 的子空间，根据引理可知存在有限个下标使得⋂
i∈I

Ui = Uj1 ∩ Uj2 ∩ · · · ∩ Ujs ,
⋂
i∈I

Vi = Vk1 ∩ Vk2 ∩ · · · ∩ Vkt

不妨记 {j1, j2, ..., js} ∪ {k1, k2, ..., kt} = {1, 2, ...,m}，则
⋂
i∈I

Ui = U1 ∩U2 ∩ · · · ∩Um,
⋂
i∈I

Vi = V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vm

至此问题转化为有限个矩阵，已知条件是存在可逆实矩阵 P 使得 P ∈
m⋂
i=1

Ui，要证明存在可逆有理数方阵 Q

使得 Q ∈
m⋂
i=1

Vi，换句话说就是从 AiP = PBi, i = 1, 2, ...,m, P ∈ Mn(R) 可逆出发，去找 Q ∈ Mn(Q) 可逆使得

AiQ = QBi, i = 1, 2, ...,m，进一步可以转化为一个矩阵：

记 A =


A1

...

Am

 , B =


B1

...

Bm

 均为有理数矩阵，则已知为 AX = XB 有可逆实矩阵解 P，要找有理数上

的可逆阵解

考虑有理数域上的线性方程组 AX = XB（n2 个变量，mn2 个方程），设其基础解系为 X1, X2, ..., XN，则实

数域上的线性方程组 AX = XB 的全部解为 c1X1 + ...+ cNXN，这里 ci 为实数（因为这两个方程组的解空间维数

是一样的，理由就是秩不随数域扩大而改变，且显然 X1, ..., XN 在第二个方程组的解空间里面，线性无关性质依旧

保持，所以第二个方程组的基础解系就是 X1, ..., XN）

根据条件 P 是实数域上线性方程组 AX = XB 的一个解，所以存在一组实数 c1, ..., cN 使得 P = c1X1 + ...+

cNXN，考虑 N 元多项式

f (t1, t2, ..., tN ) = |t1X1 + t2X2 + ...+ tNXN |
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则 f(c1, c2, ..., cn) ̸= 0，即 f(t1, ..., tn)不是零多项式，所以存在一组有理数 q1, q2, ..., qN 使得 f(q1, q2, ..., qN ) ̸= 0，

故 Q = q1X1 + q2X2 + ...+ qNXN 是可逆的有理数方阵

根据 Xi 的定义有 AXi = XiB 对每个 i 均成立，所以 AQ = QB，Q 即为所求

注释 8.2.2： 通常的“相似不随数域扩大而改变”指的都是两个矩阵的相似，本题是一族矩阵，甚至可能是

不可数个，便无法直接用一样的办法解决，至少应先转化为有限个矩阵，好在是有限维线性空间，能够实现

这是第三届 CMC 数学类决赛题，有一定难度，尤其是要说清楚有点麻烦
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8.3 摄动法

例题 8.3.1 设 A 是 n 阶可逆方阵，证明：可以只改变 A 某一个位置的元素使得 A 不可逆.

证明. 考虑多项式

f (x1, x2, ..., xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 + x1 a12 · · · a1n

a21 + x2 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 + xn an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, f (0, 0, ..., 0) = |A| ̸= 0

按照第一列展开有

f (x1, x2, ..., xn) = (a11 + x1)A11 + ...+ (an1 + xn)An1

显然 A11, ..., An1 不全为零，不妨设 A11 ̸= 0，则可以取 x2, ..., xn 均为零，剩下的是关于 x1 的一次函数（非常

值），所以变化 x1 即可实现让矩阵 A 不可逆
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例题 8.3.2 设 A = (aij)是 n阶方阵，Aij 表示元素 aij 对应的代数余子式．设 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ir ≤ n, 1 ≤
j1 < j2 < · · · < jr ≤ n 为两组给定的指标集，证明：

A∗

(
j1 j2 · · · jr

i1 i2 · · · ir

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ai1j1 Ai2j1 · · · Airj1

Ai1j2 Ai2j2 · · · Airj2

...
...

...

Ai1jr Ai2jr · · · Airjr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= Â

(
i1 i2 · · · ir

j1 j2 · · · jr

)
|A|r−1.

证明. 首先证明，当 i1, ..., ir, j1, ..., jr 均为 1, 2, ..., r 时候结论成立，先假定矩阵可逆，要证明∣∣∣∣∣∣∣∣
A11 · · · A1r

...
...

Ar1 · · · Arr

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
ar+1,r+1 · · · ar+1,n

...
...

an,r+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ |A|
r−1

考虑伴随矩阵的性质 AA∗ = |A|I，根据目标式子设出分块矩阵 A =

(
X11 X12

X21 X22

)
, A∗ =

(
Y11 Y12

Y21 Y22

)
有

(
X11 X12

X21 X22

)(
Y11 Y12

Y21 Y22

)
=

(
X11Y11 +X12Y21 X11Y12 +X12Y22

X21Y11 +X22Y21 X21Y12 +X22Y22

)
=

(
|A| Ir 0

0 |A| In−r

)

要证明的是 |Y11| = |X22| |A|r−1
，由此凑一个分块矩阵乘法：(

X11 X12

X21 X22

)(
Y11 0

Y21 I

)
=

(
X11Y11 +X12Y21 X12

X21Y11 +X22Y21 X22

)
=

(
|A| Ir X12

0 X22

)

两边取行列式，然后利用可逆约掉 |A| 即可得到结论
对于不可逆的情况，存在 δ > 0 使得任意 t ∈ (0, δ) 都有 A+ tI 可逆，对矩阵 A+ tI 代入上面的结论，注意等

式两端均为关于 t 的多项式，并且对任意 t ∈ (0, δ) 两个多项式均相等，所以这两个多项式恒等，因此当 t = 0 时等

式成立，即为所求

对一般情形，令 p = i1 + i+ 2+ · · ·+ ir, q = j1 + j2 + · · ·+ jr ，将矩阵 A 的第 i1, i2, · · · , ir 行经过 (i1 − 1) +

(i2 − 2) + · · · + (ir − r) = p − 1

2
r(r + 1) 次相邻对换移至第 1, 2, · · · , r 行；再将第 j1, j2, · · · , jr 列经过 (j1 − 1) +

(j2 − 2) + · · ·+ (jr − r) = q − 1

2
r(r + 1) 次相邻对换移至第 1, 2, · · · , r 列，得到的矩阵记为 D ．

显然 |A| = (−1)p+q|D| ，Â

(
i1 i2 · · · ir

j1 j2 · · · jr

)
= (−1)p+qD̂

(
1 2 · · · r

1 2 · · · r

)
，因此要证不等式的右边一

般情形（关于 A ）与特殊情形（关于 D）相差符号 (−1)r(p+q)。

容易验证 A,D 的代数余子式之间满足关系：Aikjl = (−1)p+qDkl(1 ≤ k, l ≤ r)，于是 A∗ 的 r 阶子式每行都可

以提出公因子 (−1)p+q ，从而要证不等式的左边一般情形（关于 A）与特殊情形（关于D ）也相差符号 (−1)r(p+q)．

因此，一般情形的证明可以化为特殊情形的证明．

注释 8.3.1： 最后换行换列这里可能有点抽象，可以自己画一个矩阵感受下，行列交点处的元素，其“相对

位置”是不会变的，因此行列式不动，会变的只有行列式前面的符号（代数余子式），详细的见上课视频

102



8.3 摄动法 第八章 矩阵

例题 8.3.3 1. 设 A,B,C,D 是 n 阶方阵且 ABT = BAT，证明：

∣∣∣∣∣ A B

C D

∣∣∣∣∣ = ∣∣ADT −BCT
∣∣.

2. 设 M =

(
0 In

−In 0

)
，2n 阶方阵 A 满足 ATMA =M，证明：|A| = 1.

证明. 1. 如果 A 可逆，则直接计算就有∣∣∣∣∣ A B

C D

∣∣∣∣∣ = |A|
∣∣D − CA−1B

∣∣ = ∣∣D − CA−1B
∣∣ ∣∣AT

∣∣ = ∣∣DAT − CA−1BAT
∣∣ = ∣∣ADT −BCT

∣∣
如果 A 不可逆，则需要引入一个矩阵来摄动（注意不能用单位阵摄动！因为需要保持关系 ABT = BAT 不变，

而“单位阵摄动”代入则要求 B 是对称阵，实际上并没有这个条件），并且这个矩阵必须是可逆的（否则可能即便

让系数随便取，相应的 A+ tX 也都是不可逆矩阵）

因此，用来摄动的矩阵 X 应该满足 XBT = BXT 并且 X 可逆，现在有三种方案

方法一：利用矩阵的对称分解，设 B = S1S2，其中 S1, S2 均为对称阵并且 S1 可逆，则现在需要 XS2S1 =

S1S2X
T，直接就能看出，取 X = S1 即可满足条件（这也侧面反映了：矩阵和它的转置不仅相似，而且可以用对称

阵来实现这个相似）

方法二：利用矩阵的极分解，设 B = SO，O 是正交阵，S 是半正定实对称矩阵，则现在需要 XOTS = SOXT，

容易看出取 X = O 即可（这也侧面反映了：矩阵和它的转置不仅相似，而且可以用正交阵来实现这个相似）

方法三：利用矩阵的相抵标准型，设 B = P

(
Ir 0

0 0

)
Q，则需要

XQT

(
Ir 0

0 0

)
PT = P

(
Ir 0

0 0

)
QXT ⇔ P−1XQT

(
Ir 0

0 0

)
=

(
Ir 0

0 0

)
QXTP−T

注意 P−1XQT , QXTP−T 刚好是转置关系，自然的令它们都是单位阵即可，所以取 X = PQ−T 满足条件

任选一种方案，其中的矩阵记为 X，则可以取一列 tk → 0, tk > 0使得 A+ tkX 可逆，于是

∣∣∣∣∣ A+ tkX B

C D

∣∣∣∣∣ =∣∣(A+ tkX)DT −BCT
∣∣，注意左右两边都是关于 t 的多项式，因此令 t→ 0 即可得证

2. 设 A =

(
X Y

Z W

)
代入计算，利用第一问结论立即可得答案
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8.4 分块矩阵应用

例题 8.4.1 对于 n阶复方阵 A，证明：AAH = AHA当且仅当 r(A) = r(A2), A2AH = AHA2, A3AH = AHA3，

其中 AH 表示共轭转置.

证明. 如果 AAH = AHA 也即 A 正规，则不妨 A 为对角阵，此时结论显然成立

如果 r(A) = r(A2), A2AH = AHA2, A3AH = AHA3，假如 A 可逆，则

A2AH = AHA2 ⇒ A3AH = AAHA2 = AHA3 ⇒ AAH = AHA

结论成立，而如果 A 不可逆，注意本题的条件和结论在酉相似之下是不变的，则根据舒尔上三角化定理，不妨

设 A 为上三角阵，具体的 A =

(
0 αH

0 A1

)
，则计算有

A2 =

(
0 αHA1

0 A2
1

)
, AH =

(
0 0

α AH
1

)

A2AH =

(
0 αHA1

0 A2
1

)(
0 0

α AH
1

)
=

(
αHA1α αHA1A

H
1

A2
1α A2

1A
H
1

)

AHA2 =

(
0 0

α AH
1

)(
0 αHA1

0 A2
1

)
=

(
0 0

0 ααHA1 +AH
1 A

2
1

)
⇒ αHA1α = αHA1A

H
1 = A2

1α = 0, ααHA1 +AH
1 A

2
1 = A2

1A
H
1

αHA1A
H
1 = 0 ⇒ αHA1A

H
1 α = 0 ⇒ AH

1 α = αHA1 = 0

⇒ A2 =

(
0 0

0 A2
1

)
, A2

1α = αHA1α = 0, AH
1 A

2
1 = A2

1A
H
1

A3 =

(
0 0

0 A2
1

)(
0 αH

0 A1

)
=

(
0 0

0 A3
1

)

A3AH =

(
0 0

0 A3
1

)(
0 0

α AH
1

)
=

(
0 0

A3
1α A3

1A
H
1

)

AHA3 =

(
0 0

α AH
1

)(
0 0

0 A3
1

)
=

(
0 0

0 AH
1 A

3
1

)
⇒ A3

1α = 0, A3
1A

H
1 = AH

1 A
3
1

汇总一下条件，删掉重复的，现在有

A3
1A

H
1 = AH

1 A
3
1, A

H
1 A

2
1 = A2

1A
H
1 , A

2
1α = αHA1α = 0, r (A) = r

(
A2
)

我们希望通过归纳完成证明，则只需要验证 r(A1) = r(A2
1)

注意条件表明 Ax = 0, A2x = 0 是同解的，并且 A2
1α = 0 ⇒ A2

(
0

α

)
=

(
0 0

0 A2
1

)(
0

α

)
= 0

所以

A

(
0

α

)
=

(
0 αH

0 A1

)(
0

α

)
=

(
αHα

A1α

)
= 0 ⇒ α = 0

注意 r(A) = r(A2) 并且此时 A,A2 都只有右下角 n− 1 阶的 A1 非零，所以 r(A1) = r(A2
1)

结合 A3
1A

H
1 = AH

1 A
3
1, A

H
1 A

2
1 = A2

1A
H
1 以及归纳法可知 A1 是正规矩阵，进而结论得证
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例题 8.4.2 设 V 是 n 维欧式空间，V1, V2 是 V 的非平凡子空间并且 V = V1 ⊕ V2，设 p1, p2 分别是 V 到

V1, V2 的正交投影，φ = p1 + p2，证明：0 < detφ ≤ 1 且 detφ = 1 当且仅当 V1 与 V2 正交.

证明. 因为 V1, V2 非平凡且 V = V1 ⊕ V2，所以可以取 V1 的一组标准正交基 e1, ..., er，扩充为全空间的标准正交基

e1, ..., er, ..., en，然后取 V2 的一组标准正交基 fr+1, ..., fn，扩充为全空间的标准正交基 f1, ..., fr, ..., fn

根据条件，e1, ..., er, fr+1, ..., fn 是全空间的一组基（不一定是标准正交基），设

(e1, ..., er, fr+1, ..., fn) = (e1, ..., er, er+1, ..., en)

(
Ir A

0 B

)

(e1, ..., er, fr+1, ..., fn) = (f1, ..., fr, fr+1, ..., fn)

(
C 0

D In−r

)

这里 B,C 是可逆方阵，根据投影定义，计算 p1, p2 的表示矩阵有

p1 (e1, ..., er, fr+1, ..., fn) = p1 (e1, ..., er, er+1, ..., en)

(
Ir A

0 B

)

= (e1, ..., er, er+1, ..., en)

(
Ir 0

0 0

)(
Ir A

0 B

)
= (e1, ..., er, er+1, ..., en)

(
Ir A

0 0

)

= (e1, ..., er, fr+1, ..., fn)

(
Ir A

0 B

)−1(
Ir A

0 0

)
,

( Ir A

0 B

)−1

=

(
Ir −AB−1

0 B−1

)
= (e1, ..., er, fr+1, ..., fn)

(
Ir −AB−1

0 B−1

)(
Ir A

0 0

)
= (e1, ..., er, fr+1, ..., fn)

(
Ir A

0 0

)

同理有

p2 (e1, ..., er, fr+1, ..., fn) = (e1, ..., er, fr+1, ..., fn)

(
0 0

D In−r

)

所以 φ 在这组基下的表示矩阵就是

(
Ir A

0 0

)
+

(
0 0

D In−r

)
=

(
Ir A

D In−r

)
，根据行列式降阶公式有∣∣∣∣∣ Ir A

D In−r

∣∣∣∣∣ = |I −DA|，则要证明 |I −DA| ∈ (0, 1] 且 |I −DA| = 1 当且仅当 V1, V2 正交

如果这时没有任何其他条件，那么 A,D 就是两个任意的矩阵，题目结论必然证不出来，也没道理成立，所以我

们需要进一步挖掘隐含的条件，或者说基之间的制约关系

根据定义有

(e1, ..., er, er+1, ..., en)

(
Ir A

0 B

)
= (f1, ..., fr, fr+1, ..., fn)

(
C 0

D In−r

)

注意左右都是标准正交基（换句话说基都是正交阵，乘法和逆也都是正交阵），所以(
C 0

D In−r

)(
Ir A

0 B

)−1

=

(
C 0

D In−r

)(
Ir −AB−1

0 B−1

)
=

(
C −CAB−1

D −DAB−1 +B−1

)
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是正交阵，也就是说(
C 0

D In−r

)(
Ir A

0 B

)−1

=

(
C 0

D In−r

)(
Ir −AB−1

0 B−1

)
=

(
C −CAB−1

D −DAB−1 +B−1

)
(

C −CAB−1

D −DAB−1 +B−1

)T (
C −CAB−1

D −DAB−1 +B−1

)

=

(
CT DT

−B−TATCT −B−TATDT +B−T

)(
C −CAB−1

D −DAB−1 +B−1

)
=

(
Ir 0

0 In−r

)
⇒ CTC +DTD = Ir, C

TCAB−1 +DT
(
DAB−1 −B−1

)
= 0

⇒ CTC +DTD = Ir, A = DT

这就是之前没发现的隐含条件，代入有（注意 CTC 正定，DTD 半正定，利用特征值关系和范围）

|I −DA| =
∣∣I −DDT

∣∣ = ∣∣I −DTD
∣∣ = ∣∣CCT

∣∣ > 0,
∣∣I −DDT

∣∣ ≤ 1

如果 detφ = 1，则 DTD = 0 进而 D = 0, A = 0，也就是说

(e1, ..., er, fr+1, ..., fn) = (e1, ..., er, er+1, ..., en)

(
Ir 0

0 B

)

所以 fr+1, ..., fn 都是 er+1, ..., en 的线性组合，自然与 e1, ..., er 全部是垂直的，这就证明了取等时候一定有

V1, V2 正交，结论得证

注释 8.4.1： 选取一组基，将本题转化为矩阵和行列式运算问题即可，但是最自然的基并不好用，注意本题

涉及到投影还有正交等等概念，所以基应该都取为标准正交基，这样方便运算，矩阵也会简单

注意条件有个直和，所以直接想法是取 V1 的一组标准正交基 e1, ..., er，扩充为全空间的标准正交基

e1, ..., er, ..., en，然后取 V2 的一组标准正交基 fr+1, ..., fn，扩充为全空间的标准正交基 f1, ..., fr, ..., fn

注意子空间内的向量往这个空间中投影保持不变，此时相应的矩阵是

p1 (e1, ..., er, fr+1, ..., fn) = (e1, ..., er, fr+1, ..., fn)

(
Ir A

0 B

)

p2 (e1, ..., er, fr+1, ..., fn) = (e1, ..., er, fr+1, ..., fn)

(
C 0

D In−r

)

⇒ φ = p1 + p2 =

(
Ir + C A

D B + In−r

)

四个随意的矩阵，这根本就没法算，也不可能证明出来任何结论，所以需要挖掘隐含条件

最后正交阵分块运算的时候，虽然正交阵和 UUT = I 以及 UTU = I 都是等价的，但是假如“乘反了”也即

选择了另外一个式子，则可能会算不出来，复杂且无用，只能选择我这个
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8.5 数论组合类问题

例题 8.5.1 设 A = (ak,t)k=1,1,2,...,n 是 n 级复矩阵, 满足任意主子式均为 0 . 证明:An = 0 且存在置换 σ ∈ Sn

使得矩阵
(
aσ(k),σ(t)

)
k,j=1,2···n 主对角线及下方元素均为 0 .

证明. 根据条件可知，特征多项式为 λn（因为系数是主子式之和），所以 An = 0

要证明的结论是：可以对 A 做若干次同时的交换行列，使得 A 变成上三角矩阵

如果矩阵 A 某一列全为零，则同时交换行列可以把这一列换到第一列去，也就是说不妨设 A 的第一列全为零，

然后关注右下角的那个 n− 1 阶方阵，利用归纳法就可以说明，能够对第 2, 3, ..., n 这些行列做同时的行列交换，使

得右下角方阵变成上三角，这时整个矩阵也是上三角的，结论得证

因此问题的关键在于说明：从任意主子式均为零出发，能证明某一列全为零

采用归纳法，n = 1, 2 的情况是显然成立的，如果 n− 1 时成立，对于 n 的情形

反证法：如果 A 的每一列都不全为零

我们用 A(i, i) 表示矩阵 A 删去第 i 行第 i 列之后剩下的 n− 1 阶子矩阵，根据条件可知每个 A(i, i) 的每个主

子式都为零，因此（根据归纳假设）每个 A(i, i) 都一定有一列全为零

对于 A(1, 1)，他有某一列全为零，这一列在矩阵 A 中看，对应的为第 i1 列，则 i1 ̸= 1，根据反证的假设，因

此 a1,i1 ̸= 0 并且 A 的第 i1 列除此之外所有元素均为零

对于 A(2, 2)，他有某一列全为零，这一列在矩阵 A中看，对应的为第 i2 列，则一定有 i2 ̸= 2, i1（因为 a1,i1 ̸= 0

且只要 i1 ̸= 2，那么 A(2, 2) 这个矩阵包含了 a1,i1 项，而 i1 = 2 的情况下，i2 ̸= 2 是自动成立的，因为 A(2, 2) 根

本就不含第二列），根据反证的假设，因此 a2,i2 ̸= 0 并且 A 的第 i2 列除此之外所有元素均为零

同理一直操作下去，一共 n 次，就得到了一组下标 i1, i2, ..., in，它们互不相同，所以是 1, 2, ..., n 的一个排列，

并且 A 的第 ik 列恰有一个非零元素 ak,ik，其余元素均为零

所以，矩阵 A 的每行每列都恰有一个非零元素，其余元素均为零，则根据行列式的定义有

|A| = ±a1,i1a2,i2 ...an,in ̸= 0

这与条件：A 的主子式均为零矛盾

注释 8.5.1： 任意主子式均为零这个条件明显强于幂零，证明”存在一列全为零“的灵感来源于 n 较小的情

况，容易枚举发现 n = 2, 3, 4 时候都是对的，并且一旦这个得证就可以快速解决本题，所以考虑去证明它
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例题 8.5.2 设元素全为 0, 1 的 n 阶方阵 A 满足 AAT = E + 2J，这里 J 是元素全为 1 的矩阵，证明：n = 4

且 ATA = E + 2J .

证明. 方法一：条件的等式表明 A 的每一行元素平方和是 3，不同行之间对应的乘积是 2，结合矩阵元素只有 0, 1

可知 A 的每一行都有 3 个 1，剩下的均为零，由此可知 AJ = 3J，这是因为 AJ 的 (i, j) 元就是 A 的第 i 行元素

之和，自然是 3

记 α 是元素全为 1 的列向量，根据行列式的降阶公式有∣∣AAT
∣∣ = |E + 2J | =

∣∣E + 2ααT
∣∣ = ∣∣1 + 2αTα

∣∣ = 2n+ 1

所以 A 是可逆矩阵，并且 AT = A−1 + 2A−1J，由 AJ = 3J 知 A−1J =
1

3
J，所以

AT = A−1 + 2A−1J =
2

3
J +A−1 ⇒ ATJ =

2

3
J2 +A−1J =

2n

3
J +

1

3
J =

2n+ 1

3
J

这个等式说明 AT 的每一行元素之和，也就是 A 的每一列元素之和，均为
2n+ 1

3
，而 A 的每一行元素之后均

为 3，求和即可得到
n (2n+ 1)

3
= 3n⇒ n = 4

此时，显然 A 的每一行都是 3 个 1 和 1 个 0，并且每行每列都恰有 1 个 0，因此 A 的每一列都是 3 个 1 和 1

个 0，并且不同列之间的乘积一定是 2，这就等价于要证明的式子 ATA = E + 2J，结论得证

方法二：设 A = (aij)n×n，则 AAT = (ai1aji + ai2aj2 + ...+ ainajn)n×n

条件等价于

a2i1 + a2i2 + ...+ a2in = 3, 1 ≤ i ≤ n, ai1aji + ai2aj2 + ...+ ainajn = 2, ∀i ̸= j

也就是说 A 每一行都恰有三个元素为 1，其余元素均为零，并且任意不同的两行对应的乘积均为 2，由此可见

n ≥ 3 并且 AJ = 3J，这是因为矩阵 AJ 的 (i, j) 元就是矩阵 A 的第 i 行元素之和，也就是 3

当 n = 3 时 A 只能是各个元素均为 1 的矩阵，于是 AAT = A2 = 3A = 3J ̸= E + 2J 矛盾，这说明 n ≥ 4

如果 n ≥ 5，因为交换矩阵 A 的任意两行或者任意两列，都不改变条件（交换后仍然是元素均为 0, 1 的矩阵，

并且每一行元素平方和是 3，任意不同两行的乘积是 2），并且 A 每一行都恰有三个 1，所以不妨设 A 的第一行为

(1, 1, 1, 0, ..., 0)，现在看 A 的第 2 行到第 n 行，因为第一行与第 k 行的乘积是 2，所以第 k 行前三个位置一定恰有

两个 1，并且在第 4 个位置及以后恰有一个 1，其余为零，这里 2 ≤ k ≤ n

前三个位置中选择两个位置放 1，剩下一个位置放 0 一共有三种选法，而 n ≥ 5，所以在第 2 行到第 n 行中，

必定有两行，它们前三个位置的元素对应全相同，通过交换行，不妨设这两行就是第二行和第三行，再通过交换列，

不妨设第二行为 (1, 1, 0, 1, 0, ..., 0)，第三行为 (1, 1, 0, 0, 1, 0, ..., 0)

再看第 4 行至第 n 行，首先看前三个分量，前面已经论证了这三个数字必定是；两个 1 和一个 0，如果这些行

每一行的前三个分量均为 (1, 1, 0)，则看第 2 行到第 n 行，每一行后面的 n − 3 个元素，均恰有一个 1，根据抽屉

原理必然有两行满足：它们后面 n− 3 个分量完全相同，进而这两行完全相同，对应的这两行乘积为 3，矛盾

因此，在第 4 行至第 n 行中，存在一行使得其前两个分量为一个 0 和一个 1，而前三个分量恰有两个 1，所以

第三个分量必须是 1，通过交换行列，不妨设第四行是 (1, 0, 1, ...) 其中省略号部分恰有一个 1，其余是 0

关注矩阵的前四行，矩阵 A 形如

A =



1 1 1 0 0 0 · · · 0

1 1 0 1 0 0 · · · 0

1 1 0 0 1 0 · · · 0

1 0 1 ∗ ∗ ∗ · · · ∗
· · · · · ·


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考虑第四行与第二行的乘积可知 A(4, 4) = 1，这是因为乘积为 2，再考虑第四行与第三行的乘积可知 A(4, 5) = 1，

同样是因为乘积为 2，这就导致了 A 的第四行有至少四个 1，与每行恰有三个 1 矛盾

至此我们证明了 n = 4，此时 A 的每一行均有三个 1 和一个 0，如果 A 的某两行相同，则这两行的乘积为 3，

与条件矛盾，所以 A 的四行两两不同，根据抽屉原理可知 A 的每一列恰有一个 0（因为不论是某一列没有 0 还是

某一列有至少两个 0，都会导致 A 的某两行相同，矛盾），进而 A 的每一行每一列都恰有一个 0（其余元素为 1），

所以 A 的每一列元素平方和均为 3，任意不同两列对应的的乘积均为 2，这就证明了 ATA = E + 2J 并且 n = 4.

注释 8.5.2： 方法一乘来乘去的最后竟然能把 n 解出来，比较巧妙，方法二则是纯粹的枚举与讨论，想法很

简单，但是不好写过程
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例题 8.5.3 是否存在行列式为 1 的二阶整数方阵 A,B,C ，使得 A2 +B2 = C2 或者 A4 +B4 = C4 .

证明. 1. 取 A =

(
1 1

−1 0

)
, B =

(
0 −1

1 1

)
, C =

(
0 −1

1 0

)
即可

2. 对任意二阶矩阵 A 满足 A2 − (trA)A+ (det(A))E = 0

假设有 A,B,C 满足 A4 +B4 = C4 ，令 a = tr(A), b = tr(B), c = tr(C)
则有 A4 = (aA− E)2 = a2A2 − 2aA+ E =

(
a3 − 2a

)
A+

(
1− a2

)
E

所以
(
a3 − 2a

)
A+

(
b3 − 2b

)
B +

(
2− a2 − b2

)
E =

(
c3 − 2c

)
C +

(
1− c2

)
E

两边的迹相等，则有 a4 + b4 − 4
(
a2 + b2

)
= c4 − 4c2 − 2

因此 a4 + b4 − c4 ≡ −2 (mod4)，所以 a, b 是奇数，且 c 是偶数，进而 a4 + b4 − 4
(
a2 + b2

)
≡ 2 (mod8)

于是 c4 − 4c2 − 2 ≡ −2 (mod8)，矛盾。

注释 8.5.3： 第一问是待定系数算出来的，显然不可以都取上三角或者下三角矩阵，于是考虑

A =

(
a b

c 0

)
, B =

(
0 x

y z

)
⇒ bc = xy = −1

进而 A =

(
a b

−b 0

)
, B =

(
0 x

−x y

)
, b, x = ±1，然后去计算 A2 +B2，根据行列式条件找一组解即可
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8.6 矩阵空间线性映射

例题 8.6.1 设线性映射 f : Rn×n → Rm×m 满足 f(En) = Em, f(AB) = f(A)f(B)，证明：f 为单射且 n|m.

证明. 根据定义有
f (EiiEjj) = f (0) = 0 = f (Eii) f (Ejj) , ∀i ̸= j

f (EiiEii) = f (Eii) = f(Eii)
2
, ∀1 ≤ i ≤ n

Em = f (En) = f
(
PP−1

)
= f (P ) f

(
P−1

)
⇒ f(P )

−1
= f

(
P−1

)
A = PBP−1 ⇒ f (A) = f (P ) f (B) f(P )

−1

A = PBQ⇒ f (A) = f (P ) f (B) f (Q)

由此可见，线性映射 f 保持矩阵的相似关系，相抵关系不变，自然秩也不变

根据条件，

A1 = f (E11) , ..., An = f (Enn) , A1 + ...+An = Em, AiAj = 0, A2
i = Ai

初等变换得到

r (A1) + ...+ r (An) = r


A1

A2

. . .

An

 = r


A1

A2 A2

...
. . .

An An



= r


A1 + ...+An A2 · · · An

A2 A2

...
. . .

An An

 = r


Em A2 · · · An

A2 A2

...
. . .

An An

 ,

{
A2

2 = A2

A2Ak = 0

= r


Em A2 · · · An

0 0
...

. . .

An An

 = ... = r


Em A2 · · · An

0 0
...

. . .

0 0

 = m

显然这些 Ai 是相似的，因此秩相同，故 nr(A1) = m 得到 n|m

下面证明单射，设 f(X) = 0，假如 X ̸= 0，设 X = PDQ,D =

(
Ir 0

0 0

)
, r ≥ 1

于是

f (X) = f (P ) f (D) f (Q) = 0 ⇒ f (D) = A1 + ...+Ar = 0

此时不论是看秩还是看迹，都显然矛盾，结论得证

注释 8.6.1： 证明 n|m 也可以利用迹来完成：

m = tr (A1 + ...+An) = tr (A1) + ...+ tr (An) = ntr (A1) = nr (A1)

这里用到了幂等矩阵的秩和迹相等的性质
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例题 8.6.2 设 p 是 R[x] 上的线性函数且满足若 p(fg) = 0，则必有 p(f) = 0 或者 p(g) = 0，证明：存在

x0, c ∈ R 使得 p(f) = cf(x0) 对一切 f 恒成立.

证明. 分类讨论，如果 p(1) ̸= 0，则不妨设 p(1) = 1，再设 p(x) = x0, p(x
2) = A，我们证明 A = x20

反证法，设 A = x20 + δ, δ ̸= 0，待定 u, v ̸= x0，则有

p((x− u)(x− v)) = A− (u+ v)x0 + uv = δ + (x0 − u)(x0 − v)

并且 p(x− u) ̸= 0, p(x− v) ̸= 0

现在让 δ + (x0 − u)(x0 − v) = 0 即可，比如令 x0 − u = −1, x0 − v = δ，便导致了矛盾，所以 p(x2) = x20)

一般的，在证明完 p(xk) = xk0 , k = 0, 1, ..., n 之后，设 p(xn+1) = xn+1
0 + δ，如果 δ ̸= 0 则有

p ((x− u) (xn − v))

= xn+1
0 + δ − uxn0 − vx0 + uv

= δ + (x0 − u) (xn0 − v)

同理取 x0 − u = −1, xn0 − v = δ，则相应的 p(x− u) ̸= 0, p(xn − v) ̸= 0 但是 p ((x− u) (xn − v)) = 0，矛盾

如果 p(1) = 0，我们直接证明所有的 p(xk) 都是零

反证法，假设 p(xk) 是第一个非零的，不妨设他就是 1，也即

p(1) = p(x) = ... = p(xk−1) = 0, p(xk) = 1

为找矛盾，考虑 p(x2k) = a，那么 p((xk − c)2) = a− 2c，于是我们取 c =
a

2
就有 p((xk − a

2
)2) = 0

可是 p(xk − a

2
) = p(xk) = 1 矛盾，于是结论得证
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8.7 综合问题

例题 8.7.1 设 n 为正整数且 n ⩾ 2, x 为整数，矩阵

A =



1 2 3 · · · n

x 1 2 · · · n− 1

x x 1 · · · n− 2
...

...
...

...

x x x · · · 1


试证明：A 是可逆矩阵；又问：何时 A−1 也是整数矩阵（即每个元素都是整数的矩阵）

证明. 首先计算行列式，相邻行作差然后相邻列作差，再把各行加到第一行可知∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n

x 1 2 · · · n− 1

x x 1 · · · n− 2
...

...
...

...

x x x · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n

x− 1 −1 −1 · · · −1

0 x− 1 −1 · · · n− 2
...

...
. . .

. . .
...

0 0 0 · · · −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

x− 1 −x 0 · · · 0

0 x− 1 −x · · · 0
...

...
. . .

. . .
...

0 0 0 · · · −x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 0 0 · · · 1− x

x− 1 −x 0 · · · 0

0 x− 1 −x · · · 0
...

...
. . .

. . .
...

0 0 0 · · · −x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= x(−x)n + (−1)

n+1
(1− x) (x− 1)

n−1
= (−1)

n−1
(xn − (x− 1)

n
)

注意 x 是整数，所以 |A| ̸= 0 也即 A 可逆

因为 A−1 =
1

|A|
A∗ 并且伴随矩阵显然是整数矩阵，所以当 x = 0, 1 时，|A| = ±1，必然有 A−1 是整数矩阵

当 x ̸= 0, 1 时，注意伴随矩阵中 A11 是矩阵 A 划去第一行第一列之后对应的子矩阵的行列式，刚刚好就是在

A 中将 n 换成 n− 1 那个矩阵，利用 A 行列式的结果可知

A−1 (1, 1) =
A11

|A|
= −x

n−1 − (1− x)
n−1

xn − (1− x)
n

利用高考数学知识，容易得到在 x ̸= 0, 1 时上式总是介于 (−1, 0), (0, 1) 之间，因此一定不是整数，所以 A−1

不是整数矩阵，故充要条件是 x = 0, 1
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例题 8.7.2 设 A,B, P 是 n 阶方阵，P 是幂零矩阵且满足 (A−B)P = P (A−B), BP − PB = 2(A−B)，求

一个可逆阵 Q 使得 AQ = QB.

证明. 将 P 换成
P

2
可见没有任何影响，因此不妨条件改成 (A−B)P = P (A−B), BP − PB = A−B

设 X = A−B，则 XP = PX,BP − PB = X，要找可逆阵 Q 使得 (B +X)Q = QB

既然要具体找出来矩阵 Q，而不只是单纯证明相似，那么 Q 肯定与矩阵 P 有关，猜测 Q 是 P 的多项式，对

于每一个 P k，代入之后会出现 BP k, P kB,XP k, P kX 这四种项，后两个利用交换性自然可以统一，而前两个我们

希望把 P 统一的挪到一边，也就是说希望矩阵 P 只出现在一侧

根据条件 BP − PB = X 有

BP k − PBP k−1 = P k−1X,PBP k−1 − P 2BP k−2 = P k−2XP = P k−1X

, ..., P k−1BP − P kB = P k−1X ⇒ BP k − P kB = kP k−1X

取 k = n 可知 Pn−1X = 0，设 Q = c0 + c1P + ...+ cn−1P
n−1，代入可知

QB −BQ−XQ =

n−1∑
k=0

ckP
kB −B

n−1∑
k=0

ckP
k −X

n−1∑
k=0

ckP
k

=

n−1∑
k=1

ck
(
P kB −BP k

)
−

n−1∑
k=0

ckP
kX =

n−1∑
k=1

ckkP
k−1X −

n−1∑
k=0

ckP
kX

=
(
c1I + 2c2P + ...+ (n− 1) cn−1P

n−2 − c0I − c1P − ...− cn−1P
n−1
)
X

=
(
(c1 − c0) I + (2c2 − c1)P + ...+ ((n− 1) cn−1 − cn−2)P

n−2
)
X

取 c0 = 1，然后令各个系数为零，即可依次解出来 c1, c2, ..., cn−1，注意 c0 = 1 并且矩阵 P 是幂零的，所以由

此构造的 Q 一定是可逆阵，特征值全为 1，结论得证
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例题 8.7.3 设0 < x1 < x2 < · · · < xn, λ1 < λ2 < · · · < λn ，令n 阶方阵A =
(
x
λj

i

)
，求证： detA > 0 ．

证明. 首先证明这样子的矩阵 A 一定可逆：

反证法，则线性方程组 Ax = 0 有非零解，设为
c1x

λ1
1 + c2x

λ2
1 + ...+ cnx

λn
1 = 0

...

c1x
λ1
n + c2x

λ2
n + ...+ cnx

λn
n = 0

这里 c1, ..., cn 不全为零，不妨设 cm 是最后一个非零的项，也即后面的全是零

考虑函数 f (x) = c1x
λ1 + c2x

λ2 + ...+ cnx
λn，条件表明 f(x) 有 n 个互不相同的正实根 x1, ..., xn

所以 c1 + c2x
λ2−λ1 + ...+ cnx

λn−λ1 = 0 有 n 个正实根，根据罗尔中值定理可知

c2 (λ2 − λ1)x
λ2−λ1−1 + ...+ cn (λn − λ1)x

λn−λ1−1 = 0 ⇔ c2 (λ2 − λ1)x
λ2 + ...+ cn (λn − λ1)x

λn = 0

有 n− 1 个正实根，然后同理操作，一直下去，可得

cm (λm − λ1) (λm − λ2) ... (λm − λm−1)x
λm = 0

有 n−m+ 1 ≥ 1 个正根，矛盾

现在将 |A| 看成在区域 λ1 < ... < λn 上的 n 元连续函数 f(λ1, ..., λn)，则 f 恒非零，因此要么恒正要么恒负

特别的，取 f(1, 2, ..., n)，利用范德蒙德行列式可知 f > 0，故这样子的矩阵 A，一定有 |A| > 0
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例题 8.7.4 设 A,B 是 n 阶方阵且对任意复数 t 都有 dim Im (A+ tB) ≤ dim ImA，证明：B (kerA) ⊂ ImA，
这里 B (kerA) = {Bx |x ∈ kerA}

证明. 注意问题的条件和结论在同时相抵变换 A→ PAQ,B → PBQ 下不改变，因此不妨设 A 是相抵标准型

设 A =

(
Ir 0

0 0

)
, B =

(
B1 B2

B3 B4

)
，则条件等价于对任意 t ̸= 0 都有 r

(
B1 + tIr B2

B3 B4

)
≤ r

结论等价于从 Ax = 0 能推出 Bx = Ay（存在 y），而 Ax = 0 代入显然等价于 x =

(
0

u

)
，对于任意的

y =

(
y1

y2

)
，方程 Bx = Ay 其实就是

(
B1 B2

B3 B4

)(
0

u

)
=

(
Ir 0

0 0

)(
y1

y2

)
⇔

(
B2u

B4u

)
=

(
y1

0

)

换句话说，要证明的就是：对任意 u，都能找到 y1 使得上面的矩阵等式成立，那很明显等价于 B4 = 0，然后

取 y1 = B2u 就是了，至此问题等价翻译完，就是：

若对任意 t ̸= 0 都有 r

(
B1 + tIr B2

B3 B4

)
≤ r，证明：B4 = 0

反证法，假设 B4 ̸= 0，对任意 t ̸= 0，现在对矩阵

(
B1 + tIr B2

B3 B4

)
的 B4 所在的那些行与列做初等变换，则

过程中秩不改变，并且左上角的块不动，但是 B2, B3 所在的块会变。

初等变换将 B4 变成其相抵标准型，则为非零矩阵，设秩为 s 相应的有

r

(
B1 + tIr B2

B3 B4

)
= r


B1 + tIr U1 U2

V1 Is 0

V2 0 0

 = r


B1 − U1V1 + tIr 0 U2

0 Is 0

V2 0 0

 ≤ r

这很明显能看出来矛盾，注意左上角是 r 阶方阵，所以至多有 r 个不同的复数 t 使得 |B1 − U1V1 + tIr| = 0，

再算上 0 最多也就 r + 1 ≤ n+ 1 个，那么除去这至多 n+ 1 个复数之外，我们任取一个复数 t0 代入，左上角都是

可逆阵，而 (2, 2) 元也是可逆阵，所以就会有一个 r + s 阶非零子式，与秩不超过 r 矛盾，结论得证

注释 8.7.1： 不妨设相抵标准型是因为条件等价于 r (A+ tB) ≤ r (A) , ∀t，同时相抵变换不改变秩的条件，而
结论等价于：任意 x，如果 Ax = 0 则存在 y 使得 Bx = Ay，而同时相抵变换后 Ax = 0 ⇔ AQx = 0, Bx =

Ay ⇔ BQx = AQy，可见就是 x, y 前面多了一个 Q 而已，所以没有影响

从证明过程可以看出，对任意复数 t，实际上可以弱化为对 n+ 1 个不同的复数 t 成立
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8.8 挑战题 (非习题难度) 第八章 矩阵

8.8 挑战题 (非习题难度)
下面这些问题仅供欣赏，没时间讲并且难度很大，考试不会考，但是问题与结论确实都非常精彩。第一题和第

三题的答案可以在公众号《数海钓鱼》上找到，第二题在谢起鸿的博客上有，至于第四题，我也没有答案，留给读者

命题 8.8.1: 二次曲面的半不变量

设 A 为三阶实对称矩阵，α ∈ R3 是列向量，c 是实数，对任意 β ∈ R3，定义

M1 =

(
A α

αT c

)
,M2 =

(
1 0

βT 1

)(
A α

αT c

)(
1 β

0 1

)

再设 g (λ) = |λI −A| , h1 (λ) = |λI −M1| , h2 (λ) = |λI −M2|，证明：
1. 若 g (0) = h1 (0) = 0，则 h′1(0) = h′2(0)；

2. 若 g (0) = g′ (0) = h1 (0) = h1
′ (0) = 0，则 h′′1(0) = h′′2(0).

命题 8.8.2: 反对称阵的 pf

设 A = (aij) 是 n 阶反对称矩阵，证明：

|xI −A| = xn +

[n2 ]∑
k=1

p2kx
n−2k, pk =

∑
(−1)

τ(i1i2...i2k)ai1i2ai3i4 ...ai2k−1i2k

其中最后的求和是对 i1, i2, ..., i2k ∈ {1, 2, ..., n} 两两不同，且 i1 < i2, i3 < i4, ..., i2k−1 < i2k, i1 < i3 <

... < i2k−1 的所有下标组合 (i1, i2, ..., i2k) 求和.

推论 8.8.1

设 A = (aij) 是 n 阶反对称矩阵（n 为偶数），证明：|A| =
(∑

(−1)τ(i1i2···in)ai1i2ai3i4 · · · ain−1in

)2∑
表示对所有满足 i1 < i2, i3 < i4, · · · , in−1 < in，且 i1 < i3 < · · · < in−1 的排列 i1, i2, · · · , in 求和．

注释 8.8.1： 由此可见奇数阶反对称阵的行列式为零，偶数阶反对称阵的行列式是某个关于矩阵元素的多元

多项式的完全平方，这个多项式称为反对称阵的 Pfaffian.

题 8.8.1
设全体 n 阶方阵构成的集合为 V，线性变换 f 满足对任意 X,Y ∈ V 都有 f(XY ) = f(X)Y +Xf(Y )，证

明：存在矩阵 A 使得 f(X) = AX −XA 恒成立.

题 8.8.2
设 V 是全体迹为零的 n 阶方阵构成的集合，线性映射 f 满足对任意 A,B ∈ V 都有

f (AB −BA) = f (A) f (B)− f (B) f (A)

证明：V 是 n2 − 1 维线性空间，并求出所有满足条件的 f .
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8.9 练习题

习题 8.9.1 设 a1a2...an ̸= 0，计算行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a1 + a2 a1 + a3 · · · a1 + an

a2 + a1 0 a2 + a3 · · · a2 + an

a3 + a1 a3 + a2 0 · · · a3 + an
...

...
...

...

an + a1 an + a2 an + a3 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
习题 8.9.2 设 n 阶方阵 A 的 (i, j) 元为 |i− j|，求 |A|.
习题 8.9.3 计算行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 1 1 · · · 1

2 2 + a2 2 · · · 2

3 3 3 + a3 · · · 3
...

...
...

...

n n n · · · n+ an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

习题 8.9.4 计算行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 1 2 · · · n− 1

−1 x 1
. . .

...

−2 −1 x
. . . 2

...
. . .

. . .
. . . 1

1− n · · · −2 −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
习题 8.9.5 求所有的 2020 次多项式 f(x)，使得对每一个 f(x) 的根 xk，都存在首一的多项式 gk(x), hk(x) 使

得 f(x) = (x− xk)gk(x)hk(x)，并且 gk(x), hk(x) 的第二项（次数第二高的项）相同.
习题 8.9.6 设 A1 为 1 × n 矩阵，A1 ̸= O ．如 A1x = 0 有非零解，取其中一个 α1 ，令 A2 =

(
A1

αT1

)
，其

中 αT1 表示 α1 的转置．如 A2x = 0 有非零解，再取其中一个 α2 ，令 A3 =

(
A2

αT2

)
，如此得 A1,A2, · · ·，直到

Arx = 0 只有零解为止．证明：对任意 A1 都有相应的 r ≤ n.
习题 8.9.7 设 A,B 是 n 阶方阵且特征多项式相同，n 阶方阵 M 满足 AM =MB，证明：对任意 n 阶方阵

X 都有 |A−MX| = |B −XM |.
习题 8.9.8 设A,B 为n 阶矩阵，Ai 为A 的第i 列，证明：

det (BA1, A2, · · · , An) + · · ·+ det (A1, A2, · · · , BAn) = det(A) · tr(B)

习题 8.9.9 证明：r

(
A C

0 B

)
= r (A) + r (B) 等价于存在矩阵 X,Y 使得 AX + Y B = C.

习题 8.9.10 设 A,B 为 n 阶方阵且 r(A) = r(B), A2B = A，证明：B2A = B.
习题 8.9.11 设 n 阶方阵 A 的每行都恰有两个元素为 1，其余元素均为零，J 是元素全为 1 的方阵，若

A2 + 2A = 2J，求 A.
习题 8.9.12 设 A 为 2021 阶对称矩阵，A 的每一行均为 1, 2, · · · , 2021 的一个排列，求 tr(A).
习题 8.9.13 若满射 f : Rn×n → {0, 1, ..., n} 满足 f(XY ) ≤ min(f(X), f(Y )) 恒成立，证明：f(X) = r(X).
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习题 8.9.14 设 A,B 是 n 阶复方阵，满足 A2 +B2 = AB，若 AB −BA 可逆，证明：3|n
习题 8.9.15 设 1 ⩽ α1 < α2 < · · · < αn, 1 ⩽ β1 < β2 < · · · < βn，证明：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

αβ1

1 + 1 αβ2

1 + 1 · · · αβn

1 + 1

αβ1

2 + 1 αβ2

2 + 1 · · · αβn

2 + 1
...

...
. . .

...

αβ1
n + 1 αβ2

n + 1 · · · αβn
n + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

αβ1

1 − 1 αβ2

1 − 1 · · · αβn

1 − 1

αβ1

2 − 1 αβ2

2 − 1 · · · αβn

2 − 1
...

...
. . .

...

αβ1
n − 1 αβ2

n − 1 · · · αβn
n − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0.

习题 8.9.16 计算行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 (x1 − a) x21 (x1 − a) · · · xn−1
1 (x1 − a)

1 x2 (x2 − a) x22 (x2 − a) · · · xn−1
2 (x2 − a)

...
...

...
. . .

...

1 xn (xn − a) x2n (xn − a) · · · xn−1
n (xn − a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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第九章 线性空间初步

线性空间的应用非常广泛，教材上的题目大多停留在机械的验证线性空间的若干性质，并没有展现出线性空间

理论或者这个方法的精彩之处。实际上许多难题本身题干叙述里面或许并不会有线性空间，或者说并不需要你验证

线性空间的任何性质，但是却需要你主动的考虑和构造一些线性空间，来巧妙的解决问题。

研究线性空间时，维数是一个非常重要的考虑角度，比如研究满足某些条件的线性空间维数最值时候，有些是

可以直接强行计算，有些则需要凭借注意力构造一个不相交的线性空间，从而快速解决；又比如说明解的存在性时

候，我们可以从维数公式角度入手（参考 14 届 CMC 第二次补赛题）
无限维线性空间在高等代数中一般不会出现，涉及到无限维线性空间时除去定义之外，就只有 Zorn 引理可以

使用，一切矩阵理论都失效（经典的无限维例子就是左右移位算子）

定理 9.0.1: 佐恩引理

设 A 是非空偏序集，如果 A 的任何一条链（全序子集）在集合 A 中都有上界，则 A 一定有极大元.

注释 9.0.1： 偏序关系就像小于等于号或者集合包含关系一样（定义类似），全序子集或者链，指的是其中任

何两个元素都可以“比大小”（不必集合 A 中所有元素均可比大小），在 A 中有上界指，上界设为 M ∈ A，

则这条链中所有元素都“小于 M”，极大元是字面意思，极大元一定默认在 A 中

线性空间部分几乎没有什么定理，最重要的是会灵活运用，以及找好思考角度
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9.1 维数问题

例题 9.1.1 设 A 是 n 阶复方阵，满足每一行，每一列，对角线元素和，反对角线元素和都相等，证明：全体

这样的矩阵 A 构成线性空间，并计算其维数.（幻方矩阵空间）

证明. 首先分析一下，假如把这些相等的求和，其和都记为 s，则 n 个行和，n 个列和，一个对角线和，一个反对

角线和，总共是 2n+ 2 个数据，都要等于 s，因此矩阵 A 的各个元素算上 s 一共是 n2 + 1 个变量，对应了 2n+ 2

个方程，所以直观来看有 n2 − 2n− 1 这么多个自由度

进一步分析一下，如果矩阵的 n 个行和还有前 n− 1 个列和都是 s，显然所有行和相加等于所有列和相加，因

此最后那个列和必定也是 s，换句话说就是有一个方程是多余的，不提供约束条件！因此维数还得再加一，也即维

数大概就是 n2 − 2n，当然还需要进一步讨论一下

n = 1, 2 时，直接枚举可知维数都是 1，在 n = 3 时，设出左上角的二阶方阵四个元素，以及相等的元素之和

s，则其余所有元素均确定，然后根据条件得到两个有效的方程，也容易算出来维数就是 3，以下假设 n ≥ 4（实际

上 n ≥ 4 的证明和 n = 3 时候是一致的，如果 n = 3 没看懂，往下看即可）

设矩阵 A 的行和，列和，对角线和，反对角线和均为 s，再设 A 前 n− 1 行和前 n− 1 列构成的子矩阵的 (i, j)

元为 aij , 1 ≤ i, j ≤ n− 1，根据行和 s，列和 s 以及对角线和 s 可以确定矩阵 A 为

A =



a11 · · · a1,n−1 s−
n−1∑
j=1

a1j

...
...

...

an−1,1 · · · an−1,n−1 s−
n−1∑
j=1

an−1,j

s−
n−1∑
j=1

aj1 · · · s−
n−1∑
j=1

aj,n−1 s−
n−1∑
k=1

akk


此时还剩下三个条件：A 的最后一行和为 s，最后一列和为 s，反对角线和为 s，对应着三个方程，现在总共有

(n− 1)2 + 1 个变量，根据前面的分析，最后的行和与最后的列和两个方程实际上是一个（另一个是多余的），因此

现在还有最后两个方程

ns−
n−1∑
i,j=1

aij −
n−1∑
k=1

akk = s, 2s−
n−1∑
j=1

(a1j + aj1) +

n−2∑
i=1

an−i,i+1 = s

解方程有 s =

n−1∑
j=1

(a1j + aj1)−
n−2∑
i=1

an−i,i+1，再代入回去得到

(n− 1)

n−1∑
j=1

(a1j + aj1)−
n−2∑
i=1

an−i,i+1

 =

n−1∑
i,j=1

aij +

n−1∑
k=1

akk

在 n ≥ 4时，显然左边不含有 an−1,n−1 项，右边含有这一项且系数为 2，因此根据该方程可以解出来 an−1,n−1 为

其余 aij 的线性组合，最终矩阵 A各个元素，都是前面 (n−1)2−1个变量的线性组合，于是维数是 (n−1)2−1 = n2−2n

注释 9.1.1： n = 2 时最后那个方程是 2a11 = a11 + a11，等于没有方程，所以结论才会不一样
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例题 9.1.2 设 V 是由一些 n 阶方阵构成的线性空间，且矩阵两两可交换，证明：dimV 最大值是 [
n2

4
] + 1.

证明. 先证明维数不超过 [
n2

4
] + 1，采用归纳法，n = 1 时结论显然成立，假设 n− 1 时成立，则 n 时

因为 V 中矩阵两两可交换，所以这些矩阵可以同时上三角化，并且过程中不会改变维数（相当于线性空间的同

构映射），所以不妨设 V 中矩阵都是上三角的

考虑从 V 到全体 n− 1 阶方阵空间的线性映射

f : V →Mn−1 (R) , f


a11 · · · a1n
...

...

an1 · · · ann

 =


a11 · · · a1,n−1

...
...

an−1,1 · · · an−1,n−1



g : V →Mn−1 (R) , f


a11 · · · a1n
...

...

an1 · · · ann

 =


a22 · · · a2n
...

...

an2 · · · ann


这里 f 相当于是截取左上角 n− 1 阶方阵的映射，g 则是截取右下角 n− 1 阶方阵的映射

因为 V 中所有矩阵两两可交换并且是上三角的，所以对于 f 来说，将 V 中所有矩阵按照 f 那样子分块，则

f(V ) 中所有的矩阵是两两可交换的，显然 f(V ) 也是线性空间，并且是 n− 1 维空间的子空间，根据归纳假设，所

以 dim Imf ≤

[
(n− 1)

2

4

]
+ 1，对于线性映射 g，同理也有 dim Img ≤

[
(n− 1)

2

4

]
+ 1

下面考虑 ker f，显然 ker f 里面的矩阵左上角都是零，注意 A 是上三角的，所以 ker f 中的矩阵前 n− 1 列都

是零，最后一列是由 V 中全体矩阵的最后一列构成，同理 ker g 中的矩阵后面 n− 1 列都是零，第一行是由 V 中全

体矩阵的第一行构成，也即

ker f =
{(

0 α
) ∣∣α为V中矩阵的最后一列} , ker g =

{(
βT

0

)∣∣βT为V中矩阵的第一行

}

因为 V 中矩阵两两可交换，所以 ker f, ker g 中的矩阵也是，故

(
0 α

)( βT

0

)
= 0 =

(
βT

0

)(
0 α

)
=

(
0 βTα

0 0

)
⇒ βTα = 0

因此 ker f 中的向量和 ker g 中的向量互相是垂直的，这两个空间均可看做是 n维线性空间 Rn 的子空间，这个

条件表明其中一个包含在另外一个的正交补里面（如果不知道，就按定义验证维数），故 dimker f + dimker g ≤ n，

根据维数公式有

dimV = dimker f + dim Imf = dimker g + dim Img
=
dimker f + dimker g

2
+
dim Imf + dim Img

2

≤
[n
2

]
+

[
(n− 1)

2

4

]
+ 1 =

[
n2

4

]
+ 1

最后是取等条件，根据维数可知大约矩阵有
1

4
的地方任取，剩下的都是零，所以 n = 2m时考虑

(
0 Xm×m

0 0

)
, I2m，

n = 2m+ 1 时考虑

(
0 X(m+1)×m

0 0

)
, I2m+1 即可，满足条件
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9.1 维数问题 第九章 线性空间初步

例题 9.1.3 设 V 是由一些 n 阶方阵构成的线性子空间，满足其中任何矩阵的秩都不超过 r，这里 r ≤ n，证

明：dimV 最大值是 rn.

证明. 本题构造是显然的，只需要让矩阵前 r 列任取，后面的列全为零即可，故只要证明不等式

显然可以不妨设 V 中秩最大的矩阵，秩是 r，然后证明 dimV ≤ rn 即可，注意对 V 中所有矩阵做同时的左右

乘可逆阵，是同构线性映射，因此不改变维数，也就是说具体的，可以不妨设

(
Ir 0

0 0

)
∈ V

我们尝试找一个 n2 − nr 维的线性空间 W，使得 V ∩W = {0}，这样子根据维数公式就能得到结论

考虑 W 是全体

(
0 AT

A B

)
这样的矩阵构成的线性空间，则 dimW = n2 − nr，我们证明 V ∩W = {0}

任何 W 中的矩阵，如果在 V 中，则对任意 k ̸= 0，根据线性空间知道

(
kI AT

A B

)
∈ V，所以

r

(
kI AT

A B

)
= r

 kI AT

0 B − 1

k
AAT

 = r

 Ir 0

0 B − 1

k
AAT

 ≤ r

这说明 B =
1

k
AAT，故只能 B = AAT = 0，所以 A = 0，结论得证

注释 9.1.2： 本题的思想很重要，证明一个空间维数不超过 r 时，我们可以找一个 n− r 维空间，使得这两

个空间一定没有交集，只要找到之后，就能立刻得到需要的结论，很多难题迎刃而解

这个线性空间不能构造为

(
0 A

0 B

)
，虽然维数对了，但是我们只能证到 A = 0，B 控制不了，所以无法实

现目标
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9.1 维数问题 第九章 线性空间初步

例题 9.1.4 设 V 是由全体 n 阶方阵构成的线性空间，W 是 V 的子空间，满足对任意 A ∈ V,B ∈ W 都有

AB ∈W，证明：n 整除 dimW，并且可以构造无穷个满足条件的 n 维子空间 W .

证明. 根据条件，对于 B 中的任何一个矩阵，左乘一切可逆阵之后都还在 B 中，也就是说可以随意做初等行变换，

另一方面，对于任何可逆阵 Q，考虑同构线性映射 φ (X) = XQ，则容易验证 φ(V ) 是同样具备题中性质的线性空

间，且维数一样，因此我们还可以做初等列变换

设 B 是 V 中秩最大的矩阵，秩为 r（假设 1 ≤ r ≤ n− 1，不考虑平凡情况），则经过初等列变换（上述同构线

性映射），不妨设 B 的前 r 列就是极大无关组，然后用左乘矩阵 A 的条件，做初等行变换可知

(
Ir 0

0 0

)
∈ V

分块矩阵乘法表明 (
A B

C D

)(
Ir 0

0 0

)
=

(
A 0

C 0

)
∈ V, ∀A,C

所以 dimV ≥ nr，根据上一题结论立刻得到 dimV = nr，结论得证

方法二：不用上一题结论，我们直接证明 V 中所有矩阵后面 n− r 列全为零

反证法，假设某个 V 中的矩阵 X，后面 n− r 列不全为零，因为 V 是线性空间，并且包含了前面 r 列任取（后

面均为零）的所有矩阵，所以（作差）不妨设 X 的前 r 列均为零，然后做初等行变换，根据条件仍在 V 中，因此

不妨设 X 的最后一行不全为零，再考虑 X +

(
Ir 0

0 0

)
∈ V，这个矩阵的秩显然至少是 r + 1，矛盾

至于构造，对任意 λ，考虑 
a1 λa1 0 · · ·
a2 λa2 0 · · ·
...

...
... · · ·

an λan 0 · · ·


显然不同的 λ 对应不同的线性空间，并且都是 n 维的，也满足条件（因为只是对满足条件的线性空间做了一次

初等列变换而已，如开头所述，这没有影响）
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9.1 维数问题 第九章 线性空间初步

例题 9.1.5 对 X = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn，定义 f(X) = |x1|+ ...+ |xr| − |xr+1| − ...− |xr+s| 为 Rn 到 R 的映
射，其中 r ≥ s ≥ 0，证明：

(1) 存在 n− r 维子空间 W 使得对任意 X ∈W 都有 f(X) = 0

(2) 若 W1,W2 是两个 n− r 维子空间，且满足 f (X) = 0, ∀X ∈W1 ∪W2，证明：dim (W1 ∩W2) ≥ n− (r + s)

(3) 上一问中，结论改成任意有限个 n− r 维子空间，结论也成立.

证明. 对于第一问，考虑
x1 = xr+1, x2 = xr+2, ..., xs = xr+s, xs+1 = ... = xr = 0

这个线性空间，则维数是 n− r 且 f(X) 在里面恒为零

第二问：

如果线性空间 W 使得 f(X) 在 W 中恒为零，考虑只有前面 r 个分量非零的线性空间 U，这是 r 维的并且显

然 U 与 W 不能相交（否则 |x1|+ ...+ |xr| = 0 只能全为零），因此 dimW ≤ n− r

设 V 是前面 r+ s 个分量均为零，后面任取的线性空间，这是 n− (r+ s) 维的，对任何满足 f(W ) ≡ 0 的 n− r
维线性空间 W，只要证明 V ⊂W 就能得到结论

考虑线性空间 W + V 中任何一个向量 α + β，注意 f 的运算只涉及前 r + s 个分量，并且 β ∈ V 前面 r + s

个分量都是零（其实 β 和零向量没有区别），所以 f(α + β) = f(α) = 0，也就是说 f(X) 在一个更大的线性空间

W + V 中依然恒为零，但是前面说过 n− r 就是线性空间的最大维数，所以 W + V =W 也即 V ⊂W

自然本题中 V ⊂W1,W2，于是 dim (W1 ∩W2) ≥ dimV = n− (r + s)，得证

由此可知第三问结论显然成立，因为任何满足条件的 n− r 维子空间，都包含了 V

注释 9.1.3： 这个 n − r 维数是有意义的，注意很明显 f(X) = 0 的解集不是一个线性空间，题目相当于是

在这个解集里面找了一个线性空间，那解集里面最多能有多大（多少维）的线性空间？其实就是 n− r，因为

如果考虑前 r 个分量任取，后面分量全为零的线性空间（记为 U），这是 r 维的，假如还有一个 n− r+ 1 维

空间 W 使得 f(W ) = 0，那么 U,W 会相交，但是这俩空间明显不能相交，所以 n− r 这个维数，就是解集

里面找线性空间的最大维数

再想一下，如果我说要在解集里面找一个维数最大的线性空间，虽然这样的线性空间可能有很多，但是因为

维数要最大，那是不是应该让 xr+s+1, ..., xn 这些东西任取，反正它们也不出现在 f(X) 当中，这样就平白无

故送给你了 n− r− s 个维数，在前面 r+ s 个分量中，又和第一问类似的能提供 s 个维数，似乎只有这样才

能凑出来 n− r 这么多维数

因此我们自然推测，是否任何一个这样的 W，都一定包含了前面 r + s 个分量全为零，后面任取的这个线性

空间？这刚刚好是一个 n− (r + s) 维线性空间，于是结论得证

本题延续了之前的思想：证明维数最大 n− r，那就找一个不会相交的 r 维线性空间
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9.2 对偶空间问题 第九章 线性空间初步

9.2 对偶空间问题

例题 9.2.1 1. 设 V 是线性空间（维数不一定有限），f1, ..., fn 是 V 上的线性函数，证明：线性函数 f 可以由

f1, ..., fn 线性表出等价于

n⋂
k=1

ker fk ⊂ ker f .

2. 设 V 是线性空间（维数不一定有限），f1, ..., fn 是 V 上的线性函数且线性无关，证明：存在 α1, ..., αn ∈ V

使得 fi(αj) = δij , ∀1 ≤ i ≤ n.

证明. 对于 1，如果已知 f 可以由 f1, ..., fn 线性表出，则显然有

n⋂
k=1

ker fk ⊂ ker f

反之，如果

n⋂
k=1

ker fk ⊂ ker f，显然可以不妨设 f1, ..., fn 是线性无关的，然后采用反证法，于是只需要论证结

论 2，就可以得到矛盾，进而得证，下面证明 2
采用归纳法，n = 1 时显然成立，假设 n 时结论成立，则 n+ 1 时，只需要证明存在向量 α 使得 f1(α) = ... =

fn(α) = 0, fn+1(α) = 1，则可以同理找到剩下 n 个向量，进而完成证明

显然 f1, ..., fn 线性无关，根据归纳假设，存在 α1, ..., αn 使得 fi(αj) = δij , 1 ≤ i, j ≤ n

根据条件，一切形如 c1f1 + ...+ cnfn + cfn+1 这样的线性函数，都不会恒为零，我们找一组 ci 使得这个线性

函数作用在 α1, ..., αn 上均为零，然后利用条件就可以得到一个新的向量，使得代入后非零

因为

(c1f1 + ...+ cnfn + cfn+1) (αk) = ck + cfn+1 (αk) = 0, 1 ≤ k ≤ n

所以取 c = 1, c1 = −fn+1(α1), ..., cn = −fn+1(αn)，并考虑线性函数

h (x) = fn+1 (x)− (fn+1 (α1) f1 (x) + ...+ fn+1 (αn) fn (x))

则 h(x) 不恒为零，并且 h(α1) = ... = h(αn) = 0，所以存在 β 使得 h(β) = 1

寻找 x = c1α1 + ...+ cnαn + cβ 这样的向量，使得 f1(x) = ... = fn(x) = 0, fn+1(x) = 1，计算有

f1 (x) = c1 + cf1 (β) = 0, ..., fn (x) = cn + cfn (β) = 0 ⇒ c1 = −cf1 (β) , ..., cn = −cfn (β)
fn+1 (x) = c1fn+1 (α1) + ...+ cnfn+1 (αn) + cfn+1 (β)

= −cf1 (β) fn+1 (α1)− ...− cfn (β) fn+1 (αn) + cfn+1 (β) = ch (β) = c⇒ c = 1

由此可见，向量 x = β − (f1 (β)α1 + ...+ fn (β)αn) 满足要求，结论得证

注释 9.2.1： 这两个结论是等价的，或许结论 2 更好用也更加清晰一些（注意本题从未涉及到维数，因此适
用于无限维线性空间）

结论 2 的证明想法来自于 n = 2，如果你不会做，试试 n = 2，自己想想该构造什么东西就明白了，细节见上

课视频，另外，本题也有泛函分析的做法
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9.2 对偶空间问题 第九章 线性空间初步

例题 9.2.2 1. 对任意一组线性无关的 n 阶实方阵 A1, A2, ..., An2，证明：存在唯一一组线性无关的 n 阶实方

阵 B1, B2, ..., Bn2，使得 tr (AiBj) = δij , ∀1 ≤ i, j ≤ n2；并且此时还会成立

n2∑
i=1

AiBi =

n2∑
i=1

BiAi = nI

2. 对任意一组线性无关的 n阶实方阵A1, A2, ..., An2，证明：存在唯一一组线性无关的 n阶实方阵B1, B2, ..., Bn2，

使得 tr
(
AiB

T
j

)
= δij , ∀1 ≤ i, j ≤ n2；并且此时还会成立

n2∑
i=1

AiBi =

n2∑
i=1

BiAi = I

证明. 1. 如果一组矩阵 B1, ..., Bn2 满足 tr(AiBj) = δij，设 c1B1 + ...+ cn2Bn2 = 0，根据条件有

tr (Ai (c1B1 + ...+ cn2Bn2)) = ci = 0, ∀1 ≤ i ≤ n2

由此可知 B1, ..., Bn2 一定线性无关.
设 Bk =

(
b
(k)
ij

)
n×n

, k = 1, 2, ..., n2，则一共有 n4 个未知数，因而 tr (AiBj) = δij , ∀1 ≤ i, j ≤ n2 表示一个 n4

元的非齐次线性方程组，方程个数也为 n4，要证明该方程组存在唯一解

只需要证明相应的齐次线性方程组 tr (AiBj) = 0, ∀1 ≤ i, j ≤ n2只有零解，若该方程组有一组非零解B1, ..., Bn2，

则不妨设 B1 ̸= 0，因为 A1, ..., An2 是一组基，所以存在 c1, ..., cn2 使得 c1A1+ ...+cn2An2 = BT
1，进而 tr

(
BT

1 B1

)
=

tr ((c1A1 + ...+ cn2An2)B1) = 0，利用迹的正定性知 B1 = 0，矛盾，故存在唯一性得证，并且线性无关

直接设 Ak =
(
a
(k)
ij

)
n×n

, k = 1, 2, ..., n2 难以刻画线性无关，为了体现线性无关性，我们要反着设：令

Eij =

n2∑
k=1

x
(ij)
k Ak, Bk =

(
b
(k)
ij

)
n×n

=

n∑
i,j=1

b
(k)
ij Eij , k = 1, 2, ..., n2

这个设法就直接保证了 A1, ..., An2 线性无关，各个 x
(ij)
k 由 A1, ..., An2 决定，下面求 b

(k)
ij ：

tr (BpEij) = tr

Bp

n2∑
k=1

x
(ij)
k Ak

 = x(ij)p , tr (BpEij) = tr

(
n∑

s,t=1

b
(p)
st EstEij

)
= tr

(
n∑

s,t=1

b
(p)
st δitEsj

)
= b

(p)
ji

由此可知 b
(k)
ji = x

(ij)
k , 1 ≤ i, j ≤ n, 1 ≤ k ≤ n2，一共 n4 个 b

(k)
ij 全部确定

为了计算

n2∑
i=1

AiBi，设 Ak =
(
a
(k)
ij

)
n×n

=

n∑
i,j=1

a
(k)
ij Eij , k = 1, 2, ..., n2，对比等式 Eij =

n2∑
k=1

x
(ij)
k Ak 两端的

(p, q) 元可知 δipδjq =

n2∑
k=1

x
(ij)
k a(k)pq ，进而计算有

n2∑
k=1

AkBk =

n2∑
k=1

n∑
i,j=1

a
(k)
ij Eij

n∑
s,t=1

b
(k)
st Est =

n∑
i,j,s,t=1

n2∑
k=1

a
(k)
ij x

(ts)
k δjsEit =

n∑
i,j,s,t=1

δitδjsδjsEit =

n∑
i,j=1

Eii = nI

n2∑
k=1

BkAk =

n2∑
k=1

n∑
s,t=1

b
(k)
st Est

n∑
i,j=1

a
(k)
ij Eij =

n∑
i,j,s,t=1

n2∑
k=1

a
(k)
ij x

(ts)
k δitEsj =

n∑
i,j,s,t=1

δitδjsδitEsj =

n∑
i,j=1

Ejj = nI

2. 前面存在唯一性和线性无关性证明是完全一样的，唯一区别是如上假设后对应 b
(k)
ij = x

(ij)
k ，i, j 交换，故

n2∑
k=1

BkAk =

n2∑
k=1

AkBk =

n∑
i,j,s,t=1

n2∑
k=1

a
(k)
ij x

(st)
k δjsEit =

n∑
i,j,s,t=1

δisδjtδjsEit =

n∑
i=1

Eii = I

注释 9.2.2： 第二届 CMC 数学类决赛压轴题、2013 四川大学考研题、谢起鸿白皮书第十章习题
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9.2 对偶空间问题 第九章 线性空间初步

例题 9.2.3 设 V 是 n(> 1) 维实线性空间，V ∗ 是 V 的对偶空间，分别取定 V 的一个基 h1,h2, · · · ,hn 和 V ∗

的一个基 α1, α2, · · · , αn ．设 αi (hj) = aij , 1 ⩽ i, j ⩽ n．对每个 1 ⩽ i ⩽ n ，定义 V ∗ 上的线性变换 ri 为：对任意

α ∈ V ∗ 有 ri(α) = α− α (hi)αi．证明：若 aii = 2, aijaji = 3, i ̸= j，则对任意 i ̸= j，(rirj)
6
是 V ∗ 上的恒等变换．

证明. 方法一：只需证明 (r1r2)
6 = I，一般情况可以类似完成或者转化

计算表示矩阵有

r1 (α1, α2, ..., αn) = (α1, α2, ..., αn)


−1 −a21 · · · −an1

1

. . .

1



r2 (α1, α2, ..., αn) = (α1, α2, ..., αn)


1

−a12 −1 · · · −an2
. . .

1


转置一下，要证明 (rT2 r

T
1 )

6 = I，写成矩阵为

rT1 =


−1 0 0

−a21 1 0

α 0 In−2

 , rT2 =


1 −a12 0

0 −1 0

0 β In−2

 , α = −


a31
...

an1

 , β = −


a32
...

an2


计算有

rT2 r
T
1 =


2 −a12 0

a21 −1 0

−a21β β In−2

 ,

(
2 −a12
a21 −1

)3

=

(
−1 0

0 −1

)
⇒
(
rT2 r

T
1

)3
=

(
−I2
∗ In−2

)

于是 (rT2 r
T
1 )

6 = I，结论得证

方法二：设 W1 = L (αi, αj) ,W2 = {α ∈ V ∗ | α (hi) = α (hj) = 0}，则 W1,W2 都分别是 ri 和 rj 的不变子空

间，且 dimW1 = 2, dimW2 = n− 2．

任取 α ∈ W1 ∩W2 ，则 α ∈ W1 且 α ∈ W2．令 α = k1αi + k2αj，由 α (hi) = α (hj) = 0 解得 k1 = k2 = 0 ，

故 α = 0 ．因此，V ∗ =W1 ⊕W2．

注意到，ri 和 rj 都是限制在 W2 上的恒等变换，所以 (rirj)
6
限制在 W2 上是恒等变换．故只需证明 (rirj)

6

限制在 W1 上是恒等变换．

根据定义易知，ri 和 rj 在 W1 的基 αi, αj 下的矩阵分别为

(
−1 −aji
0 1

)
和

(
1 0

−aij −1

)
．因此，rirj

在 W1 的基 αi, αj 下的矩阵为

A =

(
−1 −aji
0 1

)(
1 0

−aij −1

)
=

(
2 aji

−aij −1

)
.

直接计算得，A3 = −E2 ，所以 A6 = E2．这就表明，(rirj)
6
限制在 W1 上是恒等变换．因此，(rirj)

6
是 V ∗

上的恒等变换．同理可证，(rjri)
6
也是 V ∗ 上的恒等变换．
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9.3 无限维线性空间 第九章 线性空间初步

9.3 无限维线性空间

例题 9.3.1 设 E 为 l2 =

{
x = (x1, x2, ...)

∣∣∣∣∣xn ∈ R,
∞∑

n=1

x2n < +∞

}
的一个线性基，证明：E 是不可数集.

证明. 对任意 a ∈ (0, 1)，定义 xa =
(
1, a, a2, ...

)
，显然 xa ∈ l2，并且根据范德蒙德行列式可知，这些 xa 里面，任

何有限个（a 两两不同）都是线性无关的（因为截断一下，看前面 n 个分量，对应的是范德蒙德行列式，非零），因

此 E 一定是无限集

反证法，假如 E 可数，因为可数集的全体有限子集也是可数的，设 E 的全体有限子集为 E1, E2, ... 一列集合，

每一个 Ei 张成的线性空间记为 Wi，显然 Wi 都是有限维的

条件表明，对任意 a ∈ (0, 1)，xa 都可以写成 E 中某些（有限个）向量的线性组合，因而向量 xa 都在某个 Wi

之中

所以必然存在某个 WN 含有不可数个向量 xa，注意 WN 是有限维线性空间，而各个 xa 满足任意有限个线性

无关，所以这无限个 xa 不可能存在于一个有限维线性空间之内，矛盾

注释 9.3.1： 本题是经典且重要的结论：“n 维空间中，可以构造一列向量（范德蒙德行列式类型），使得其

中任取 n 个都是一组基”的一个推广或者说应用，构造很重要，需要掌握

本题证明方法不唯一，也可以使用 Baire 纲定理或者泛函分析的一些语言来完成证明
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9.4 杂题 第九章 线性空间初步

9.4 杂题

例题 9.4.1 设 A 是可逆矩阵，分块设 A =

(
A11 A12

A21 A22

)
, A−1 =

(
B11 B12

B21 B22

)
，证明：r(A12) = r(B12).

证明. 假设矩阵都可逆，分块矩阵求逆得到(
A B I

C D I

)
→

(
A B I

0 D − CA−1B −CA−1 I

)

→

(
A 0 ∗ −B

(
D − CA−1B

)−1

0 D − CA−1B −CA−1 I

)

→

(
I 0 ∗ −A−1B

(
D − CA−1B

)−1

0 I ∗ ∗

)

所以 B12 = −A−1
11 A12

(
A22 −A21A

−1
11 A12

)−1
，因此秩相等

但是这样子需要假定可逆，且无法摄动，所以这个方法没办法完成证明，只能揭示本题背后的原理，不过这个

形式计算可以给后面的证明提供思路

考虑线性方程组 A12x = 0, B12y = 0，它们的解空间分别记为 V1, V2，要证明秩相等，只需要说明 dimV1 = dimV2
考虑两个线性方程组解的关系，如果 A12x = 0，则

B12

(
A22 −A21A

−1
11 A12

)
x = −A−1

11 A12x = 0, B12

(
A22 −A21A

−1
11 A12

)
x = B12A22x

所以对应了一个解 y = A22x，似乎存在对应关系

我们考虑线性映射 φ : V1 → Rn, φ (x) = A22x，证明 φ 是 V1 → V2 的同构映射即可

对任意 x ∈ V1 有 A12x = 0，所以(
A11 A12

A21 A22

)(
0

x

)
=

(
0

A22x

)
⇒

(
0

x

)
=

(
B11 B12

B21 B22

)(
0

A22x

)
=

(
B12A22x

B22A22x

)
⇒ B12 (A22x) = 0

这说明 φ 是 V1 到 V2 的线性映射，然后验证单射，如果 φ(x) = 0，则

A12x = A22x = 0 ⇒

(
A11 A12

A21 A22

)(
0

x

)
= 0

于是 x = 0，单射得证

最后验证满射，对任意 y ∈ V2 也即 B12y = 0，要找一个 x 使得 y = A22x,A12x = 0，同样的(
B11 B12

B21 B22

)(
0

y

)
=

(
0

B22y

)
⇒

(
0

y

)
=

(
A11 A12

A21 A22

)(
0

B22y

)
=

(
A12B22y

A22B22y

)

所以 x = B22y 满足要求，因此结论得证
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9.4 杂题 第九章 线性空间初步

例题 9.4.2 设 A,B 分别是 m,n 阶方阵，证明：AX −XB = C 有解等价于

(
A C

0 B

)
,

(
A 0

0 B

)
相似.

（Roth 消去定理）

证明. 如果 AX −XB = C 有解，则采用初等变换立即可知

(
A C

0 B

)
,

(
A 0

0 B

)
相似

反之若

(
A C

0 B

)
,

(
A 0

0 B

)
相似，也即存在可逆阵 T 使得 T−1

(
A C

0 B

)
T =

(
A 0

0 B

)
，两边左乘

矩阵 T，相当于一个矩阵方程有可逆阵 T 作为解，我们来关注这个矩阵方程解长什么样子：考虑分块矩阵

(
A C

0 B

)(
P Q

R S

)
=

(
P Q

R S

)(
A 0

0 B

)
⇔


AP + CR = PA

AQ+ CS = QB

BR = RA

BS = SB

因为 A,B 是任意的，所以一般来说 R = 0（因为很可能 A,B 无公共特征值），看第二个方程，取 Q = X,S = −I

刚刚好就是 AX −XB = C，同时 BS = SB 也会自动成立，所以我们需要寻找

(
P Q

0 −I

)
这样的矩阵使得上述

等式成立，下面是证明（前面是分析）

定义线性变换

φ (X) =

(
A C

0 B

)
X −X

(
A 0

0 B

)
, ψ (X) =

(
A 0

0 B

)
X −X

(
A 0

0 B

)
条件的相似表明(

A C

0 B

)
X −X

(
A 0

0 B

)
= 0 ⇔

(
A 0

0 B

)(
T−1X

)
−
(
T−1X

)( A 0

0 B

)
= 0

所以 dimkerφ = dimkerψ，希望找
(
P Q

0 −I

)
∈ dimkerφ

关注第二行，为 (0,−I)，所以我们定义一个“截取第二行”线性映射，设 V 是矩阵空间，令

µ1 : kerφ→ V, µ1

(
P Q

R S

)
= (R,S) , µ2 : kerψ → V, µ2

(
P Q

R S

)
= (R,S)

于是目标变成证明 (0,−I) ∈ Imµ1，实际上显然(
A 0

0 B

)(
0 0

0 −I

)
=

(
0 0

0 −I

)(
A 0

0 B

)
所以 (0,−I) ∈ Imµ2，下面的目标是证明 Imµ1 = Imµ2，从而结论成立

因为

kerφ : AP + CR = PA,AQ+ CS = QB,BR = RA,BS = SB

kerψ :

(
A 0

0 B

)(
P Q

R S

)
=

(
P Q

R S

)(
A 0

0 B

)
⇔ AP = PA,AQ = QB,BR = RA,BS = SB

kerµ1 : R = S = 0,

(
P Q

R S

)
∈ kerφ⇔ AP = PA,AQ = QB,R = S = 0

kerµ2 : R = S = 0,

(
P Q

R S

)
∈ kerψ ⇔ AP = PA,AQ = QB,R = S = 0
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9.4 杂题 第九章 线性空间初步

所以 kerµ1 = kerµ2，然后看像空间

Imµ1 =

{
(R,S)

∣∣∣∣∣
(
P Q

R S

)
∈ kerφ

}
= {(R,S) |AP + CR = PA,AQ+ CS = QB,BR = RA,BS = SB }

Imµ2 =

{
(R,S)

∣∣∣∣∣
(
P Q

R S

)
∈ kerψ

}
= {(R,S) |AP = PA,AQ = QB,BR = RA,BS = SB }

= {(R,S) |BR = RA,BS = SB } ,
(
这是因为可以取P = Q = 0

)
由此可见 Imµ1 ⊂ Imµ2，再由维数公式

dimkerµ1 + dim Imµ1 = dimkerφ, dimkerµ2 + dim Imµ2 = dimkerψ
dimkerφ = dimkerψ, dimkerµ1 = dimkerµ2

所以 dim Imµ1 = dim Imµ2，这说明 Imµ1 = Imµ2，得证
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9.5 练习题 第九章 线性空间初步

9.5 练习题

习题 9.5.1 1. 设 V 是由一些 n 阶幂零实方阵构成的线性空间，求 dimV 的最大值.
2. 设 V 是由一些 n 实方阵构成的线性空间，满足任意 A,B ∈ V 都有 tr(AB) = 0，求 dimV 的最大值.
习题 9.5.2 设 M 是 Pn×n 的一个非空子集，且满足下列条件：(I ) M 中至少有一个非零矩阵；（II) ∀A,B ∈

M,A−B ∈M ；(III)∀A ∈M,X ∈ Pn×n，有 AX ∈M,XA ∈M ．证明：M = Pn×n ．

习题 9.5.3 设 V 是数域 F 上的线性空间．证明：不存在 V 的五个子空间 W1,W2, · · · ,W5 ，使下述四个条

件均成立：

（1）W1,W2, · · · ,W5 两两不等；

（2）任意两个 Wi,Wj 之和 Wi +Wj 与交 Wi ∩Wj 仍属于这五个子空间；

（3）W1 ⊆W2 ⊆W3 ⊆W5,W1 ⊆W4 ⊆W5 ；

（4）W2 与 W4,W3 与 W4 之间都没有包含关系．

习题 9.5.4 设 V 是 n 维线性空间，f, g 是 V 上的线性函数且线性无关，证明：对任意 v ∈ V，存在分解

v = u+ w 使得 f(v) = f(w), g(v) = g(u).
习题 9.5.5 设 V 是由全体迹为零的 n 阶方阵构成的线性空间，证明：dimV = n2 − 1，并且 V 就是全体形

如 AB −BA 这样的矩阵构成的集合.
习题 9.5.6 设 X ⊂ C[0, 1] 是有限维子空间，X 中一列函数 fn(x) 点态收敛于 f(x)，证明：收敛是一致的.
习题 9.5.7 设 V 是 8 维线性空间，V1, V2, V3, V4 是 V 的 4 维子空间，并且对任意 i ̸= j 都有 Vi ∩ Vj = ∅，证

明：存在一个 4 维子空间 W 使得 dim (W ∩ Vi) = 2, i = 1, 2, 3, 4.
习题 9.5.8 1. 设 V 是线性空间（维数可以无穷），W 是 V 的子空间，证明：存在子空间W0 使得 V =W⊕W0.
2. 设 V 是线性空间（维数可以无穷），线性变换 A 满足对任意直和分解 V = M ⊕ N，都有直和分解 V =

AM ⊕AN，证明：A 是可逆线性变换.
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第十章 空间解析几何

这部分的内容基本都能用自然的高考数学方法现推解决，少数难题或许是例外，但是当你线性代数知识到位之

后，抛开解析几何这门课，你照样可以用矩阵的方法分析出需要的东西，因此高中数学的基本方法以及线性代数知

识学好之后，解析几何就没有难题。

所谓稍有难度的非高考数学的空间解析几何题，都是围绕着平面截二次曲面的交线问题，或者与正交阵相关的

问题展开，有且只有这两类问题可能（对初学者）有难度。

平时考的多的一般是单叶双曲面和双曲抛物面（直纹面），要不就是求轨迹方程，或者围绕上述两个难点考

命题 10.0.1: 单叶双曲面上的直母线

设单叶双曲面的方程为
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1, a > 0, b > 0, c > 0，则它的两族直母线为

(I)

 λ
(x
a
+
z

c

)
= µ

(
1 +

y

b

)
λ
(
1− y

b

)
= µ

(x
a
− z

c

) , (II)

 λ
(x
a
+
z

c

)
= µ

(
1− y

b

)
λ
(
1 +

y

b

)
= µ

(x
a
− z

c

)
或者写成

(I) :


x = a cosu+ av sinu
y = b sinu− bv cosu

z = cv

, (II) :


x = a cosu+ av sinu
y = b sinu− bv cosu

z = −cv

命题 10.0.2: 双曲抛物面上的直母线

设马鞍面的方程为
x2

a2
− y2

b2
= 2z, a > 0, b > 0. 它的两族直母线为

(I)


x = au+ av,

y = bu− bv, 及 (II)
z = 2uv,


x = av + au,

y = −bv + bu,

z = 2vu,

或者写成

(I)


x

a
+
y

b
+ 2λ = 0

λ
(x
a
− y

b

)
+ z = 0

, (II)

 λ
(x
a
+
y

b

)
+ z = 0

x

a
− y

b
+ 2λ = 0

这里列举了两个最常用且不是那么显然的公式，剩下的结论自行看书，随便一本教材都有.
关于平面截二次曲面交线的一般结果可参考链接，看最后结论就行，前面的是垃圾方法，不用看

134

https://www.jianshu.com/p/90f71b26dc94


10.1 各类例题讲解 第十章 空间解析几何

10.1 各类例题讲解

例题 10.1.1 设双叶双曲面 S : x2 + y2 − z2 = −2，记以 M0(1, 1,−1) 为顶点且与 S 的上半叶相切的所有切线

构成的锥面为 Σ，求 Σ 的方程以及切点所在的平面

证明. 设直线方程为 x = At + 1, y = Bt + 1, z = Ct − 1。代入到双叶双曲面的方程中有 (At + 1)2 + (Bt + 1)2 −
(Ct+ 1)2 = −2，所以 t2(A2 +B2 − C2) + 2t(A+B + C) + 3 = 0

因为直线和曲面相切，所以判别式为零，因此 (A+B + C)2 = 3(A2 +B2 − C2)

注意 A =
x− 1

t
, B =

y − 1

t
, C =

z + 1

t
，代入后两边乘以 t2 则得到关于 x, y, z 的等式 (x + y + z − 1)2 =

3((x− 1)2 + (y − 12)− (z + 1)2)，这就是锥面的方程

下面来求切平面，设切点 (x0, y0, z0)，则切点和 M0 的连线应与法向量垂直，法向量为 (x0, y0,−z0)，所以
(x0 − 1, y0 − 1, z0 + 1)⊥ (x0, y0,−z0)，注意 x20 + y20 − z20 = −2，因此所求平面的方程为 x+ y + z + 2 = 0

注释 10.1.1： 本题实际上出的并不严谨，因为要求了和上半平面相切，所以严格来应该对变量的取值范围做

一些要求，但是官方答案并没有管这件事情，同时用 geogebra 画图可以看出求出来的曲面的确不是全部与上
半平面相切的。不过既然标答都不关注这个问题，那我们也没必要纠结取值范围的问题了，按照常规思路求

出来一个范围就是了。
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例题 10.1.2 已知大圆半径为 a，小圆半径为 b，大圆不动，小圆在大圆内紧贴大圆做无滑动的滚动，小圆上某

一定点 P 的轨迹称为内摆线，求其参数方程.

证明. 1. 设定坐标系与变量大圆的圆心固定在原点 (0, 0)。小圆的圆心 C 在滚动时的圆心轨迹是一个半径为 a − b

的圆。设大圆与小圆的切点 T 在大圆圆心 O 处的转角为参数 θ，则：小圆的圆心位置为：

C = ((a− b) cos θ, (a− b) sin θ).

小圆内部的定点 P 的位置是基于小圆圆心 C 并结合小圆的转动。

2. 小圆的无滑动滚动因为无滑动滚动，小圆的滚动角度等于大圆的弧长对应的转角。所以小圆的转角为：

ϕ = −a
b
θ.

这个负号是因为小圆的转动方向与大圆转动方向相反。

3. 定点 P 的位置设定点 P 在小圆的起始位置为其圆心 C 的正右侧，即在小圆的局部坐标系中，初始位置为

(b, 0)。

当小圆滚动时，定点 P 的位置由以下两部分组成：(a). 小圆圆心 C 的位置：

C = ((a− b) cos θ, (a− b) sin θ).

(b). 定点 P 相对于小圆圆心 C 的相对位置：

Prel = (b cosϕ, b sinϕ),

其中 ϕ = −a
b
θ。

将两部分合并，得到定点 P 的绝对位置：

P = C + Prel.

4. 合并得到参数方程将 C 和 Prel 代入，得到：

x = (a− b) cos θ + b cos
(
−a
b
θ
)
,

y = (a− b) sin θ + b sin
(
−a
b
θ
)
.

因此所求的是

x = (a− b) cos θ + b cos
(a
b
θ
)
,

y = (a− b) sin θ − b sin
(a
b
θ
)
,

其中 θ 为参数。
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10.1 各类例题讲解 第十章 空间解析几何

例题 10.1.3 求与两直线
x− 6

3
=
y

2
=
z − 1

1
与

x

3
=
y − 8

2
=
z + 4

−2
相交, 且与平面 2x+ 3y − 5 = 0 平行的直

线的轨迹

证明. 设两条直线上的点分别为 A(3u+ 6, 2u, u+ 1), B(3v, 2v + 8,−2v − 4)，注意平面的法向量是 (2, 3, 0)，AB 两

点对应的反向是 (3u− 3v+6, 2u− 2v− 8, u+2v+4)，应与法向量垂直，代入可知 v = u− 1，从而 A(3u+6, 2u, u+

1), B(3u− 3, 2u+ 6,−2u− 2)

因此，直线的方向为 (3,−2, u+ 1)，方程是
x− 3u− 6

3
=
y − 2u

−2
=
z − u− 1

u+ 1
，也即


x = 3m+ 3u+ 6

y = −2m+ 2u

z = (u+ 1)m+ u+ 1

我们的目标是消去 m,u 从而得到 x, y, z 满足的方程，从第二个方程入手得到 m = u − y

2
，代入有 x = 6u −

3

2
y + 6 ⇒ u =

x

6
+
y

4
− 1，进而

z = (u+ 1) (m+ 1) = (u+ 1)
(
u+ 1− y

2

)
=
(x
6
+
y

4

)(x
6
− y

4

)
=
x2

36
− y2

16

这就是要求的曲面方程
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10.1 各类例题讲解 第十章 空间解析几何

例题 10.1.4 证明: 在直角坐标系 O x y z中,顶点在原点的二次锥面 a11x
2+a22y

2+a33z
2+2a12xy+2a23yz+

2a13xz = 0 有三条互相垂直的直母线的充分必要条件是 a11 + a22 + a33 = 0 .

证明. 先将方程化为标准形式，可以作正交变换（也即重新建立坐标系）使得方程变为 λ1x
2 + λ2y

2 + λ3z
2 = 0 的

形式，其中 λ1, λ2, λ3 都非零，则显然变换前三条两两垂直的直母线的存在性和变换后的存在性是等价的，并且正交

变换不改变矩阵的迹，所以不妨设锥面的方程就是 λ1x
2 + λ2y

2 + λ3z
2 = 0，要证明此时存在三条两两垂直的直母

线当且仅当 λ1 + λ2 + λ3 = 0

如果有三条两两垂直的直母线，设 x = x0 + At, y = y0 + Bt, z = z0 + Ct 代入可知 λ1A
2 + λ2B

2 + λ3C
2 = 0，

也就是说这个关于 (A,B,C) 的方程有三组两两垂直的解 (Ai, Bi, Ci), i = 1, 2, 3，不妨设 A2
i + B2

i + C2
i = 1，于是

矩阵


A1 B1 C1

A2 B2 C2

A3 B3 C3

 的每一行都是单位向量，并且不同行之间是相互垂直的，所以 A 是正交阵，进而每一列也

都是单位向量且两两垂直

将

λ1A
2
1 + λ2B

2
1 + λ3C

2
1 = 0

λ1A
2
2 + λ2B

2
2 + λ3C

2
2 = 0

λ1A
2
3 + λ2B

2
3 + λ3C

2
3 = 0

三个式子相加，结合上述结果可知当 λ1 + λ2 + λ3 = 0，结论成立

如果 λ1 +λ2 +λ3 = 0，我们证明方程 λ1A
2 +λ2B

2 = (λ1 + λ2)C
2 有三组两两垂直的解 (Ai, Bi, Ci), i = 1, 2, 3

显然 (1, 1, 1) 是一组解，我们设剩下的解是 (x, y, z)，则垂直告诉我们需要满足 x+ y + z = 0，于是

λ1x
2 + λ2x

2 = (λ1 + λ2) z
2 = (λ1 + λ2) (x+ y)

2

化简，解一元二次方程得到

λ2x
2 + λ1y

2 + 2xy (λ1 + λ2) = 0, y =
− (λ1 + λ2)±

√
λ21 + λ22 + λ1λ2

λ1
x

考虑到分母可能是零，所以我们去分母，再代入 z = −x− y，因此去看这三个向量

(1, 1, 1)(
λ1,− (λ1 + λ2) +

√
λ21 + λ22 + λ1λ2, λ2 −

√
λ21 + λ22 + λ1λ2

)
(
λ1,− (λ1 + λ2)−

√
λ21 + λ22 + λ1λ2, λ2 +

√
λ21 + λ22 + λ1λ2

)
显然第一个向量与第二个垂直，也与第三个垂直，我们只需要验证后面两个向量垂直即可：它们的数量积

λ21 +
(
(λ1 + λ2)

2 −
(
λ21 + λ22 + λ1λ2

))
+ λ22 −

(
λ21 + λ22 + λ1λ2

)
= 0

这样就构造出来了三个两两垂直的方向向量，结论得证
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10.1 各类例题讲解 第十章 空间解析几何

命题 10.1.1: 单叶双曲面性质汇总

证明：单叶双曲面具备性质

1. 同族的两条直母线异面
2. 异族的两条直母线共面
3. 对于单叶双曲面上任意一点，两族直母线中各有一条直母线通过该点

证明. 设单叶双曲面的方程为 x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1

1. 两族直母线的方程为

(I) :


x = a cosu+ av sinu
y = b sinu− bv cosu

z = cv

, (II) :


x = a cosu+ av sinu
y = b sinu− bv cosu

z = −cv

我们证明其中一族直母线具备“同族异面”的性质即可，另外一族便同理可知成立

以第一族为例，设两条直线的方程为

l1 :
x− a cosu
a sinu =

y − b sinu
−b cosu =

z

c
, l2 :

x− a cos v
a sin v =

y − b sin v
−b cos v =

z

c
, u, v ∈ [0, 2π) , u ̸= v

其中 l1 过点 M1 (a cosu, b sinu, 0)，方向向量 v1 = (a sinu,−b cosu, c)，l2 过点 M2 (a cos v, b sin v, 0)，方向向
量 v2 = (a sin v,−b cos v, c)
要证明 l1, l2 异面，等价于说明 M1M2, v1, v2 三个向量不共面，也就是混合积（行列式）非零，由于

(M1M2, v1, v2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a sinu −b cosu c

a sin v −b cos v c

a (cosu− cos v) b (sinu− sin v) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2abc (cos (u− v)− 1) ̸= 0

结论得证

2. 设不同族的两条直母线方程为

l1 :
x− a cosu
a sinu =

y − b sinu
−b cosu =

z

c
, l2 :

x− a cos v
a sin v =

y − b sin v
−b cos v =

z

−c
, u, v ∈ [0, 2π)

相应的

M1 (a cosu, b sinu, 0) ,M2 (a cos v, b sin v, 0) , v1 = (a sinu,−b cosu, c) , v2 = (a sin v,−b cos v,−c)

(M1M2, v1, v2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a sinu −b cosu c

a sin v −b cos v −c
a (cosu− cos v) b (sinu− sin v) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

由此可知共面

3. 对于单页双曲面上任意一点 (x0, y0, z0)，显然满足方程
x20
a2

+
y20
b2

− z20
c2

= 1，要证明两族直母线中各自有一条

通过该点，也就等价于说明以下两个线性方程组的解空间维数都是 1

(I)

 λ
(x0
a

+
z0
c

)
= µ

(
1 +

y0
b

)
λ
(
1− y0

b

)
= µ

(x0
a

− z0
c

) , (II)

 λ
(x0
a

+
z0
c

)
= µ

(
1− y0

b

)
λ
(
1 +

y0
b

)
= µ

(x0
a

− z0
c

)
注意它们系数矩阵对应的行列式是零，并且系数不全为零，所以结论得证
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10.1 各类例题讲解 第十章 空间解析几何

命题 10.1.2: 平面截单叶双曲面

设单叶双曲面的方程为
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1，平面的方程是 Ax+By+Cz+D = 0，这里 a, b, c > 0, a > b

且 A,B,C 不全为零，研究并分类平面和单叶双曲面的交线.
1. 粗略分类：判断何时交线为椭圆型（圆和椭圆）、双曲型（双曲线或两条直线）、抛物型（抛物线）；
2. 细致分类：找出交线为圆、椭圆（非圆）、双曲线、两条直线、抛物线的充要条件.

证明. 1. 先做粗略的分类，我们不区分圆和椭圆，也不区分退化的圆锥曲线，只看椭圆，双曲，抛物三种
如果 C = 0，则平面是竖着的，形如 Ax+By +D = 0，看图可知交线为双曲型

如果 C ̸= 0，则不妨设平面为 z = Ax+By +D，与曲面联立有
x2

a2
+
y2

b2
− (Ax+By +D)

2

c2
= 1 也即

x2
(

1

a2
− A2

c2

)
+ y2

(
1

b2
− B2

c2

)
− 2AB

c2
xy − 2AD

c2
x− 2BD

c2
y − D2

c2
− 1 = 0 (∗)

这表示的是交线在 xoy 平面上的投影，它也是二次曲线并且和空间中原来的曲线一定是同一类型的（指如果空

间中是椭圆，双曲线，抛物线，两条直线，那么投影下来之后这条曲线还是那样子，但是注意：空间中是圆和投影

是圆，二者没有任何关系！），因此只需讨论上述方程何时对应椭圆，抛物线，双曲线

三类圆锥曲线核心的分类标准是二次项部分，判别式的正负完全决定了曲线的种类，因为

∆ = 4

(
A2B2

c4
−
(

1

a2
− A2

c2

)(
1

b2
− B2

c2

))
=

4A2B2

a2b2c2
(
a2A2 + b2B2 − c2

)
所以对应到原题中为

A2a2 + b2B2 < C2c2 ⇔椭圆型, A2a2 + b2B2 = C2c2 ⇔抛物型, A2a2 + b2B2 > C2c2 ⇔双曲型

2. 先来区分圆和椭圆：
对于圆的情况，显然 C ̸= 0，因此设 z = Ax+By+D 代入联立得到 (∗) 式，交线圆可以视为球和平面的交线，

设相应的球面为 (x− u)2 + (y − v)2 + (z − w)2 = R2，将平面和球面联立有

(x− u)
2
+ (y − v)

2
+ (Ax+By +D − w)

2 −R2 = 0 ⇔ x2
(
A2 + 1

)
+ y2

(
B2 + 1

)
+ 2ABxy + ... = 0

它和 (∗) 式应表示同一曲线，所以系数成比例，假设 AB = ̸= 0，则

−c2
(

1

a2
− A2

c2

)
= A2 + 1,−c2

(
1

b2
− B2

c2

)
= B2 + 1

显然矛盾，因此 AB = 0

如果 A = 0，则两个曲线的二次项部分分别 [x2 + y2
(
B2 + 1

)
,
x2

a2
+ y2

(
1

b2
− B2

c2

)
，因为系数成比例，所以

a2
(

1

b2
− B2

c2

)
= B2 + 1 ⇒ B2 =

a2

b2 − 1

1 + a2

c2

, B = ±c
b

√
a2 − b2

a2 + c2
, z = ±c

b

√
a2 − b2

a2 + c2
y +D

如果 B = 0，则类似的可知 A = ± c

a

√
b2 − a2

b2 + c2
，但是 a > b 所以根号里面是负的，无解

这就证明了，交线为圆的全体平面是 z = ±c
b

√
a2 − b2

a2 + c2
y +D
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10.1 各类例题讲解 第十章 空间解析几何

再来区分圆锥曲线和两条直线，两条直线具备结构 (ax+ by + c) (mx+ ny + p) = 0，写成矩阵形式为

(
x y 1

)
a

b

c

( m n p
)

x

y

1

 = 0 ⇔
(
x y 1

) αβT + βαT

2


x

y

1

 = 0, α =


a

b

c

 , β =


m

n

p


最后中间那个矩阵是实对称的，并且为两个秩 1 矩阵相加形式，所以秩不超过 2，因此其根本特性是行列式为

零，所以我们可以用行列式是否为零这一性质来区分两条直线

将前面 (∗) 式写成矩阵形式为

(
x y 1

)


1

a2
− A2

c2
−AB
c2

−AD
c2

−AB
c2

1

b2
− B2

c2
−BD
c2

−AD
c2

−BD
c2

−D
2

c2
− 1




x

y

1

 = 0

记中间的矩阵为 M，计算出其行列式是 |M | = a2A2 + b2B2 − c2 −D2

a2b2c2
而恰好判别椭圆，抛物和双曲的式子是 a2A2 + b2B2 − c2，这个在第一问中已经算出来了，所以最终结论为

(a) 椭圆当且仅当 C2c2 > A2a2 +B2b2

(b) 双曲线当且仅当 C2c2 < A2a2 +B2b2 同时 a2A2 + b2B2 − C2c2 −D2 ≠ 0

(c) 抛物线当且仅当当 C2c2 = A2a2 +B2b2 同时 D ̸= 0

(d) 两条直线当且仅当 a2A2 + b2B2 − C2c2 −D2 = 0

对于 (d)，可以进一步区分出：两条相交直线当且仅当 a2A2 + b2B2 −C2c2 −D2 = 0 且 D ̸= 0，两条平行直线

当且仅当 C2c2 = A2a2 +B2b2 同时 D = 0

很明显不存在异面直线，单点集，两条重合直线等等特殊情况，至此就完成了全部分类

注释 10.1.2： 上课我们用 geogebra 的 3D 画图功能展示了所有可能的交线情况，也包括竖着的平面（交线
可能是双曲线也可能是两条相交直线），你可以自行画图感受，也可以去看上课视频

我这个方法不需要你记忆任何不变量的结论，也不需要做复杂的正交变换，你只需要抓住各种各样的二次曲

线的根本特性（可以举例分析，观察，很容易看出来，细节见上课视频），是最简单和直观的方法了

在开头基础知识部分给的链接当中，作者采用的方法是正交变换，你只需要关注最后结论，前半部分的证明

忽略即可，因为繁杂，要记的结论很多，且没必要
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10.2 练习题 第十章 空间解析几何

10.2 练习题

习题 10.2.1 求与 l1 :

{
x = 1

y = z
, l2 :

{
x = −1

y = −z
, l3 :

x− 2

−3
=
y + 1

4
=
z + 2

5
同时共面的直线所产生的曲面

的方程.
习题 10.2.2 求实数 m 的取值范围，使得平面 x+ y −mz = 0 与单叶双曲面 x2 + y2 − z2 = 1 的交线分别为

椭圆、双曲线.
注：建议用最自然和简单的方法处理以上问题，而不是套用前面的定理.
习题 10.2.3 求双曲抛物面上两条正交直母线的交点的轨迹方程.
习题 10.2.4 设单叶双曲面 S 的方程为 x2 + y2 − z2 = 1，求 S 上所有点 P (a, b, c)，使得经过点 P 且落在 S

上的两条直线均平行于平面 x+ y − z = 0.

命题 10.2.1: 双曲抛物面性质汇总

证明：双曲抛物面具备性质

1. 同族的两条直母线异面
2. 异族的两条直母线相交
3. 所有同族的直母线平行于同一平面
4. 对于双曲抛物面上任意一点，两族直母线中各有一条直母线通过该点

命题 10.2.2: 平面截双叶双曲面

设双叶双曲面的方程为
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1，平面的方程是 Ax+By +Cz +D = 0，这里 a, b, c > 0 且

A,B,C 不全为零，研究并分类平面和双叶双曲面的交线.
1. 粗略分类：判断何时交线为椭圆型（圆和椭圆）、双曲型（双曲线或两条直线）、抛物型（抛物线）；
2. 细致分类：找出交线为圆、椭圆（非圆）、双曲线、两条直线、抛物线的充要条件.

注：类似的可以讨论平面截双曲抛物面的情况，不过很容易，因为只有双曲线，抛物线和两条直线三种情况

142



第十一章 16 届决赛数学类

例题 11.0.1 1. 设一个半径为 r，球心为 (0, 0, h), h > r > 0 的球相切于一个以原点为顶点，以 z 轴为轴的圆

锥形漏斗，求圆锥形漏斗的方程.
2. 求以原点为顶点，包含三条坐标轴的圆锥面方程.

证明. 1. 设圆锥面上一点 P (x0, y0, z0)，则直线OP 的方程是 x = x0t, y = y0t, z = z0t，球的方程是 x2+y2+(z−h)2 =

r2，二者相切，联立并计算判别式得到

t2
(
x20 + y20 + z20

)
− 2hz0t+ h2 − r2 = 0

∆ = 4
(
h2z20 −

(
h2 − r2

) (
x20 + y20 + z20

))
= 0

因此所求方程是 (x2 + y2 + z2)(h2 − r2) = h2z2

2. 根据条件，该圆锥面方程是二次齐次方程，可以设为

a11x
2 + a22y

2 + a33z
2 + 2a12xy + 2a23yz + 2a13xz = 0

因为包含三条坐标轴，所以经过点 (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)，代入即可得到 a11 = a22 = a33 = 0，于是圆锥面

方程可以设为 2axy + 2byz + 2czx = 0，下面寻找 a, b, c 之间的约束条件

设相应的矩阵 A =


0 a c

a 0 b

c b 0

，圆锥的条件表明 A 有两个相同的特征值，所以特征多项式

f (λ) = |λI −A| = λ3 − λ
(
a2 + b2 + c2

)
− 2abc

有重根，因为

f ′ (λ) = 3λ2 −
(
a2 + b2 + c2

)
= 0 ⇔ λ = ±a

2 + b2 + c2

3

不论哪种情况，代入均可得到 3
√
3 |abc| =

(
a2 + b2 + c2

) 3
2，根据均值不等式有

3
√
3 |abc| =

(
a2 + b2 + c2

) 3
2 ≥

(
3

3
√
a2b2c2

) 3
2

= 3
√
3 |abc|

所以 |a| = |b| = |c|，不妨设 a = 1，于是 b, c = ±1，最终共有四个曲面 xy ± yz +±zx = 0，均满足要求

注释 11.0.1： 可以自己举个例子看看圆锥面有什么特点：比如轴为 z 轴的圆锥面，其方程是 x2 + y2 = kz2

的形式，系数有两个相同的，所以圆锥面相比一般的锥面要多具备一个条件：特征多项式有重根，由此即可

锁定 a, b, c 的关系
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例题 11.0.2 设矩阵 M 及其子矩阵 N,P,Q 为

M =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 , N =

(
a21 a22

a31 a32

)
, P =

(
a31 a32

a11 a12

)
, Q =

(
a11 a12

a21 a22

)

若 |M | = 12, |N | = 1, |P | = 2, |Q| = 3，求三条直线

L1 : a11x+ a12y + a13 = 0, L2 : a21x+ a22y + a23 = 0, L3 : a31x+ a32y + a33 = 0

围成的三角形面积

证明. 首先计算交点，解方程有{
a11x+ a12y + a13 = 0

a21x+ a22y + a23 = 0
⇒

(
a11 a12

a21 a22

)(
x

y

)
= −

(
a13

a23

)

⇒ x3 = −1

3

∣∣∣∣∣ a13 a12

a23 a22

∣∣∣∣∣ = 1

3
A31, y3 = −1

3

∣∣∣∣∣ a11 a13

a21 a23

∣∣∣∣∣ = 1

3
A32

这里各个 Aij 表示矩阵 M 相应的代数余子式，同理可知 x2 =
1

2
A21, y2 =

1

2
A22, x1 = A11, y1 = A12

所以面积是

S =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A11 A12 1
1

2
A21

1

2
A22 1

1

3
A31

1

3
A32 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

12

∣∣∣∣∣∣∣∣
A11 A12 1

A21 A22 2

A31 A32 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

12

∣∣∣∣∣∣∣∣
A11 A12 A31

A21 A22 A31

A31 A32 A33

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
|M∗|
12

= 12

注释 11.0.2： 三维也有类似结果：设 R3 中 4 个平面的方程为 Πi : aix+ biy + ciz = 1(i = 1, 2, 3, 4) ．令

A =


a1 b1 c1 1

a2 b2 c2 1

a3 b3 c3 1

a4 b4 c4 1

 .

令 ∆i =Mi4 即 A 删掉第 i 行第 4 列得到的行列式．证明：Πi 围成的四面体的体积 V =

∣∣∣∣ |A|3

6∆1∆2∆3∆4

∣∣∣∣
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例题 11.0.3 设 f(x) : [a, b] → [a, b] 连续，x0 ∈ [a, b], xn+1 = f(xn)，若 lim
n→∞

(xn+2025 − xn) = 0，证明：数列

{xn} 的聚点至多 2025 个.

证明. 定义 2025 个子列 y(k)n = x2025n+k, k = 0, 1, ..., 2024，记 g(x) = f(...f(x)...) 是 f(x) 是 2025 次复合，显然也

是连续函数，并且满足

lim
n→∞

(
y
(k)
n+1 − y(k)n

)
= 0, y

(k)
n+1 = g

(
y(k)n

)
, k = 0, 1, ..., 2024

我们直接证明每一个 y(k)n 都是收敛的，这样就可以说明 xn 的聚点不超过 2025 个（因为一共划分为了 2025 个

子列，所以 xn 的任何一个收敛子列，其中必定有无穷多项落入这 2025 个子列中的某一个确定的子列，所以 xn 的

这个收敛子列，其极限就是那 2025 个极限点之一）

这是一个经典的结论，以前上课讲过：

命题 11.0.1

设连续函数 f(x) : [0, 1] → [0, 1], x1 ∈ [0, 1], xn+1 = f(xn)，证明：数列 {xn} 收敛的充要条件是
lim

n→∞
(xn+1 − xn) = 0.

如果 xn 收敛，则显然 lim
n→∞

(xn+1 − xn) = 0

如果 lim
n→∞

(xn+1 − xn) = 0，要证明收敛，反证法，则记

L = lim
n→∞

xn, l = lim
n→∞

xn, 0 ≤ l < L ≤ 1

引理 11.0.1： 有界数列 xn 如果满足 lim
n→∞

(xn+1 − xn) = 0，则 xn 的全体聚点构成一个闭区间.

这个引理很直观也很重要，我们就在本题过程中顺带证明此结果

反证法，则存在 A ∈ (l, L) 使得 A 不是聚点，故存在 δ > 0 使得区间 (A− δ,A+ δ) 中只包含了有限个 xn，因

此存在正整数 N1 使得 n > N1 时恒有 |xn −A| ≥ δ，并且可以要求 A+ δ < L,A− δ > l

因为 lim
n→∞

(xn+1 − xn) = 0，所以存在 N2 使得 n > N2 时恒有 |xn+1 − xn| < δ，记 N = max(N1, N2)

根据上下极限的定义，存在 j > i > N 使得 xi > A+ δ, xj < A− δ，现在看 xi, xi+1, ..., xj 这些项，考虑其中

最后一个大于等于 A+ δ 的项，记为 xk，显然 k ≤ j − 1，那么 xk+1 < A+ δ，根据反证法的假设知 xk+1 ≤ A− δ，

则 |xk+1 − xk| ≥ 2δ，矛盾，因此引理得证

现在来证明 f(x) = x 对任意 x ∈ [l, L] 恒成立，任取 A ∈ [l, L] 则存在一个子列 xnk
→ A，根据条件可知

xnk+1 → A，在递推式 xnk+1 = f (xnk
) 中令 k → ∞ 可知 A = f(A)

对于 A =
l + L

2
，这也是一个极限点，所以存在 xN ∈ [l, L]，因此 xn = xN , ∀n ≥ N，这与数列不收敛矛盾
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例题 11.0.4 设 x0 > y0 > 0，定义数列

xn+1 =
1

2 (n+ 1)

n∑
k=0

(xk + yk), yn+1 =

(
n∏

k=0

xkyk

) 1
2n+2

证明： lim
n→∞

(xn − yn) = 0，并且数列 n(xn − yn) 收敛到一个正数.

证明. 根据条件有
2 (n+ 1)xn+1 − 2nxn = xn + yn ⇒ xn+1 =

2n+ 1

2n+ 2
xn +

1

2n+ 1
yn

y2n+2
n+1

y2nn
= xnyn ⇒ yn+1 = y

2n+1
2n+2
n x

1
2n+1
n

由均值不等式，显然 xn ≥ yn，因为 x0 > y0 > 0，所以 xn > yn 恒成立，再看递推式可知 xn 单调递减，yn 单

调递增，从而数列 xn, yn 极限都存在，设为 lim
n→∞

yn = a > 0

这种形如 xn+1 = f(n)xn + g(n) 的数列都可以求通项公式，求通项得到

(2n+ 2)!!

(2n+ 1)!!
xn+1 −

(2n)!!

(2n− 1)!!
xn =

(2n)!!

(2n+ 1)!!
yn ⇒ (2n+ 2)!!

(2n+ 1)!!
xn+1 = 2x1 +

n∑
k=1

(2k)!!

(2k + 1)!!
yk

用 stolz 公式求极限有

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

(2n+ 1)!!

(2n+ 2)!!

(
2x1 +

n∑
k=1

(2k)!!

(2k + 1)!!
yk

)
= lim

n→∞

n∑
k=1

(2k)!!
(2k+1)!!yk

(2n+2)!!
(2n+1)!!

= lim
n→∞

(2n)!!
(2n+1)!!yn

(2n+2)!!
(2n+1)!! −

(2n)!!
(2n−1)!!

= lim
n→∞

yn
(2n+ 2)− (2n+ 1)

= a = lim
n→∞

yn

所以 lim
n→∞

(xn − yn) = 0

对于第二问，令 un = nxn, vn = nyn, n ≥ 1，则有 un > vn > 0，递推式为 xn+1 =
2n+ 1

2n+ 2
xn +

1

2n+ 1
yn

yn+1 = y
2n+1
2n+2
n x

1
2n+1
n

⇔


un+1 =

(
1 +

1

2n

)
un +

1

2n
vn

vn+1 =

(
1 +

1

n

)
v

2n+1
2n+2
n u

1
2n+1
n

希望证明 un − vn 是单调有界的，以此说明收敛，因为

un+1 − vn+1 =

(
1 +

1

2n

)
un +

1

2n
vn −

(
1 +

1

n

)
v

2n+1
2n+2
n u

1
2n+1
n = vn

((
1 +

1

2n

)
un
vn

+
1

2n
−
(
1 +

1

n

)(
un
vn

) 1
2n+2

)

显然 lim
n→∞

un
vn

= lim
n→∞

xn
yn

= 1,
un
vn

> 1，并且里面是齐次的，所以考虑泰勒展开，令

fn (x) =

(
1 +

1

2n

)
x+

1

2n
−
(
1 +

1

n

)
x

1
2n+2 , x ≥ 1

根据二项式定理（泰勒展开）易知

x
1

2n+2 = (1 + x− 1)
1

2n+2 = 1 +
1

2n+ 2
(x− 1)− 2n+ 1

8(n+ 1)
2 (x− 1)

2
+ ...

∈

[
1 +

1

2n+ 2
(x− 1)− 2n+ 1

8(n+ 1)
2 (x− 1)

2
, 1 +

1

2n+ 2
(x− 1)

]
, ∀x ≥ 1

⇒ x− 1 ≤ fn (x) ≤ x− 1 +
2n+ 1

8n (n+ 1)
(x− 1)

2 ≤ x− 1 +
1

4n
(x− 1)

2
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所以

un+1 − vn+1 = vnfn

(
un
vn

)
≥ vn

(
un
vn

− 1

)
= un − vn

也即数列 un − vn 单调递增，从而只需要证明其有上界

因为

un+1 − vn+1 = vnfn

(
un
vn

)
≤ vn

(
un
vn

− 1 +
1

4n

(
un
vn

− 1

)2
)

= un − vn +
(un − vn)

2

4nvn

= un − vn +
1

4yn
(xn − yn)

2 ≤ un − vn +
1

4y0
(xn − yn)

2

所以只需要证明 xn− yn = O

(
1

n
1
2+ε

)
，这里 ε是某个正数（一旦成立，则两边求和即可得到有界性，注意这个

是比原题需求要弱的，n(xn − yn) 有界实际上是要证 xn − yn = O

(
1

n

)
，已知的是 xn − yn = o(1)，仔细体会区别）

根据前面不等式有
un+1 − vn+1

un − vn
≤ 1 +

xn − yn
4y0

1

n
，因为 lim

n→∞
(xn − yn) = 0，所以对任意 ε > 0，存在正整数

N 使得对任意 n ≥ N 都有
xn − yn
4y0

< ε，所以

ln (un+1 − vn+1)− ln (un − vn) ≤ ln
(
1 +

ε

n

)
<
ε

n
, ∀n ≥ N

⇒ ln (un+1 − vn+1) ≤ ln (uN − vN ) + ε

n∑
k=N

1

k
≤ ln (uN − vN ) + ε (lnn+ 1)

n (xn − yn) = un − vn ≤ (uN − vN ) eεnε ⇒ xn − yn = O

(
1

n1−ε

)

这比我们期望的结果 xn − yn = O

(
1

n
1
2+ε

)
还要好，结论得证

注释 11.0.3： 递推数列很多时候反复迭代可以提升阶，过程就像上面这样子，从一无所知，到第一问的 o(1)

估计，再到 o(
1

n1−ε
) 估计，最后利用泰勒展开提升到 O(

1

n
) 估计

实际上最后的过程是证明了：对任意 ε > 0 都有 lim
n→∞

n1−ε (xn − yn) = 0
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例题 11.0.5 设实系数多项式

p (x) = xn + a1x
n−1 + ...+ an, q (x) = xm + b1x

m−1 + ...+ bm

已知 q(x)|p(x)，并且存在 k 使得 |bk| > 2025kCk
m，证明：存在 j 使得 |aj | > 2024.

证明. 反证法，希望从所有 |ak| ≤ 2024 出发去证明所有 |bk| ≤ 2025kCk
m

条件是系数的限制，希望得到根的约束，所以考虑 p(x) 的根

p (x) = 0, |x|n =
∣∣a1xn−1 + ...+ an

∣∣ ≤ |a1| |x|n−1
+ ...+ |an| ≤ 2024

(
|x|n−1

+ ...+ 1
)
= 2024

|x|n − 1

|x| − 1

由此看出 |x| < 2025，也就是说 p(x) 的根都在 |z| < 2025 这个圆内，注意 q(x)|p(x)，所以 q(x) 的也根都在

|z| < 2025 这个圆内

下面我们要从根的信息去找系数满足的条件，运用韦达定理，则有

|bk| =

∣∣∣∣∣ ∑
i1<i2<...<ik

xi1xi2 ...xik

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
i1<i2<...<ik

|xi1xi2 ...xik | ≤ 2025kCk
m

结论得证
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例题 11.0.6 验证方程 y′ = ±
√

1− y4

1− x4
有形如 x2 + y2 + c2x2y2 = c2 + 2xy

√
1− c4 的通解，并求方程 y′ =

±
√

1 + y4

1 + x4
的通解.

证明. 直接对着题中的等式解方程，把 C 求出来，解一元二次方程有

c2
(
x2y2 − 1

)
+
(
x2 + y2

)
= 2xy

√
1− c4

c4
(
x2y2 − 1

)2
+
(
x2 + y2

)2
= 4x2y2

(
1− c4

)
c4
(
x2y2 + 1

)2
+ 2c2

(
x2y2 − 1

) (
x2 + y2

)
+
(
x2 − y2

)2
= 0

c2 =
−
(
x2y2 − 1

) (
x2 + y2

)
±
√
(x2y2 − 1)

2
(x2 + y2)

2 − (x2y2 + 1)
2
(x2 − y2)

2

(x2y2 + 1)
2

=
−
(
x2y2 − 1

) (
x2 + y2

)
± 2xy

√
(1− x4) (1− y4)

(x2y2 + 1)
2 =

(
x
√

1− y4 ± y
√
1− x4

x2y2 + 1

)2

⇒ c =
x
√
1− y4 ± y

√
1− x4

x2y2 + 1

所以直接对最后的式子求导即可解决问题，以下是证明（前面是分析）

如果 y′ =

√
1− y4

1− x4
，则

(
x
√
1− y4 − y

√
1− x4

)′
=
√
1− y4 − 2xy3y′√

1− y4
− y′

√
1− x4 +

2x3y√
1− x4

=
2xy√
1− x4

(
x2 − y2

)
(
x
√
1− y4 − y

√
1− x4

x2y2 + 1

)′

=

2xy√
1−x4

(
x2 − y2

) (
x2y2 + 1

)
− 2xy (y + xy′)

(
x
√
1− y4 − y

√
1− x4

)
(x2y2 + 1)

2

=

2xy√
1−x4

(
x2 − y2

) (
x2y2 + 1

)
− 2xy (y + xy′)

(
x
√
1− y4 − y

√
1− x4

)
(x2y2 + 1)

2

=
2xy

((
x2 − y2

) (
x2y2 + 1

)
−
(
y
√
1− x4 + xy′

√
1− x4

) (
x
√
1− y4 − y

√
1− x4

))
(x2y2 + 1)

2√
1− x4

=
2xy

((
x2 − y2

) (
x2y2 + 1

)
+ y2

(
1− x4

)
− x2

(
1− y4

))
(x2y2 + 1)

2√
1− x4

= 0

所以
x
√
1− y4 − y

√
1− x4

x2y2 + 1
= C，平方两次化简可得（如前面推导那样，无非是反过来写）

x2 + y2 + c2x2y2 = c2 + 2xy
√
1− c4

同理若 y′ = −
√

1− y4

1− x4
，可得

x
√
1− y4 + y

√
1− x4

x2y2 + 1
= C，平方化简可知

x2 + y2 + c2x2y2 = c2 + 2xy
√
1− c4

综上，y′ = ±
√

1− y4

1− x4
有形如 x2 + y2 + c2x2y2 = c2 + 2xy

√
1− c4 的通解

第二问同理，求导验证有

c =
x
√
1 + y4 ± y

√
1 + x4

1− x2y2

所以通解是

x2 + y2 − c2x2y2 = c2 + 2xy
√
1 + c4
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12.1 第二章习题答案

1. 本题做法很多，展示两种思路，都是采用反证法也即设集合 A 非空并且不是 Rn，而且是开集也是闭集

方法一：可以取一个点 x /∈ A，单点集 {x} 是紧集，A 是闭集，所以存在 y ∈ A 使得 |x− y| = d(x,A) > 0，也

就是说集合 A 中存在一个与 x 距离最近的点，既然 A 是开集，那么 y 是内点，很明显这样会导致 y 不是与 A 距

离最近的点，矛盾

注：这个方法运用了性质”A 是紧集，B 是闭集且不相交，则存在 x ∈ A, y ∈ B 使得 |x− y| = d(A,B) > 0，也

就是距离最近的两个点存在”，但是把紧集改成闭集就不对了！
方法二：采用二分法，取 x /∈ A, y ∈ A，考虑线段 xy 的中点 P，如果 P ∈ A 就考虑线段 xP，如果 P /∈ A 就

考虑线段 Py，这样区间就缩小一半了，一直操作下去，每次取中点，然后考虑“发生变化”的那一段，也就是说要

求线段两端一个在 A 中一个不在 A 中，这样根据闭集套定理，最后会存在唯一 ξ 属于所有的线段

现在来看 ξ 点，如果 ξ ∈ A，则利用 A 是开集可知 ξ 附近一个区域都在 A 中，但是线段的长度是趋于零的，于

是后面的线段两个端点就都在 A 中了，矛盾；如果 ξ /∈ A，则利用 A 是闭集可知补集为开集，于是 ξ 附近一个区

域都与 A 无交集，但是线段的长度是趋于零的，所以后面的线段两个端点就都不在 A 中了，矛盾

2. 根据条件，设 f(x) 在 (−r, r) 内恒等于某个多项式 p(x)，我们考虑最大的区间，也即令

u = inf {x < 0 |f (t) ≡ p (t) , ∀t ∈ [x, 0]} ≤ −r, v = sup {x > 0 |f (t) ≡ p (t) , ∀t ∈ [0, x]} ≥ r

我们说明 u = −∞, v = ∞ 即可，反证法，不妨 v 是有限数，则存在 a ∈ (0, r) 使得 f(x) 在区间 (v − a, v + a)

内恒等于某个多项式 q(x)，所以在区间 (v − a, v) 中 f(x), p(x), q(x) 三者恒等，故两个多项式 p(x), q(x) 是恒相等

的（在 R 上），因此 f(x) 在区间 (0, v + a) 中都恒等于 p(x)，这与 v 是上确界矛盾，结论得证

3. 证明方法不唯一，若用 baire 纲定理则是显然的，因为若 [0, 1] 可数，则可以写成可数个单点集（没有内点

的闭集）的并，于是 [0, 1]（根据 baire 纲定理）也没有内点，显然矛盾
若不用 baire纲定理，则可以利用区间套完成证明：反证法，若 [0, 1] = {x1, x2, ...}是可数集，记 [a1, b1] = [0, 1]，

则将 [0, 1] 等分三份，必有一个闭区间不包含点 x1，我们把这个区间记为 [a2, b2]，然后对 [a2, b2] 三等分，选取一个

区间使得其不包括点 x2，如此进行下去得到一个区间套 [an, bn]，故存在唯一一点 ξ 属于每一个 [an, bn]，则这个 ξ

不能是任何一个 xk，因为每一个 xk 都在第 k + 1 个闭区间中被踢出去了，矛盾

4. 本题可以用 baire 纲定理解决，参考数学类红宝书上册例 2.2.3，也可以用区间套来解决：
设 r1, r2, ... 是区间 [0, 1] 的全体有理数，任取一个有理数 r ∈ (0, 1), r ̸= r1，因为 f(x) 在 x = r 处连续，则可

以选取包含 r 但是不包含 r1 的闭区间 [a1, b1] ⊂ (0, 1) 并且区间长度 b1 − a1 <
1

2
，使得 f(x) 在 [a1, b1] 中的振幅

sup
x,y∈[a1,b1]

|f (x)− f (y)| 不超过 1

2
（这是因为连续性）
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然后在区间 (a1, b1) 中任取一个不等于 r2 的有理数 r′，则存在包含 r′ 但是不包含 r2 的子区间 [a2, b2] ⊂
(a1, b1), b2 − a2 <

1

3
，使得 f(x) 在 [a2, b2] 中的振幅 sup

x,y∈[a2,b2]

|f (x)− f (y)| 不超过 1

3
（这是因为连续性）

以此类推得到一个区间套 [an, bn]，满足 bn − an <
1

n
, an < an+1, bn > bn+1 并且前 n 个有理数 r1, ..., rn 都不

在 [an, bn] 中，同时 f(x) 在这个区间中的振幅不超过
1

n
根据区间套定理，存在唯一 ξ 属于每一个 [an, bn]，故 ξ 一定是无理数（因为每一个区间都依次踢出去了一个

有理数）并且 an < ξ < bn 恒成立，由条件 f(x) 在 ξ 点不连续

但是对任意正整数 n 和任意 x ∈ (an, bn)，根据振幅条件我们有 |f (x)− f (ξ)| ≤ sup
u,v∈[an,bn]

|f (u)− f (v)| < 1

n
，

由此可以看出 f(x) 在 ξ 点一定是连续的（因为 an 严格单调递增趋于 ξ，bn 严格单调递减趋于 ξ，不连续则意味着

有一列 tk → ξ 使得 |f (tk)− f (ξ)| ≥ δ > 0，那么 k 充分大之后 tk 会落入任何一个开区间 (an, bn)，与不等式对比，

引发矛盾），所以和 ξ 的定义矛盾，结论得证

注释 12.1.1： 这里的“严格”是很重要的，你可以试试如果我们过程中处理的时候不注意细节，区间全用闭

区间，然后 an, bn 两个序列就不再严格单调，会有什么后果，还能证得出来吗？

5. 解决本题，我们需要一个 Baire 纲定理的变形（核心引理，其实可以一步得到，见注释）：

引理 12.1.1： 设 An ⊂ R 是一列闭集，并且 A =

∞⋃
n=1

An 也是闭集，则存在开区间 (a, b)（可以是无穷区间）

和正整数 N 使得 (a, b) ∩A ⊂ AN .

反证法，则对任意开区间 (a, b)，(a, b) ∩A 都不是任何一个 An 的子集

所以存在 x1 ∈ A, x1 /∈ A1（否则任意 x1 ∈ A 都有 x1 ∈ A1，这意味着 A = A1，则区间 (a, b) 取为 R
便有 (a, b) ∩ A ⊂ A1，矛盾），由于 A1 是闭集，故 x1 与集合 A1 的距离是正数，因此存在 r1 ∈ (0, 1) 使得

(x1 − r1, x1 + r1) ∩A1 = ∅
因为 (x1 − r1, x1 + r1) ∩ A ̸⊂ A2，所以存在 x2 ∈ (x1 − r1, x1 + r1) ∩ A, x2 /∈ A2，由于 A2 是闭集，故存在

r2 ∈ (0,
1

2
) 使得

[x2 − r2, x2 + r2] ⊂ (x1 − r1, x1 + r1) , (x2 − r2, x2 + r2) ∩A2 = ∅

以此类推得到一列区间和一列 xn ∈ A，满足

[xn − rn, xn + rn] ⊂ (xn−1 − rn−1, xn−1 + rn−1) , (xn − rn, xn + rn) ∩An = ∅, rn <
1

n

所以对任意正整数 N 和 m,n ≥ N 都有

xm, xn ∈ [xN − rN , xN + rN ] ⇒ |xm − xn| ≤
2

N

根据柯西收敛准则可知 xn 收敛于 ξ，而 A 是闭集且 xn ∈ A，所以 ξ ∈ A =

∞⋃
n=1

An，则 ξ 一定在某个 AN 中

但是 (xN − rN , xN + rN ) ∩AN = ∅，所以 ξ /∈ (xN − rN , xN + rN )，同时

xN+1, xN+2, ... ∈ [xN+1 − rN+1, xN+1 + rN+1] ⊂ (xN − rN , xN + rN )

故 ξ 是闭集 [xN+1 − rN+1, xN+1 + rN+1] 的一个极限点，因此 ξ ∈ [xN+1 − rN+1, xN+1 + rN+1]

这显然是矛盾的，引理得证

151



12.1 第二章习题答案 第十二章 习题答案

回到原题，反证法，如果 (0, 1) 可以写成一列互不相交的闭集的并，则闭集一定是无限个，并且 [0, 1] 也可以写

成一列互不相交的闭集的并，因此设 [0, 1] =

∞⋃
n=1

An，这里每一个 An 都是非空的闭集

用
◦
A 表示集合 A 的内部，∂A 表示集合 A 的边界，则显然

◦
A 是开集，∂A 是闭集（这是因为 R 分为 A 的内

部，A 的边界以及 A 的外部三个不相交的部分，并且 A 的外部也即 Ac 的内部是开集，
◦
A 也是开集，取补集得到

∂A 是闭集），注意对闭集 A 总有 A =
◦
A∪∂A（实际上 A 是闭集等价于 ∂A ⊂ A），所以

[0, 1] =

∞⋃
n=1

An =

( ∞⋃
n=1

◦
An

)
∪

( ∞⋃
n=1

∂An

)

根据条件：上述并集中出现的各个集合互不相交，于是有

B =

∞⋃
n=1

∂An = [0, 1]−
∞⋃

n=1

◦
An =

( ∞⋃
n=1

◦
An

)c

∩ [0, 1] =

∞⋂
n=1

(
◦
An

)c

∩ [0, 1]

是一个闭集，并且 B =

∞⋃
n=1

∂An 是一列互不相交的非空闭集的并，根据 Baire 纲定理（引理）知存在开区间

(a, b) ⊂ (0, 1) 和正整数 N 使得 (a, b) ∩ B ⊂ ∂AN，注意各个 ∂An 是互不相交的，这说明 (a, b) 中只含有非空集合

∂AN 中的点，而与其余任何一个 ∂Ak 都不相交

事实上，能够证明：如果一个开区间 (a, b) 与某个 ∂Ai 相交，则它必定也和其余某个 ∂Aj 相交

反证法：设某个区间 (a, b) ⊂ (0, 1) 只和 ∂A1 相交，而与其余所有 ∂Ai 都不相交，则任取一个 x ∈ (a, b)∩ ∂A1，

此时 x 是闭集 A1 的边界点，(a, b) 是 x 点的邻域，则存在 y ∈ (a, b) ⊂ (0, 1), y /∈ A1，而 [0, 1] =

∞⋃
n=1

An，所以 y

一定在其余某个 Ak 中，不妨设 y ∈ A2，下面来说明 (a, b) 与 ∂A2 相交：

若不然，即 (a, b) ∩ ∂A2 = ∅，则有

(a, b) ∩A2 =

(
(a, b) ∩

◦
A2

)
∪ ((a, b) ∩ ∂A2) = (a, b) ∩

◦
A2

是开集，由于 Ac
2 是开集，则

(a, b) = ((a, b) ∩A2) ∪ ((a, b) ∩Ac
2)

是两个不相交的非空开集的并，非空是因为

y ∈ (a, b) ∩A2, x ∈ (a, b) ∩ ∂A1 ⇒ x /∈ A2, x ∈ (a, b) ∩Ac
2

但是这个结果与区间的连通性矛盾，连通性是指

引理 12.1.2： 对任意开区间 (a, b)，都不能将其写成两个非空的不交的开集的并

反证法，设 A,B ⊂ (a, b) 是非空开集并且 (a, b) = A ∪B，则任取 x ∈ A, y ∈ B，考虑线段 xy

取线段 xy的中点
x+ y

2
∈ (a, b)，如果

x+ y

2
∈ A，则记 x1 =

x+ y

2
, y1 = y并考虑线段 x1y1，反之若

x+ y

2
∈ B，

则记 x1 = x, y1 =
x+ y

2
并考虑线段 x1y1

同样考虑线段 x1y1 的中点并以此确定下一个线段 x2, y2，以此类推可得一个闭区间套，满足两个端点总是一个

属于 A，一个属于 B，根据区间套定理，存在唯一 ξ 属于所有的线段 xkyk，则不论 ξ ∈ A 还是 ξ ∈ B，由于 A,B

是开集，都会导致 ξ 的某个邻域全部位于开集 A 中或者开集 B 中，因此当 n 充分大时，线段长度趋于零，变会导

致 xn, yn 两个端点属于同一个开集，矛盾
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因此，(a, b) 中不可能只含有非空集合 ∂AN 中的点，一定还包含其余某个 ∂Ak 中的点，导致矛盾，结论得证

注释 12.1.2： Baire 纲定理的一个版本是“完备的度量空间是第二纲的”，也就是说如果 X 是完备（任意柯

西列都收敛）度量空间，则 X 不能写成一列无处稠密集（先取闭包再取内部，得到空集，这样的集合）的并，

因此如果一列闭集 An，它们的并集 A =

∞⋃
n=1

An 也是一个闭集，则可以将 A 视为完备度量空间。现在全空间

A 写成了一列闭集的并，对 A 使用 Baire 纲定理，在子空间拓扑意义下，则存在一个 AN 使得 AN 有“相对

内点”，对应到 R 中就是说存在一个开区间 I，使得 I ∩A ⊂ AN。

换句话说：存在一个开区间 I，使得区间 I 中所有在 A1, A2, ... 中的点，都在 AN 里面（设想 A = R，则 AN

里面直接包含了一个开区间 I，那么 I 中所有点都在 AN 里面了，上述论断是自然的，而一般情况下，可能

任何一个 An 都没有内点，只有“相对内点”）。

可是上述“子空间拓扑”的说法或许不能让人信服，尤其是只学过数学分析的同学，因此我们将这个命题也

就是 Baire 纲定理的变形单独拿出来，用最基本的数学分析方法证明一遍，再使用。
补充：度量空间完备性质和闭集性质有什么关系？完备的集合显然一定是闭集，反之闭集有可能不完备，若

想要这个结论成立，需要补充条件“这个闭集是完备度量空间的一个子集”，这里提及的两个结论证明都是很

简单而直接的验证，自行完成

根据本题结果，我们可以立即得到一些类似的结论，闭集显然包括了闭区间的情况

推论 12.1.1

1. 任何开区间 (a, b) 均不能写成有限个不交的闭集的并

2. (0, 1), [0, 1), [0, 1) 均不能写成一列互不相交的闭集的并

其中第一点是容易证明的，考虑区间的连通性即可，完全不必像本题这样操作（应当掌握）

还有一个更具一般性的命题，是 100 年前才被证明的精彩的定理

定理 12.1.1: Sierpinski

设 A ⊂ Rn 是不可数集，若一列互不相交的闭集使得 A =

∞⋃
n=1

An，则至多有一个集合 An 非空.

显然这个命题是比原题以及推论要强的，自然证明也更加困难

6. 对于两个解的情况，结论是不存在：如果存在，则假设 f(a) = f(b) = 0，然后关注区间 [a, b]，此时如果存

在 x1 ∈ (a, b) 使得 M = f(x1) > 0 为 f(x) 在 [a, b] 中的最大值，则 x < a 或者 x > b 时都恒有 f(x) < 0，否则对

充分小的正数 ε，f(x) = ε 至少会有三个解（介值性），矛盾

现在考虑 f(x) =M 的解，则存在 x2 ∈ (a, b), x2 ̸= x1 使得 f(x2) =M，在区间 [x1, x2] 或者 [x2, x1] 中，f(x)

显然存在最小值 m 并且 m < M，于是对充分小的正数 ε，f(x) =M − ε 至少会有四个解，导致矛盾

综上，我们说明了 f(x) 在 [a, b] 中的最大值就是 0，同理 f(x) 在 [a, b] 中的最小值也是 0，进而 f(x) 在区间

[a, b] 中恒为零，矛盾，故不存在

对于三个解的情况，结论是存在，例如 f (x) =


n, x = 2n

n− 2, x = 2n− 1

线性连接, x /∈ Z
，这是一个折线构成的函数，画图容易看

出满足条件，并且将 2, 3 换成一般的偶数和奇数，结论都是不变的
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7. 因为 f(x) 取值恒正，所以
⋃

x∈[0,1]

(x− f (x) , x+ f (x)) ⊃ [0, 1]，根据有限覆盖定理，存在其中有限个区间覆

盖 [0, 1]，设为 Ik = (xk − f (xk) , xk + f (xk)) , k = 1, 2, ..., n，这些区间 Ik 互相可能有交集，也可能某个区间是其

他一些区间合起来的子集，下面做些改进

如果区间 I1 可以被剩下 n− 1 个区间的并集覆盖，则将 I1 扔掉，反之则保留，再看区间 I2，如果它可以被剩

下的 n− 1 或者 n− 2 个区间的并集覆盖，则将 I2 扔掉，反之则保留，以此类推下去，逐一检查这 n 个区间，则有

限次操作后，我们不妨设最终保留下来的区间是 Ik = (xk − f (xk) , xk + f (xk)) , k = 1, 2, ...,m,m ⩽ n，那么这些

区间一定满足：任何一个区间都不能被其余 m− 1 个区间的并集覆盖，并且它们的并集仍然覆盖了 [0, 1]

我们将这些区间按照左端点的大小关系递增排列，不妨设 x1 − f(x1) ≤ x2 − f(x2) ≤ ... ≤ xm − f(xm)，方便

起见记 Ik = (ak, bk) , ak = xk − f (xk) , bk = xk + f (xk)，其中 ak 是单调递增的，显然 ak 严格单调递增，否则不

妨是 a1 = a2，则不论 b1 与 b2 的大小关系如何，I1 和 I2 中都一定有某一个是另外一个的子集，矛盾

如果存在 k 使得 Ik∩Ik+2 ̸= ∅，则 ak < ak+2 < bk < bk+2，我们考虑 ak+1，根据递增性应有 ak < ak+1 < ak+2，

再来看 bk+1，因为 Ik+1 不能被 Ik 和 Ik+2 覆盖，所以 bk+1 > bk+2，但是这样子 Ik+2 就被 Ik+1 覆盖了，矛盾

因此 I1, I3, ... 互不相交，I2, I4, ... 互不相交，注意 I1, I2, ..., Im 的并集覆盖了 [0, 1]，考虑区间长度可知

2 (f (x1) + f (x2) + ...+ f (xk)) > 1

于是 f(x1) + f(x3) + ... >
1

4
和 f(x2) + f(x4) + ... >

1

4
，不妨设前者成立，则相应的 x1, x3, ... 对应的区间

I1, I3, ... 是两两不交的，并且函数值求和大于
1

4
，即为所求

注释 12.1.3： 前面例题中提到有限覆盖有时候需要去掉重复的区间才能达到目的，本题就是一个具体的去重
复的例子，最后的效果直观来说就是“区间是严格递增的并且基本上不重复”

8. 在例题 2.2.5 中已经证明了任何函数的极值个数都是至多可数的（包括在 Rn 中也一样），现在证明存在一个

区间 I 使得 f(x) 在 I 中为常值函数（注意这个证明并不依赖于值域是至多可数集，两个结论是独立的）

反证法：假设 f(x) 在任何区间中都不是常值函数，任取 x1 ∈ R，根据条件，存在 a1 < x1 < b1, b1 − a1 < 1 使

得 f(x1) 是 f(x) 在区间 [a1, b1] 中的最小值，注意 f(x) 在任何区间中都不是常值函数，所以存在 x2 ∈ (a1, b1) 使

得 f(x2) > f(x1)，并且存在 [a2, b2] ⊂ (a1, b1), x2 ∈ (a2, b2), b2 − a2 <
1

2
使得 f(x2) 是 f(x) 在区间 [a2, b2] 中的最

小值

以此类推得到一个闭区间套 [an, bn]，这里 an 严格单调递增，bn 严格单调递减，并且 an < xn < bn, f(xn+1) >

f(xn) 恒成立，因为 bn − an <
1

n
，所以存在唯一的 ξ 属于每一个 [an, bn]，也是 an, bn, xn 这三个数列共同的极限

现在关注 ξ 点，因为是极小值点，存在 δ > 0使得 f(x)在区间 [ξ−δ, ξ+δ]中的最小值是 f(ξ)，注意 an, bn → ξ，

所以存在充分大的正整数 N，使得 n > N 时恒成立 xn, ξ ∈ [an, bn] ⊂ [ξ − δ, ξ + δ]，则 f(xn), f(ξ) 都是 [an, bn] 中

的最小值，故 f(xn) = f(ξ)，这与序列 f(xn) 严格单调递增矛盾，结论得证

但是如果将极小值点改成极值点，则结论不在成立，比如取 f(x) 为黎曼函数，此时 f(x) 处处取极值（有理点

取极大值，无理点取极小值），但是在任何区间中都不是常值函数

9. 乙有必胜策略：注意 [0, 1] 中的有理数是可数的，因此乙在每一次选择区间的时候，只要将第 n 个有理数踢

出去就可以了，这样最后的交集就不可能是有理数，因为最后所有的有理数全被踢出去了，当然“结果如何”指的

是乙有必胜策略，而非乙随意选择区间都必定能获胜。

本题可以推广：将有理数集换成任意一个第一纲的集合 M（可数个无处稠密集的并，或者说能够写成一列没有

内点的闭集之并的集合），结论都是不变的，同样乙只需要在第 n 次操作中回避这一列集合中的第 n 个（不交），那

么最后的交集就一定不属于 M，反之如果乙有必胜策略，则这个集合 M 也必须是第一纲的，自行验证
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12.2 第三章习题答案

1. 利用递推式的单调递减性，归纳证明 1− 1

n+ 1
≤ an ≤ 1 即可

2. 见微信公众号链接（如果你是打印版，请到 PDF 版中点击链接查看答案）
3. 注意如果数列中某一项为零，则后面所有项都是零，极限显然存在，反之不妨设数列正，此时可以取对数，问

题转化为实数列 am+n ≤ am + an，证明 lim
n→∞

an
n
存在（为有限数或者无穷）.

任取一个 m 然后做带余除法：
akm+r

km+ r
⩽ kam + ar

km+ r
, r = 0, 1, ...,m − 1, k ⩾ 1，再让 k → ∞ 取上极限得到

lim
n→∞

an
n

⩽ am
m
，然后对 m → ∞ 取下极限就有 lim

n→∞

an
n

⩽ lim
n→∞

an
n
，这意味着

an
n
极限存在（允许为负无穷），从

过程中还可以看出 lim
n→∞

an
n

≤ inf
m

am
m
，反向的不等式显然成立，进而第二问也得证

4. 根据递推式和 un > 0，显然 un > 1，所以

un+2 = 1 +
1

un+1
< 2,

再代入回去可知

un < 1 + 2 = 3,

因此 un 是有界数列。

设 un 的上极限、下极限分别为 A,B，则

1 ≤ B ≤ A ≤ 3,

在递推式两边取上下极限可知

A = lim
n→∞

un+2 = 1 + lim
n→∞

un+1

un
≤ 1 +

A

B
=⇒ AB ≤ A+B,

B = lim
n→∞

un+2 = 1 + lim
n→∞

un+1

un
≥ 1 +

B

A
=⇒ AB ≥ A+B.

这说明 AB = A+B。

现在可以取子列 unk+2 使得它趋于 A。考虑每个 unk+2 的前一项构成的数列，它作为一个有界数列必定存在

收敛子列，我们把这个收敛子列取出来，再考虑这个收敛子列的前一项构成的数列，同样可以取出另一个收敛子列，

然后再同理操作一次，因此我们可以设子列

unk+2 → A, unk+1 → l1, unk
→ l2, unk−1 → l3,

代入递推关系取极限可知

A = 1 +
l1
l2
, l1 = 1 +

l2
l3
.

其中 AB = A+B, 1 ≤ B ≤ l2, l3 ≤ A ≤ 3。

所以

A = 1 +
l1
l2

≤ 1 +
B

l3
= A,

这说明 l1 = A, l2 = B。

再由

l1 = 1 +
l2
l3
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代入以上结果放缩可知

A = 1 +
B

l3
≤ 2.

但是 AB = A+B =⇒ B = A(B − 1) ≤ 2B − 2 =⇒ B ≥ 2。

结合 A ≥ B 即可得到 A = B = 2，因此所求的极限就是 2。

5. 反证法：则有 A >
1

4
使得

n2 (4an (1− an−1)− 1) ≥ A >
1

4
, ∀n ≥ N

于是

4an (1− an−1) ≥ 1 +
A

n2
⇔ an ≥ 1

4 (1− an−1)

(
1 +

A

n2

)
, an ∈ (0, 1)

令

bn =
1

4 (1− bn−1)

(
1 +

A

n2

)
, bN = aN

则 an ≥ bn，并且从递推式可知 an, bn 都是单调递增的（代入递推式后，由均值不等式即得到），所以极限存在

在 4an (1− an−1) ≥ 1 +
A

n2
中令 n→ ∞ 可知 lim

n→∞
an =

1

2

于是 an 单调递增趋于
1

2
，同理 bn 也是单调递增趋于

1

2
，方便起见，我们讨论 bn

令 bn =
1− cn

2
，则 cn ∈ (0, 1) 且单调递减趋于零

4bn (1− bn−1) = 1 +
A

n2
⇒ (1− cn) (1 + cn−1) = 1 +

A

n2

⇒ cn−1 − cn =
A

n2
+ cncn−1, cn − cn+1 >

A

(n+ 1)
2

求和得到

cn ≥ A

(
1

(n+ 1)
2 +

1

(n+ 2)
2 + ...

)
>

A

n+ 1

回代得到

cn−1 − cn =
A

n2
+ cncn−1 ≥ A

n2
+

A2

n (n+ 1)

求和得到 cn ≥ A

n+ 1
+

A2

n+ 1
右边变大了，于是我们考虑右边最大能到多少

设 m 为 (n+ 1)cn 的下确界（对任意 n ≥ N），即 cn ≥ m

n+ 1
是最佳的

回代得到

cn−1 − cn =
A

n2
+ cncn−1 ≥ A

n2
+

m2

n (n+ 1)

求和得到 cn ≥ A

n+ 1
+

m2

n+ 1
因此 (n+ 1) cn ≥ A+m2 不应超过下确界 m，所以

A+m2 ≤ m⇒ A ≤ m (1−m) ≤ 1

4

这就导出了矛盾，从而结论得证

6. 若可导，则导数定义中取有理数时算出来导数为零，因此无理数方式趋近时候极限也必须是零，可是 a ∈ (0, 2]，

由狄利克雷逼近定理知不可能
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7. 对任意 c ∈ [−1, 1]，要说明在 c 的任意邻域内都有数列 sinn 中的某一项，设 x ∈ [0, 1] 满足 sin 2πx = c，则

我们需要找正整数 n 使得 sinn = sin 2π
{ n

2π

}
∈ (c− δ, c+ δ)，也就是说找 n 使得

{ n

2π

}
在 x 附近，这由前面的

kronecker 逼近定理是显然的
8. 因为 sin a (x+ tn) = sin

(
ax+ 2π

{
atn
2π

})
，所以为了保证一致收敛，应有

{
atn
2π

}
充分小，所以本题要做

的事情是：找一列 tn 单调递增趋于无穷，使得

{
atn
2π

}
,

{
btn
2π

}
,

{
ctn
2π

}
三者都趋于零，将 tn → ktn，则目标为找一

列 tn 使得 {atn} , {btn} , {tn} 都趋于零，进一步的，只要能说明：对任意 ε > 0 和任意充分大的 M，都存在 t > M

使得 {ta}, {tb}, {t} < ε 就可以了

如果 a, b 都是有理数，直接“去分母”取 tn，即可让前面三者均恒为零，显然成立

以下不妨设 a 是无理数，让 t 取正整数，根据无理数的基本性质（等分布，或者稠密，都行），能找一列正整

数 ni 使得 {nia} < ε，接着看对应的 {nib}, i = 1, 2, ...，根据稠密性（或者等分布，或者抽屉原理），会有无穷多组

相距很近的 {nib}, {njb}，则 {(nj − ni)b} 会很小，相应的 {(ni − nj)a} 要么在 0 附近要么在 1 附近，因为有无穷

多组，所以可以让其在 0 附近，也即总可以找到充分大的 t = ni − nj，使得得 {ta}, {tb}, {t} < ε

注：显然 3 个可以推广到 n 个

9. 首先想办法把答案猜出来，注意绝对值里面的东西是恒负的，考虑

f (x) =
(
1 +

x

n

)−n

− e−x ≥ 0, f ′ (x) = e−x −
(
1 +

x

n

)−(n+1)

则

f ′ (x) = 0 ⇔ ex =
(
1 +

x

n

)n+1

⇔ ln
(
1 +

x

n

)
=

x

n+ 1

容易看出上述方程存在唯一的正根，还有一个显然的解 x = 0，现在考虑 x 取什么值时候这个方程会成立或者

近似的成立，泰勒展开（形式计算）有

x

n+ 1
= ln

(
1 +

x

n

)
≈ x

n
− x2

2n2
⇒ x2

2n2
=

x

n (n+ 1)
⇒ x ≈ 2

于是推测 x = 2 为近似的零点，并且代入 x = 2 去计算，出来的极限便是答案，下面做证明：

显然

lim
n→∞

max
x≥0

n

∣∣∣∣e−x −
(
1 +

x

n

)−n
∣∣∣∣ ≥ lim

n→∞
n

((
1 +

2

n

)−n

− e−2

)
=

1

e2
lim

n→∞
n
(
e2−n ln(1+ 2

n ) − 1
)
=

2

e2

所以只需要证明 lim
n→∞

max
x≥0

n

∣∣∣∣e−x −
(
1 +

x

n

)−n
∣∣∣∣ ≤ 2

e2

因为 f (x) =
(
1 +

x

n

)−n

−e−x ≥ 0先增后减，且有唯一的极大值点 x0（取值与 n有关），满足方程 ln
(
1 +

x

n

)
=

x

n+ 1
，所以只需要代入 x = x0 求极限，问题在于 x0 算不出来，下面分两步处理这个问题

如果能够说明存在 M 使得对每一个 n，最大值总是在 [0,M ] 中取到，也就是说

max
x≥0

∣∣∣∣e−x −
(
1 +

x

n

)−n
∣∣∣∣ = max

x∈[0,M ]

∣∣∣∣e−x −
(
1 +

x

n

)−n
∣∣∣∣ , ∀n ≥ 1

那么在 n→ ∞的过程中，泰勒展开将会具备一致性，形式上看就是可以直接对里面做泰勒展开，然后令 n→ ∞
得到极限函数，再对极限函数计算最大值（可以理解为做了换序），详细过程如下：

对任意 ε > 0，存在 δ > 0 使得任意 x ∈ (0, δ) 都有 ex − 1 ≤ (1 + ε)x，注意 x ∈ [0,M ] 于是当 n > N 充分大

时总有 (
1 +

x

n

)−n

− e−x = e−n ln(1+ x
n ) − e−x ≤ e

−n
(

x
n− x2

2n2

)
− e−x = e−x

(
e

x2

2n − 1
)
≤ e−x (1 + ε)

x2

2n
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所以

lim
n→∞

max
x≥0

n

∣∣∣∣e−x −
(
1 +

x

n

)−n
∣∣∣∣ ≤ (1 + ε) lim

n→∞
max
x≥0

(
e−xx2

)
= (1 + ε)max

x≥0

x2

ex
= (1 + ε)

2

e2

根据 ε 的任意性便可得到答案

所以只要证：对任意正整数 n，f(x) 的最大值点总是在一个确定的有限区间中，也就是说方程 ln
(
1 +

x

n

)
=

x

n+ 1
的解 x 是有界的，这个界与 n 无关

说明这件事情的方法有很多（高考题），随便举个例子：根据高考不等式 ln (1 + x) ≤ x√
1 + x

, x > 0 有

x

n+ 1
= ln

(
1 +

x

n

)
≤

x
n√
1 + x

n

⇒
√
1 +

x

n
≤ 1 +

1

n
⇒ x ≤ 2 +

1

n

由此结论得证，最后答案是
2

e2
10. 第一步：证明 xn 有界

我们用归纳法证明
1√
3
+

1

n
< xn <

√
3− 1

n
, ∀n ≥ 4

根据初始值和递推有

x2 =
13

6
, x3 =

31

39
, x4 =

413

279
<

√
3− 1

4((
413

279
+

1

4

)2

− 3 = − 7607

1245456
< 0

)
所以结论对 n = 4 成立

假设 n 时成立，则 n+ 1 时

xn+1 =
1

xn
+

2

3n
<

1
1√
3
+ 1

n

+
2

3n
<
√
3− 1

n+ 1

xn+1 =
1

xn
+

2

3n
>

1√
3− 1

n

+
2

3n
>

1√
3
+

1

n+ 1

我们只需要证明这两个标红的不等号，设

f (x) =
1

1√
3
+ 1

x

+
2

3x
−

√
3 +

1

x+ 1

g (x) =
1√

3− 1
x

+
2

3x
− 1√

3
− 1

x+ 1

则根据二次函数的单调性可知

f (x) =
6 + 15x− 7

√
3x− 4

√
3x2

3x (1 + x)
(
3 +

√
3x
) ≤ 66− 92

√
3

3x (1 + x)
(
3 +

√
3x
) < 0

g (x) =
−2 + x+ 3

√
3x

3x (1 + x)
(
−1 +

√
3x
) ≥ 2 + 12

√
3

3x (1 + x)
(
−1 +

√
3x
) > 0

因此 n+ 1 时结论成立，这就证明了

1√
3
+

1

n
< xn <

√
3− 1

n
, ∀n ≥ 4

第二步：证明 x2n > 1 恒成立
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若不然，设使得 x2n ≤ 1 成立的最小的 n 为 n0，则 x2n0 ≤ 1 且 x2k > 1, ∀1 ≤ k ≤ n0 − 1，显然 n0 ≥ 3

因为 x2n0 =
1

x2n0−1
+

2

3 (2n0 − 1)
≤ 1，所以 x2n0−1 > 1

因此根据递推式迭代可知

xn+1 =
1

xn
+

2

3n
⇒ xn =

1

xn+1 − 2
3n

, xn+1 =
1

xn+2 − 2
3(n+1)

⇒ xn =
1

xn+1 − 2
3n

=
1

1
xn+2− 2

3(n+1)

− 2
3n

⇒ x2n0−3 =
1

1
x2n0−1− 1

3(n0−1)

− 2
3(2n0−3)

>
1

1
1− 1

3(n0−1)

− 2
3(2n0−3)

=
1

35− 51n0 + 18n20
+ 1 > 1

这说明

x2n0−1 > 1, x2n0−3 > 1, ..., x3 > 1, x1 > 1

显然和初始值 x1 =
2

3
是矛盾的，因此结论得证

第三步：证明偶子列 x2n 单调递减趋于 1

前面证明了 x2n > 1，则由递推式可知

xn+2 =
1

xn+1
+

2

3 (n+ 1)
=

1
1
xn

+ 2
3n

+
2

3 (n+ 1)

x2n+2 − x2n =
1

1
x2n

+ 1
3n

+
2

3 (2n+ 1)
− x2n

=
3nx2n
x2n + 3n

+
2

3 (2n+ 1)
− x2n =

2

3 (2n+ 1)
− x22n
x2n + 3n

<
2

3 (2n+ 1)
− 1

1 + 3n
= − 1

3 (1 + 2n) (1 + 3n)
< 0

其中用到了
x2

x+ 3n
=

1
3n
x2 + 1

x

是增函数

所以 x2n 单调递减且恒大于 1，设子列 x2n 的极限为 A，则显然 A ≥ 1，下面证明 A = 1

若不然，设 A = 1+ δ > 1，δ 为一个确定的正数，则 x2n > 1 + δ，当 n 充分大时恒成立
1 + δ

3n
< δ，此时根据

递推式有

x2n+2 − x2n =
2

3 (2n+ 1)
− x22n
x2n + 3n

=
1

3n

(
2n

2n+ 1
− x22n

1 + 1
3nx2n

)
<

1

3n

(
1− (1 + δ)

2

1 + 1
3n (1 + δ)

)
< − δ

3n

因为调和级数发散，所以上式表明 n 充分大时 x2n 一定会趋于负无穷，这显然与数列有界矛盾！

所以我们证明了偶子列 x2n 单调递减趋于 1

第四步：证明 lim
n→∞

xn = 1

现在考虑奇子列，因为 x2n+1 =
1

x2n
+

1

2n
，令 n→ ∞ 结合 x2n → 1 立即得到 x2n+1 也趋于 1，综上结论得证
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12.3 第四章习题答案

1. 解方程 x2 − bx− a = 0 得到两个根

λ =
b+

√
b2 + 4a

2
> 0, µ =

b−
√
b2 + 4a

2
< 0

然后分拆一下，根据条件就有

(f ′ (x)− λf (x))
′ ≤ µ (f ′ (x)− λf (x)) ⇒

(
e−µx (f ′ (x)− λf (x))

)′ ≤ 0

已知条件表明 f(x)单调递增，下凸，所以 f(−∞) = A有限，f ′(−∞) = 0，由以上不等式知 e−µx (f ′ (x)− λf (x))

单调递减，然后令 x→ −∞ 便有 f ′ (x) ≤ λf (x)，这说明 c = λ 满足要求，很明显这是最佳的

2. 极限为零时候显然一致连续，反之只需注意：当 n 充分大时，
√
n+ 1−

√
n→ 0，因此对充分大的 x，在其

附近找一个
√
k 作为过度，利用绝对值不等式放缩，并结合条件 f(

√
k) → 0 即可

3. 显然，不妨设 f(x) ∈ C[0, 1]，只需要证明 f(x) 在区间 (0, 1) 内有可导点

减去线性函数，不妨设 f(0) = f(1) = 0，进一步不妨设 f(x) 在 x0 ∈ (0, 1) 处取到正的最大值，则有

lim
h→0

f (x0 + h) + f (x0 − h)− 2f (x0)

h
= 0 ⇒ lim

h→0+

(
f (x0 + h)− f (x0)

h
− f (x0)− f (x0 − h)

h

)
= 0

f (x0)− f (x0 − h)

h
≥ 0, ∀h > 0 ⇒ lim

h→0+

f (x0 + h)− f (x0)

h
≥ lim

h→0+

f (x0 + h)− f (x0)

h
≥ 0

f (x0 + h)− f (x0)

h
≤ 0, ∀h > 0 ⇒ f+

′ (x0) = lim
h→0+

f (x0 + h)− f (x0)

h
= 0

同理可知左导数也是零，于是该点可导，并且导数为零

注：实际上可以证明，可导点构成的集合还是不可数的，方法也差不多

4. 反证法，设 |f ′(x1)| > 2
√
AB +D，根据条件有

|f ′ (x1)| =
∣∣∣∣f ′ (x0) + ∫ x1

x0

f ′′ (t) dt

∣∣∣∣ ≤ D +B |x1 − x0|

由此得到 |x1 − x0| > 2

√
A

B
，进一步泰勒公式有

f (x1 + h) = f (x1) + f ′ (x1)h+
1

2
f ′′ (ξ)h2

|f ′ (x1)| =
∣∣∣∣f (x1 + h)− f (x1)

h
− 1

2
f ′′ (ξ)h

∣∣∣∣ ≤ 2A

|h|
+
B

2
|h|

希望右边最小，给出最好的估计，所以取 h = ±2

√
A

B
即可，注意区间的限制，应当保证 x1 + h ∈ [a, b]，不过

前面已经得到了 |x1 − x0| > 2

√
A

B
，所以这样的 h 肯定可以取到，问题解决

5. 三问一起解决，注意凸性等价于极值原理，并且线性函数代入之后刚刚好取等，所以采用反证法，不妨设
f(0) = f(1) = 0，并且 f(a) > 0 是 f(x) 在 [0, 1] 中的最大值

第一问：利用 f (a) ≤ 1

2h

∫ a+h

a−h

f (x) dx ≤ 1

2h

∫ a+h

a−h

f (a) dx = f (a) , h > 0 和连续性可知 f(x) ≡ f(a) 矛盾

第二问：用 y =
a

2
去截 f(x)，根据连续性可知有 u < a < v 使得 f(u) = f(v) =

a

2
并且在 (u, v) 内恒成立

f(x) >
a

2
，代入 u, v 到条件的不等式里面，显然矛盾

第三问：根据前两问，一直取等则说明既上凸又下凸，所以是线性函数
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6. 第一问：条件表明 f(x) 有界，设 |f(x)| ≤ M 恒成立，显然 F (x) 连续，所以 F (x) 在 [0, 11] 中一致连续，

我们只需要证明 F (x) 在 [10,+∞) 上一致连续（如此假设是为了保证 x, y, 2x, 2y 四个数字总是从小到大排列的）

对任意 x, y ≥ 10, 0 < y − x < 1 有

F (y)− F (x) =

∫ y

0

taf (t+ y) dt−
∫ x

0

taf (t+ x) dt

=

∫ 2y

y

(t− y)
a
f (t) dt−

∫ 2x

x

(t− x)
a
f (t) dt

=

∫ 2x

y

((t− y)
a − (t− x)

a
) f (t) dt+

∫ 2y

2x

(t− y)
a
f (t) dt−

∫ y

x

(t− x)
a
f (t) dt∣∣∣∣∫ 2x

y

((t− y)
a − (t− x)

a
) f (t) dt

∣∣∣∣ ≤M

∫ 2x

y

((t− y)
a − (t− x)

a
) dt

=
M

a+ 1

(
(2x− y)

a+1 − xa+1 + (y − x)
a+1
)
≤ M(y − x)

a+1

a+ 1∣∣∣∣∫ 2y

2x

(t− y)
a
f (t) dt

∣∣∣∣ ≤M

∫ 2y

2x

(t− y)
a
dt ≤M

∫ 2y

2x

1dt = 2M (y − x)∣∣∣∣∫ y

x

(t− x)
a
f (t) dt

∣∣∣∣ ≤M

∫ y

x

(t− x)
a
dt =

M

a+ 1
(y − x)

a+1

⇒ |F (y)− F (x)| ≤ M(y − x)
a+1

a+ 1
+ 2M (y − x) +

M

a+ 1
(y − x)

a+1

对任意 ε > 0，只要 |y − x| 充分小，则上式右端就会充分小（不论 x, y 多大），由此知一致连续

第二问：利用周期性，对任意正整数 n 有

F ((n+ 1)T ) =

∫ (n+1)T

0

taf (t+ (n+ 1)T ) dt =

∫ (n+1)T

0

taf (t) dt

=

∫ T

0

taf (t) dt+

∫ 2T

T

taf (t) dt+ ...+

∫ (n+1)T

nT

taf (t) dt

=

∫ T

0

f (t) (ta + (t+ T )
a
+ ...+ (t+ nT )

a
) dt

利用欧拉麦克劳林公式，记 gn (t) = ta + (t+ T )
a
+ ...+ (t+ nT )

a
, t ∈ [0, T ] , h(x) = (t+ Tx)a，则

gn (t) = h (0) + h (1) + ...+ h (n) =

∫ n

0

h (x) dx+
h (0) + h (n)

2
+

∫ n

0

b1 (x)h
′ (x) dx

=
(t+ nT )

a+1 − ta+1

T (a+ 1)
+

1

2
(t+ nT )

a
+

1

2
ta + aT

∫ n

0

b1 (x) (t+ Tx)
a−1

dx

注意 a ∈ (0, 1), t ∈ [0, T ]，所以容易知道余项

∫ n

0

b1 (x) (t+ Tx)
a−1

dx 是一个关于 t ∈ [0, T ] 和正整数 n ≥ 1 一

致有界的量（分段即可看出来，0 附近显然一致有界，之后 b1(x) 的存在导致积分正负互相抵消，被积函数又会趋

于零，所以也是一致有界的，跟区间长度 n 还有 t 的大小没关系），所以

gn (t) =
(t+ nT )

a+1 − ta+1

T (a+ 1)
+

1

2
(t+ nT )

a
+O (1) =

1

T (a+ 1)
(nT )

a+1
+

(
t

T
+

1

2

)
(nT )

a
+O (1)

上面这一步化简用了泰勒展开，然后代回去，得到

F ((n+ 1)T ) =

∫ T

0

f (t) gn (t) dt =
(nT )

a+1

T (a+ 1)

∫ T

0

f (t) dt+ (nT )
a
∫ T

0

f (t)

(
t

T
+

1

2

)
dt+O (1)

所以必须

∫ T

0

f (t) dt = 0，否则增长速度无法被一次函数控制，不可能一致连续
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因此下面设

∫ T

0

f (t) dt = 0,

∫ 3

0

f (t) dt = 2022，我们证明此时依然是不一致连续的

对任意充分大的正整数 n 以及 δ ∈ (0, 1) 有

F ((n+ 1)T + δ)− F ((n+ 1)T ) =

∫ (n+1)T+δ

0

taf (t+ (n+ 1)T + δ) dt−
∫ (n+1)T

0

taf (t+ (n+ 1)T ) dt

=

∫ T

0

(f (t+ δ)− f (t)) gn (t) dt+

∫ δ

0

(t+ (n+ 1)T )
a
f (t+ δ) dt

=

∫ T

0

(f (t+ δ)− f (t))

(
(nT )

a+1

T (a+ 1)
+

(
t

T
+

1

2

)
(nT )

a
+O (1)

)
dt+ (nT )

a
∫ δ

0

(
1 +

t+ T

nT

)a

f (t+ δ) dt

= (nT )
a
∫ T

0

(f (t+ δ)− f (t))
t

T
dt+ (nT )

a
∫ δ

0

f (t+ δ) dt+O (1)

这里化简利用了 f(x) 周期为 T，以及前面对 gn(t) 的估计式

利用周期性进一步计算，容易得到

∫ T

0

(f (t+ δ)− f (t))
t

T
dt =

∫ δ

0

f (t) dt，所以

F ((n+ 1)T + δ)− F ((n+ 1)T ) = (nT )
a
∫ 2δ

0

f (t) dt+O (1)

只要

∫ 2δ

0

f (t) dt 非零，那么右边一定趋于无穷，从而不一致连续

现在看条件，我们有

∫ T

0

f (t) dt = 0,

∫ 3

0

f (t) dt = 2022，所以 f(x) 一定会在某个点附近邻域内积分非零，不

妨设这个邻域就在 0 附近，从而推到上述最后一步时候，就解决了问题，当然你也可以平移一下，先设出来这个邻

域，然后考虑对应的 F ((n+ 1)T + x0 + δ)− F ((n+ 1)T + x0)

7. 根据定义

an+1 ≥ an ⇔
n+1∑
k=1

f

(
2k − 1

2n+ 2

)
≥
(
1 +

1

n

) n∑
k=1

f

(
2k − 1

2n

)

利用泰勒公式积分余项 f (x) = f (x0) + f ′ (x0) (x− x0) +

∫ x

x0

f ′′ (t) (x− t) dt，所以

f

(
2k + 1

2n+ 2

)
= f

(
2k − 1

2n

)
+ f ′

(
2k − 1

2n

)(
2k + 1

2n+ 2
− 2k − 1

2n

)
+

∫ 2k+1
2n+2

2k−1
2n

f ′′ (t)

(
2k + 1

2n+ 2
− t

)
dt

= f

(
2k − 1

2n

)
+

2n− 2k + 1

2n (n+ 1)
f ′
(
2k − 1

2n

)
+

∫ 2k+1
2n+2

2k−1
2n

f ′′ (t)

(
2k + 1

2n+ 2
− t

)
dt, k = 1, 2, ..., n

f

(
2k + 1

2n+ 2

)
= f

(
2k + 1

2n

)
+ f ′

(
2k + 1

2n

)(
2k + 1

2n+ 2
− 2k + 1

2n

)
+

∫ 2k+1
2n+2

2k+1
2n

f ′′ (t)

(
2k + 1

2n+ 2
− t

)
dt

= f

(
2k + 1

2n

)
− 2k + 1

2n (n+ 1)
f ′
(
2k + 1

2n

)
+

∫ 2k+1
2n

2k+1
2n+2

f ′′ (t)

(
t− 2k + 1

2n+ 2

)
dt, k = 0, 1, ..., n− 1

这说明

f

(
2k + 1

2n+ 2

)
=


f

(
2k − 1

2n

)
+

2n− 2k + 1

2n (n+ 1)
f ′
(
2k − 1

2n

)
+

∫ 2k+1
2n+2

2k−1
2n

f ′′ (t)

(
2k + 1

2n+ 2
− t

)
dt

f

(
2k + 1

2n

)
− 2k + 1

2n (n+ 1)
f ′
(
2k + 1

2n

)
+

∫ 2k+1
2n

2k+1
2n+2

f ′′ (t)

(
t− 2k + 1

2n+ 2

)
dt

, 1 ≤ k ≤ n− 1
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具体写出来为

f

(
2k + 1

2n+ 2

)
=
k

n
f

(
2k + 1

2n+ 2

)
+

(
1− k

n

)
f

(
2k + 1

2n+ 2

)
=
k

n

(
f

(
2k − 1

2n

)
+

2n− 2k + 1

2n (n+ 1)
f ′
(
2k − 1

2n

)
+

∫ 2k+1
2n+2

2k−1
2n

f ′′ (t)

(
2k + 1

2n+ 2
− t

)
dt

)

+

(
1− k

n

)(
f

(
2k + 1

2n

)
− 2k + 1

2n (n+ 1)
f ′
(
2k + 1

2n

)
+

∫ 2k+1
2n

2k+1
2n+2

f ′′ (t)

(
t− 2k + 1

2n+ 2

)
dt

)
, k = 1, 2, ..., n− 1

f

(
1

2n+ 2

)
= f

(
1

2n

)
− 1

2n (n+ 1)
f ′
(

1

2n

)
+

∫ 1
2n

1
2n+2

f ′′ (t)

(
t− 1

2n+ 2

)
dt

f

(
2n+ 1

2n+ 2

)
= f

(
2n− 1

2n

)
+

1

2n (n+ 1)
f ′
(
2n− 1

2n

)
+

∫ 2n+1
2n+2

2n−1
2n

f ′′ (t)

(
2n+ 1

2n+ 2
− t

)
dt

相加，整理得到（有点难算这一步，自行计算）

n+1∑
k=1

f

(
2k − 1

2n+ 2

)
= f

(
1

2n+ 2

)
+ f

(
2n+ 1

2n+ 2

)
+

n−1∑
k=1

f

(
2k + 1

2n+ 2

)
=

(
1 +

1

n

) n∑
k=1

f

(
2k − 1

2n

)
+

n∑
k=1

f ′
(
2k − 1

2n

)
n+ 1− 2k

2n2 (n+ 1)

+

∫ 1
2n

1
2n+2

f ′′ (t)

(
t− 1

2n+ 2

)
dt+

∫ 2n+1
2n+2

2n−1
2n

f ′′ (t)

(
2n+ 1

2n+ 2
− t

)
dt

+

n−1∑
k=1

k

n

∫ 2k+1
2n+2

2k−1
2n

f ′′ (t)

(
2k + 1

2n+ 2
− t

)
dt+

n−1∑
k=1

(
1− k

n

)∫ 2k+1
2n

2k+1
2n+2

f ′′ (t)

(
t− 2k + 1

2n+ 2

)
dt

因此，要证明的结论 an+1 ≥ an 等价于

n−1∑
k=1

k

n

∫ 2k+1
2n+2

2k−1
2n

f ′′ (t)

(
2k + 1

2n+ 2
− t

)
dt+

n−1∑
k=1

(
1− k

n

)∫ 2k+1
2n

2k+1
2n+2

f ′′ (t)

(
t− 2k + 1

2n+ 2

)
dt

+

∫ 1
2n

1
2n+2

f ′′ (t)

(
t− 1

2n+ 2

)
dt+

∫ 2n+1
2n+2

2n−1
2n

f ′′ (t)

(
2n+ 1

2n+ 2
− t

)
dt ≥

[n2 ]∑
k=1

n+ 1− 2k

2n2 (n+ 1)

∫ 2n−2k+1
2n

2k−1
2n

f ′′ (x) dx

利用 f ′′(x) 非负递增的特性放缩（是充要的，不会放过）∫ 1
2n

1
2n+2

f ′′ (t)

(
t− 1

2n+ 2

)
dt+

∫ 2n+1
2n+2

2n−1
2n

f ′′ (t)

(
2n+ 1

2n+ 2
− t

)
dt ≥ f ′′

(
2n− 1

2n

)
1

8n2(n+ 1)
2

设 f ′′(x) = g(x)，则等价于在 g(x) 非负且单调递增的条件下，证明：

n−1∑
k=1

k

n

∫ 2k+1
2n+2

2k−1
2n

g (x)

(
2k + 1

2n+ 2
− x

)
dx+

n−1∑
k=1

(
1− k

n

)∫ 2k+1
2n

2k+1
2n+2

g (x)

(
x− 2k + 1

2n+ 2

)
dx+

g
(
2n−1
2n

)
8n2(n+ 1)

2

≥
[n2 ]∑
k=1

n+ 1− 2k

2n2 (n+ 1)

∫ 2n−2k+1
2n

2k−1
2n

g (x) dx

将不等号右端的项移过来，拆开，与左端合并，然后利用单调性和积分第二中值定理自然放缩即可

比如 n = 2 时对应

1

2

∫ 1
2

1
4

g (x)

(
1

2
− x

)
dx+

1

2

∫ 3
4

1
2

g (x)

(
x− 1

2

)
dx+

1

288
g

(
3

4

)
≥ 1

24

∫ 3
4

1
4

g (x) dx

⇔
∫ 1

2

1
4

g (x) (5− 12x) dx+

∫ 3
4

1
2

g (x) (12x− 7) dx+
1

12
g

(
3

4

)
≥ 0
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利用非负递增性知∫ 1
2

1
4

g (x) (5− 12x) dx+

∫ 3
4

1
2

g (x) (12x− 7) dx+
1

12
g

(
3

4

)
≥
∫ 3

4

1
2

g (x) (12x− 7) dx−
∫ 1

2

5
12

g (x) (12x− 5) dx+
1

12
g

(
3

4

)
≥
∫ 2

3

1
2

g (x) (12x− 7) dx+

∫ 3
4

2
3

g (x) (12x− 7) dx− g

(
1

2

)∫ 1
2

5
12

12x− 5dx+
1

12
g

(
3

4

)
≥
∫ 3

4

2
3

g (x) (12x− 7) dx− 1

24
g

(
1

2

)
+

1

12
g

(
3

4

)
≥
∫ 3

4

2
3

g (x) (12x− 7) dx+
1

24
g

(
3

4

)
≥ 0

从而成立，一般情况完全同理（太难算了，自行完成，省略），你也可以思考一下有没有简单方法

8. 当 r =
π

2
时，取 f(x) = cosx, g(x) = sinx 可知满足题目要求，从而只需说明对任意 r ∈ (0,

π

2
)，都不存在

这样的 f(x), g(x)

反证法，如果存在，则根据条件可知

|f (x)| =
∣∣∣∣∫ r

x

f ′ (y) dy

∣∣∣∣ ≤ ∫ r

x

|f ′ (y)| dy ≤
∫ r

x

|g (y)| dy

=

∫ r

x

∣∣∣∣∫ y

0

g′ (t) dt

∣∣∣∣ dy ≤
∫ r

x

∫ y

0

|g′ (t)| dtdy ≤
∫ r

x

∫ y

0

|f (t)| dtdy

现在定义 g0 (x) = |f (x)| , gn+1 (x) =

∫ r

x

∫ y

0

gn (t) dtdy，显然 gn(x) 都是非负且可导的函数，并且

|f (x)| ≤
∫ r

x

∫ y

0

|f (t)| dtdy ≤
∫ r

x

∫ y

0

g0 (t) dtdy = g1 (x)

|f (x)| ≤
∫ r

x

∫ y

0

|f (t)| dtdy ≤
∫ r

x

∫ y

0

g1 (t) dtdy = g2 (x)

· · ·
⇒ |f (x)| ≤ gn (x) , ∀n ≥ 0, ∀x ∈ [0, r]

下面证明 gn(x) 一致收敛到零（其实点态收敛就可以了），从而在上式中令 n→ ∞ 有 f(x) = 0, ∀x ∈ [0, r]，这

与 f(0) > 0 矛盾，得到所求的最小的正数 r 就是
π

2
，提取出来是这样的问题

引理 12.3.1： 设 r ∈ (0,
π

2
)，f0(x) 在 (0, r) 上黎曼可积，定义函数列

fn+1 (x) =

∫ r

x

∫ y

0

fn (t) dtdy

证明：fn(x) 在 [0, r] 上一致收敛于零.

因为 f0(x) 黎曼可积，所以有界，设 A ≤ f0(x) ≤ B 恒成立

根据递推式可知“单调性”，也即迭代的初值（两个函数）如果具有恒成立的大小关系，那么积分后这个不等号

将继续保持，归纳的可知每一项都会保持这个恒成立的大小关系

换句话说，如果迭代初值 f0(x) ≤ g0(x)，那么按照相同的递推得到的 fn(x) ≤ gn(x) 就会恒成立，同时显然两

个初值如果相差 k 倍，那么每一项也都是刚好相差 k 倍

所以我们只要证明 f0(x) = 1 作为初值，迭代得到的函数列是一致收敛于零的，那么夹逼表明 fn(x) 夹在 A 作

为初值迭代的第 n 项和 B 作为初值迭代的第 n 项之间，这两个都是一致收敛于零的，则中间的 fn(x) 自然也是
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因为 r <
π

2
，所以

0 ≤ f0 (x) = 1 ≤ cosx
cos r = g0 (x) , ∀x ∈ [0, r]

定义 gn+1 (x) =

∫ r

x

∫ y

0

gn (t) dtdy，则有 0 ≤ fn(x) ≤ gn(x)，现在只要证明 gn(x) 一致收敛于零

采用归纳法证明：gn (x) ≤
(1− cos r)n

cos r cosx, ∀n ≥ 0, x ∈ [0, r]

n = 0 时显然成立，设 n 时成立，则 n+ 1 时

gn+1 (x) ≤
∫ r

x

∫ y

0

(1− cos r)n

cos r cos tdtdy

=
(1− cos r)n

cos r

∫ r

x

sin ydy =
(1− cos r)n

cos r (cosx− cos r)

≤ (1− cos r)n+1

cos r cosx
⇔ (1− cos r) cosx ≥ cosx− cos r ⇔ cos r cosx ≤ cos r

显然成立，而 1− cos r ∈ (0, 1)，所以 gn(x) 在区间 [0, r] 上一致收敛到零

9. 如果 lim
x→∞

f (x)

|x|
a

1−a
> 0 则根据下极限定义，然后再有限闭区间上找一个 c，与下极限的值对比，取一个较小

的，即可完成证明

根据对称性，只需要证明 lim
x→+∞

f (x)

x
a

1−a
> 0 则负无穷处可以同理，进而得证

令 g (x) =

∫ x

0

f (u) du 则 g(x) 单调递增且 g(0) = 0，先证明 g(+∞) = +∞（因为后面会发现推理的时候需要

这个性质，并且从结论来看这个性质成立是理所应当的，故我们先证明它）

反证法，则

∫ ∞

0

f (x) dx 收敛，任意取定一个 t0 ≥ 0，因为反常积分收敛，所以存在一列 xn 单调递增趋于正

无穷使得 f(xn) → 0 代入条件有

f (t0) + f (xn) ≥
∣∣∣∣∫ xn

t0

f (u) du

∣∣∣∣a
令 n→ ∞ 就有 f (t0) ≥

∣∣∣∣∫ ∞

t0

f (u) du

∣∣∣∣a
换句话说，对任意 x ≥ 0 都有 f (x) ≥

∣∣∣∣∫ ∞

x

f (u) du

∣∣∣∣a，因此令 h (x) =

∫ ∞

x

f (u) du，则 h(x) 恒正且单调递减

趋于零，满足 −h′(x) ≥ h(x)a，积分有

h′ (x)

h(x)
a ≤ −1,

∫ ∞

0

h′ (t)

h(t)
a dt =

∫ 0

h(0)

1

ua
du =

−h(0)1−a

1− a
= −∞

于是 h (0) =

∫ ∞

0

f (u) du = +∞ 矛盾

现在我们证明了 g (+∞) =

∫ ∞

0

f (u) du = +∞，在条件中取 y = 0 有 g′(x) + f(0) ≥ g(x)a 恒成立，也即

g′ (x)

g(x)
a ≥ 1− f (0)

g(x)
a

则存在 M 使得 x ≥M 时恒有
f (0)

g(x)
a <

1

2
⇒ g′ (x)

g(x)
a ≥ 1

2
, ∀x ≥M
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两边积分有 ∫ x

M

g′ (t)

g(t)
a dt =

∫ g(x)

g(M)

1

ua
du =

g(x)
1−a − g(M)

1−a

1− a
≥ 1

2
(x−M)

⇒ g(x)
1−a ≥ 1

2
(1− a) (x−M) + g(M)

1−a
= λx+ µ, λ, µ > 0

⇒ g (x) ≥ (λx+ µ)
1

1−a , ∀x ≥M

⇒ f (x) = g′ (x) ≥ g(x)
a − f (0) ≥ (λx+ µ)

a
1−a − f (0)

⇒ lim
x→+∞

f (x)

x
a

1−a
= λ

a
1−a > 0

结论得证
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12.4 第五章习题答案

1. 见例题 4.2.2
2. 反证法，不妨设一列 xn 单调递减趋于零，满足 g′(xn) ≥ δ > 0，并且对任意 x 成立 |g′′(x)| < 1

xr
待定一个 t > 0，在每一个区间 [xn − t, xn] 中考虑问题，此时有

|g′′ (x)| ≤ 1

xr
≤ 1

(xn − t)
r , g

′ (xn) ≥ δ ⇒ g′ (x) ≥ g′ (xn)−
xn − x

(xn − t)
r ≥ δ − t

(xn − t)
r

g (xn)− g (xn − t) ≥ t

(
δ − t

(xn − t)
r

)
,
g (xn)

xrn
≥ g (xn − t)

(xn − t)
r
(xn − t)

r

xrn
+

t

xrn

(
δ − t

(xn − t)
r

)
然后取 t =

1

2
δxrn 是一个与 n 有关的正数（不同的 xn 对应不同区间），代入有

g (xn)

xrn
≥
g
(
xn − 1

2δx
r
n

)(
xn − 1

2δx
r
n

)r (1− 1

2
δxr−1

n

)
+

1

2
δ

(
δ − δ

2
(
1− 1

2δx
r−1
n

)r
)

再令 n→ ∞，则左边趋于零，右边趋于正数 1

4
δ2，矛盾

3. 本题的方法完全一样，最后结论是 a > 1 结论不一定成立，而 a ∈ (0, 1] 时都有 f ′(+∞) = 0

4. 做法完全同上
5. 第一问：采用反证法
则存在一列 xn → ∞ 使得 f(xn) ≥ δ > 0，因为

∫ ∞

0

f (x) dx <∞，故存在一列 yn → ∞ 使得 f(yn) → 0，

因为

∫ ∞

0

g (x) dx 收敛，则存在 M > 0 使得任意 a, b > M 都有

∫ b

a

g (x) dx <
δ

4

于是可以取一个 xi, yj 使得 xi > yj > M, f(yj) ≤
δ

2
，由 f ′(x) ≤ g(x) 积分得到

δ

2
≤ f (xi)− f (yj) ≤

δ

4
矛盾

第二问：采用反证法

则存在一列 xn → ∞ 使得 f(xn) ≥ δ > 0，于是对 x < xn 有

f (x) = f (xn) + f ′ (ξ) (x− xn) ≥ δ − C (xn − x)

进而 ∫ xn

xn− δ
C

f (x) dx ≥
∫ xn

xn− δ
C

δ − C (xn − x) dx =
δ2

2C

显然我们一开始就可以不妨设 xn+1 − xn ≥ δ

C
，于是上式对 n 求和表明

∫ ∞

0

f (x) dx 发散，矛盾

第三问：采用反证法

则存在一列 xn → ∞ 使得 f(xn) = δ > 0（显然能办到，并且如此方便后续书写），不妨设 xn+1 − xn >
δ1−p

C

根据几何意义，我们直接证明：对任意 n ∈ N+ 以及 x ∈ [xn − δ1−p

C
, xn]，都有 f (x) ≥ δ − Cδp (xn − x)

如此便可得到 f(x)总在对应的线段上方，而这个线段围成的面积
δ2−p

2C
是与 n无关的常数，从而必有

∫ ∞

0

f (x) dx =

+∞，即可导出矛盾（从而原命题得证），以下继续采用反证法
则存在 a ∈

(
xn − δ1−p

C
, xn

)
使得 f (a) < δ − Cδp (xn − a)

根据连续性，则 f (x) < δ − Cδp (xn − x) 在 x = a 的邻域内成立，考虑最大的区间，令

t0 = sup {t ∈ [a, xn] |f (x) < δ − Cδp (xn − x) , ∀x ∈ (a, t)}

则 a < t0 ≤ xn，并且 f (t0) = δ − Cδp (xn − t0)，同时任意 x ∈ [a, t0] 有 f (x) ≤ δ − Cδp (xn − x)
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根据中值定理有
f (t0)− f (a)

t0 − a
= f ′ (ξ) ≤ Cfp (ξ) ≤ Cδp，再根据几何意义可得

f (t0)− f (a)

t0 − a
≥ f (xn)− f (a)

xn − a
>
f (xn)− f

(
xn − δ1−p

C

)
xn −

(
xn − δ1−p

C

) = Cδp

从而矛盾，结论得证（最后几何意义部分也可以直接代入相关的等式，计算导出矛盾）

注：这是 24 年暑假写的答案了，如今熟练掌握这种问题处理手法后，完全可以更快的解决问题
6. 不妨设 λ ≥ 0，若不然考虑函数 −f(x)，则可以把 λ 变成 −λ，先假定 λ0

根据上下极限版洛必达法则知

lim
x→+∞

f ′ (x) = lim
x→+∞

eλxf ′ (x)

eλx
≤ lim

x→+∞

(
eλxf ′ (x)

)′
λeλx

≤ lim
x→+∞

Ceλx

λeλx
=
C

λ

这说明 f ′(x) 有上界，我们只需再证明 f ′(x) 有下界，则可以说明 f ′′(x) 有上界，化为 λ = 0 情况

根据条件设 f ′′(x) + λf ′(x) ≤ C，其中 C > 0，则有(
eλxf ′ (x)

)′
= eλx (f ′′ (x) + λf ′ (x)) ≤ Ceλx

于是对任何区间 [a, b] 和任意 x ∈ [a, b] 有(
eλxf ′ (x)

)′ ≤ Ceλb ⇒ eλxf ′ (x) ≤ eλaf ′ (a) + Ceλb (x− a)

⇒ eλ(x−a)f ′ (x) ≤ f ′ (a) + Ceλ(b−a) (x− a) ≤ f ′ (a) + Ceλ(b−a) (b− a)

由此可见，若对于很大的 a，f ′(a) 是非常小的负数（绝对值很大），则在 a 右端一个较大的区间内 f ′ (a) +

Ceλ(b−a) (b− a) 都是很小的负数，容易看出 f ′(x) 也会在 x = a 右端一个较长（至少长度不趋于零）的区间内一直

是很小的负数，积分一下即可得到 f(x) 振荡，所以不可能成立 f(x) → 0（直观理解，过程也容易书写，自行完成）

至此，说明了 f ′(x) 有界并且 f ′′(x) 有上界，总之只需要对 λ = 0 验证，此时条件限制了 f ′(x) 的增长速度，因

此若一列 xn → ∞ 使得 f ′(xn) ≥ δ > 0，则看 xn 左端可知 f ′(x) 在左侧一个较长的区间内都 ≥ δ

2
，与 f(x) → 0 矛

盾，同理若一列 xn → ∞ 使得 f ′(xn) ≤ −δ，则考虑 xn 右侧的区间，同理可知矛盾，综上得证

注：本题证明方法不唯一，比如使用泰勒公式也可以完成，另外不用上下极限版本的洛必达法则，单纯走“语

文类性态分析”的方法，一样可以证明本题，算上前面这个，至少有三种解法

7. 第一问，根据条件可以看出来 g(x) 良定义，显然 g(x) 单调递增，如果不是左连续的，设 g(x0) = A 并且

g(x−0 ) = B < A，则意味着 f(x) 在 [0, x0) 中恒成立 f(x) ≤ B，显然 f(x0) = A，至此可以看出 f([0, x0]) 既不是单

点集，也不是闭区间，矛盾，至于不右连续，可以考虑

f (x) =

 0, x ∈ [−1, 0]

sin 1

x
, x ∈ (0, 1]

, g (x) =

{
0, x ∈ [−1, 0]

1, x ∈ (0, 1]

第二问，条件表明 h(x) 良定义且显然单调递增，如果不是左连续的，则意味着上确界在某点“跳跃递增”，比

如设 h(1) = 2, h(1−) = 1，那么后者表明 f(x) 在 [0, 1) 中恒 ≤ 1，于是这意味着 h(1) 也就是计算上确界，也应该

不超过 1，矛盾

8. 考虑 g(x) = f(x)− f(0)，则 g(x), g(x2) 也是连续周期函数且 g(0) = 0，我们要证明 g(x) 恒为零

记 h(x) = g(x2)，根据条件，设 g(x), h(x) 的周期分别为 T1, T2，这里 T1 > 0, T2 > 0

显然 h(0) = 0，只需证 h(x) 在 x > 0 时恒为零，进而 g(x) 在 x ≥ 0 时恒为零，利用周期性可知 g(x) 恒为零
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反证法，设 u > 0 使得 h(u) ̸= 0，因为 h(x) 连续，所以存在 u 的一个邻域 (a, b) 使得 h(x) 在 (a, b) 中没有零

点，这里 a, b > 0，根据周期性可知，对任意正整数 m,n 有

h
(√

mT1 − nT2

)
= h

(√
mT1

)
= g (mT1) = g (0) = 0

所以只需要证明存在正整数 m,n 使得

√
mT1 − nT2 ∈ (a, b) ⇔ m ∈

(
(a+ nT2)

2

T1
,
(b+ nT2)

2

T1

)

显然当 n→ ∞ 时，区间长度

(b+ nT2)
2

T1
− (a+ nT2)

2

T1
=

2nT2 (b− a) + b2 − a2

T1
→ ∞

因此取充分大的正整数 n 使得上述区间长度大于 1，然后取 m 为这个区间内的正整数即可导出矛盾，结论得证

9. 反证法，则意味着存在正数 δ 以及充分大的 M，使得任意 x > M 都有 |f(x+ a)− f(x)| > δ（可以这么理

解：所谓存在一个这样子的子列，就是说这个函数取绝对值之后，下极限是零，那么反证法，下极限为正数，自然

就会在 x > M 充分大时候有一个正的下界了），然后累加，显然 f(x) 不会有界，矛盾
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12.5 第六章习题答案

1. 对应的积分方程是

f (t; t0, x0, µ) =

∫ t

t0

cos (µsf (s; t0, x0, µ)) ds+ x0

∂f

∂t0
(t; t0, x0, µ) =

∫ t

t0

−µs sin (µsf (s; t0, x0, µ))
∂f

∂t0
(s; t0, x0, µ) ds− cos (µt0x0)

z =
∂f

∂t0
,
dz

dt
= −µt sin (µtf) z, z (t0) = − cos (µt0x0)

⇒ ∂f

∂t0
= − cos (µt0x0) e−µ

∫ t
t0

s sin(µsf(s;t0,x0,µ))ds

其余两个也是一样的做法，最后解出来
∂f

∂x0
= e

−µ
∫ t
t0

s sin(µsf(s;t0,x0,µ))ds 以及

∂f

∂µ
= −e−µ

∫ t
t0

s sin(µsf(s;t0,x0,µ))ds
∫ t

t0

sf (s; t0, x0, µ) sin (µsf (s; t0, x0, µ)) eµ
∫ s
t0

r sin(µrf(r;t0,s0,µ))drds

代入，最终结果为
∂f

∂t0
|µ=0 = −1,

∂f

∂x0
|µ=0 = 1,

∂f

∂µ
|µ=0 = 0

2. 显然 x(t; 0, 0) ≡ 0 是初值问题
dx
dt = sin(tx), x(0) = 0，的唯一解

求解初值问题
dz
dt = tz, z(0) = 0，得

∂x

∂t0
(t; t0, x0)

∣∣∣∣
t0=0.x0=0

= 0.

求解初值问题
dz
dt = tz, z(0) = 1，得

∂x

∂x0
(t; t0, x0) = |t0=0,x0=0 = e t2

2

求解初值问题
dz
dt = t cos(tφ(t, η))z, z(0) = 1，得

∂φ

∂η
(t, η) = exp

(∫ t

0

τ cos(τφ(τ, η))dτ
)
.

因此恒有
∂φ

∂η
(t, η) > 0.

3. 原方程等价于求解 y′ = ±
√
4− y2 .

在任何区间 (a, b) ⊆ (−∞,+∞)和任何常数 C ∈ R，易见 y = ±2以及 y = 2 sin(x+C)均满足 y′ = ±
√
4− y2.

另一方面，设 x0 ∈ R. 若 |y (x0)| = 2，则 y′ (x0) = 0. 若 |y (x0)| < 2 ，则由连续性，有 δ > 0 ，使得在

(x0 − δ, x0 + δ) 内 |y(x)| < 2. 进而在此区间内 y′(x) ̸= 0. 由微分 Darboux 定理，可知 y′(x) 在此区间内恒正或

恒负. 进一步，设 (α, β) 是包含 x0 的使得 y′(x) 恒正或恒负的最大区间 (不排除 α, β 有可能是 (−∞,+∞) ). 若
y′ (x0) > 0，则 y′(x) =

√
4− y2, x ∈ (α, β) .

解得 arcsin y
2
= x− x0 + arcsin

y (x0)

2
, x ∈ (α, β). 从而 y = 2 sin(x+ C), x ∈ (α, β),

其中 C = arcsin y (x0)
2

− x0. 由此可见 −∞ < α < β < +∞ . 此时由 (α, β) 的最大性，必然有 |y(α)| =
|y(β)| = 2 ，即 y′(α) = y′(β) = 0. 结合 y′ 在 (α, β) 内恒正得到 β − α = π . 此时可以重写 y 的表达式为

y(x) = −2 cos(x− α), x ∈ (α, α+ π).

类似地，若 y′ (x0) < 0 ，则有 β = α+ π ，y(x) = 2 cos(x− α), x ∈ (α, α+ π).

易见，y 的严格单增区间和严格单减区间是交替出现的. 一般地，可得开集 {x ∈ R|y(x)| < 2} 是一列两两不交
的长度为 π 的区间的并，其中 y 的严格单增区间和严格单减区间是交替出现. 为清晰起见，按如下方式写出 y 所有

可能的表达式.
情形 1: y 没有严格单调区间. 此时，y ≡ 2 和 y ≡ −2. 情形 2: y 至少有一个严格单调区间. 此时，有

ε = ±1,−∞ ≤ ℓ ≤ m ≤ +∞ 以及相应的 {ak}mℓ 满足 ak+1 − ak ≥ π(ℓ ≤ k ≤ m− 1) ，使得
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y(x) = 2ε


(−1)k+1 cos (x− ak) , x ∈ (ak, ak + π) , ℓ ≤ k ≤ m,

(−1)k, ak + π ≤ x ≤ ak+1, ℓ ≤ k ≤ m− 1,

(−1)ℓ−1, x ≤ aℓ.

(−1)m, x ≥ am + π,

其中，上式中的后两种情形分别对应在 ℓ > −∞ 和 m < +∞ 时出现.
另一方面，上述给出的函数满足题设条件. 因此我们找到了满足题设条件的所有函数.
注：本题是 14 届 CMC 决赛压轴题，核心想法就是只要导数在某点非零，那么就会在邻域内恒正或者恒负，则

邻域内可以准确解出来 y′(x)，并且端点值也是一个 2 一个 −2，因为单调，进而在这个区间（长度也是定的）内，

y(x) 表达式就解出来了，于是得到全部解，注意导数为零的时候可能是一点为零也可能是一个区间内恒为零，所以

才会有多种情况，当然还有一些细节需要说明

本题千万不能形式求解得到常值函数和三角函数两个答案，这样做考试 10 分当年只给了 1 分

4. 反证法，则某点 x0 ∈ (a, b] 满足 z(x0) > y(x0)，考虑这个不等式关系恒成立的最大区间，则不妨设对任意

x ∈ (a, x0) 都有 z(x) > y(x)，于是 y′(x) = f(x, y(x)) ≥ f(x, z(x)) = z′(x)，说明 y − z 单调递增，显然是矛盾的

5. 根据条件，f(x) 单调递增并且非负，反证法，设某个 x0 使得 f(x0) > 0，则对任意 x ≥ x0 都有 f ′(x) =

f(f(x)) ≥ f(f(x0))，先证明 f(f(x0)) > 0

若不然，f(f(x0)) = 0，因为 f(x0) > 0 以及单调性，所以 f(x0) < x0，故存在 y ∈ (f(x0), x0) 使得 f ′(y) > 0

（中值定理），则 f ′(y) = f(f(y)) ≤ f(f(x0)) = 0 矛盾

设 a = f(f(x0)) > 0，则 x ≥ x0 时 f ′(x) ≥ a，所以 f(x)单调递增趋于正无穷，并且 x ≥ x0 时有 f(x) ≥ f(x0)+

a(x−x0)，显然存在M > x0使得 x ≥M 时恒有 f(x) ≥ x0，于是 x ≥M 时有 f ′(x) = f(f(x)) ≥ f(x0)+a(f(x)−x0)，
进而当 x > M 充分大时有 f ′(x) >

a

2
f(x)，这表明 f(x) 的增长速度至少是指数级的

但是从 f ′(x) = f(f(x)), x ≥M，除过来积分可知，

∫ +∞

f(M)

1

f(x)
dx = +∞，矛盾

6. 容易看出 xn 严格单调递增，若 xn 有界，则极限存在，对应的方程是 x = x+ g(x)，于是 g(x) = 0 与 g(x)

恒正矛盾，所以 xn 严格单调递增趋于正无穷

根据条件，显然
1

g(x)
单调递增，考虑几何意义有

∫ n+1

n

p′ (x)

g (p (x))
dx =

∫ p(n+1)

p(n)

1

g (u)
du = 1, 1 =

xn+1 − xn
g (xn)

≤
∫ xn+1

xn

1

g (u)
du

所以如果 p(n) ≤ xn，则（几何意义）一定有 p(n+1) ≤ xn+1，因为初值成立 p(0) ≤ x0 所以 p(n) ≤ xn 恒成立

进一步由单调性得到 xn+1 = xn + g(xn) ≤ xn + g(p(n))，所以

xn − x0 ≤ g (p (0)) + g (p (1)) + ...+ g (p (n− 1)) ≤ g (x0) +

∫ n−1

0

g (p (x)) dx

= g (x0) +

∫ n−1

0

p′ (x) dx = g (x0) + p (n− 1)− p (0) ≤ p (n) + g (x0)− x0

这说明 p(n) ≤ xn ≤ p(n) + g(x0)，结论得证

7. 首先，如果区间 [a, b] ⊂ [0, 1] 满足 g(a) = g(b) = 0 且 g(x) 在 (a, b) 中没有零点，则根据条件可知存在常数

k 使得 f(x) = kg(x) 对任意 x ∈ [a, b] 恒成立，进而 f ′(x) = kg′(x)，于是 f(a) = f(b) = g(a) = g(b) = 0，因此一

旦 g′(a) = 0 或者 g′(b) = 0，那么 a 或者 b 即为所求

考虑集合 A = {x ∈ (0, 1) |g (x) = 0}，下面开始分类讨论
如果存在 x0 ∈ A 使得在 x0 右端的任一小区间 (x0, x0 + δ) ⊂ (0, 1) 中，g(x) 都既有等于零的点也有不等于零

的点，则可以证明 x0 为所求：
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这是因为，条件表明 x0 是 g(x) 零点的聚点，并且可导，所以 g(x0) = g′(x0) = 0，然后看 f(x)，注意 g(x) 一

会取零一会非零，对任何一个非零点（夹在两个零点之间），考虑最大的非零区间，则这个区间的两个端点都是 f(x)

的零点（理由同前面），进而 x0 也是 f(x) 零点的聚点，所以 x0 满足要求

至此我们得到：如果 g(x0) = 0，并且在任一邻域 (x0, x0 + δ) 内 g(x) 都一会取零一会不取零，或者在任一邻域

(x0 − δ, x0) 内 g(x) 都一会取零一会不取零，则 x0 为所求

现在采用反证法，假设题中的 a 不存在，则意味着只要 g(x0) = 0，便存在 δ > 0 使得 g(x) 在 (x0 − δ, x0) 中

恒为零或没有零点，同时 g(x) 在 (x0, x0 + δ) 中也是恒为零或没有零点

排列组合一下一共四种情况，如果 g(x)在 x0两端小区间内，一个是恒为零的一个是恒非零的，那么显然 g(x0) =

g′(x0) = 0，然后看那个恒非零的区间，显然存在 k 使得 f(x) = kg(x), f ′(x) = kg′(x)，代入 x = x0 便有 f(x0) =

f ′(x0) = 0，故 x0 满足题目条件，矛盾

因此只要 x0 ∈ (0, 1) 使得 g(x0) = 0，则要么 g(x) 在 x = x0 的某一邻域内恒为零，要么 x0 是孤立的零点，换

句话说：对任意 x0 ∈ A，要么 x0 是内点，要么是孤立点，然后分类讨论：

(i). 显然 A 非空，否则由最开始的讨论知道 f(x) = kg(x) 线性相关，矛盾

(ii). 如果集合 A 只有孤立点，则 A 是有限点集也即 g(x) 只有有限个零点，因此可以将 [0, 1] 划分为有限个

（至少两个）闭区间 [0, a1], [a1, a2], ..., [an−1, an], [an, 1]，其中 g(a1) = ... = g(an) = 0 使得每个区间内都有 ki 使得

f(x) = kig(x)，注意条件线性无关，则不可能这些 k 都相同，故存在某两个相邻的闭区间，使得它们对应的 k 不同，

不妨

f (x) = k1g (x) , x ∈ [0, a1] , f
′ (x) = k1g

′ (x)

f (x) = k2g (x) , x ∈ [a1, a2] , f
′ (x) = k2g

′ (x)

⇒ f ′ (a1) = k1g
′ (a1) = k2g

′ (a1) , k1 ̸= k2

由此可见 a1 满足题目要求，导致矛盾

(iii). 如果集合 A 有内点 x0，则考虑在 x0 附近使得 g(x) 恒为零的最大区间，我们记为 [r, s]，显然不能 r =

0, s = 1（这样的话 g(x) 恒为零，线性相关，矛盾），于是不妨设 s < 1，则 s ∈ A 并且很明显 s 既不是内点也不是

孤立点，矛盾

综上，结论得证

8. 反证法，假设解向右不能延拓到 b，设最大存在区间（向右）为 b0 < b，则区间内（注意是闭区间）A(x), B(x)

都有界，设上界为 M，于是 |y′(x)| = |f(x, y(x))| ≤ A(x)|y(x)|+ |B(x) ≤M |y(x)|+M，这个条件就表明了 y(x) 有

界，故矛盾（因为解不能延拓到区间端点，就意味着在 b0 左侧附近一定无界）

有界可以这样子证：

|y′ (x)| ≤M (|y (x)|+ 1) , |y (x) y′ (x)| ≤My2 (x) +M |y (x)|(
e−2Mxy2 (x)

)′
= 2e−2Mx

(
y (x) y′ (x)−My2 (x)

)
≤ 2Me−2Mx |y (x)|

u (x) = e−2Mxy2 (x) ≥ 0, u′ (x) ≤ 2Me−Mx
√
u (x) ≤ 2Me−Mb

√
u (x)

这说明
√
u(x) 的增长速度是受限制的，容易看出 u(x) 有界，所以 y(x) 有界
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12.6 第七章习题答案

1. 将 f(x1, ..., xn) 看成关于 x1 的一元多项式，利用带余除法有

f (x1, ..., xn) = k (x1, ..., xn) (x1 − x2) + r (x2, ..., xn)

根据反对称性，令 x1 = x2 则 f(x1, ..., xn) = 0 恒成立，于是 r(x2, ..., xn) = 0，这说明 x1 − x2|f(x1, ..., xn)，
同理可知任意 xi − xj 都整除 f(x1, ..., xn)，故存在多项式 g(x1, ..., xn) 使得

f (x1, ..., xn) = g (x1, ..., xn)
∏

1≤i<j≤n

(xi − xj)

显然
∏

1≤i<j≤n

(xi − xj) 是反对称多项式，根据定义可知 g(x1, ..., xn) 是对称多项式

2. 同例题可知，只有 x5 + x+ 1 可以因式分解，其余的都不行

3. 如果证明了对任意 k，当 fk(x) = xk 时结论都成立，也即存在次数不超过 k + 1 的多项式 Fk(x) 使得

Fk(n) = fk(0)+ fk(1)+ ...+ fk(n− 1)，那么对于一般的 f(x) = amx
m + ...+ a1x+ a0，自然的 F (x) = amFm(x) +

...+ a1F1(x) + a0F0(x) 就满足要求，因为从定义看出其次数不超过 m+ 1

现在只需说明：对任意 m，1m + 2m + ...+ nm 可以写成关于 n 的次数不超过 m+ 1 的多项式

采用归纳法，显然 m = 0, 1 时结论成立（等差数列求和公式），假设对于 0, 1, ...,m− 1 时结论都成立，则 m 时

(n+ 1)
m+1 − nm+1 = C1

m+1n
m + C2

m+1n
m−1 + ...+ Cm+1

m+1

⇒ (n+ 1)
m+1 − 1m+1 =

n∑
k=1

(
C1

m+1k
m + C2

m+1k
m−1 + ...+ Cm+1

m+1

)
= C1

m+1Fm (n) + C2
m+1Fm−1 (n) + ...+ F0 (n) , degFi (x) ≤ i+ 1

因此

Fm (x) =
(x+ 1)

m+1 − 1−
(
C2

m+1Fm−1 (x) + ...+ F0 (x)
)

m+ 1

满足要求，得证

4. 如果可约，则存在整系数多项式 g(x), h(x) 使得

(x− a1) (x− a2) ... (x− an) + 1 = g (x)h (x) ⇒ g (ai)h (ai) = 1

所以对任意 ai 都有 g(ai) = h(ai)，也即多项式 g(x)− h(x) 在 a1, ..., an 处均为零，注意 g(x)− h(x) 的次数不

超过 n− 1，所以 g(x) = h(x)

也就是说，如果可约，则一定是某个多项式的平方，故此时 n = 2m是偶数，并且 f(x) = g(x)2，g(x)在 a1, ..., a2m

这些点中，有 m 个点取值 1 也有 m 个点取值 −1

注意 ai − aj |g (ai) − g (aj) , g (ai) − g (aj) = 0,±2，因此只要 g(ai) ̸= g(aj)，就一定有 |ai − aj | ≤ 2，所以当

m ≥ 3 时枚举，排列组合容易看出不管 ai 怎样取，都会有矛盾

综上，可约当且仅当 n = 2, 4，此时容易验证确实是能因式分解为完全平方的

5. 不妨设 k =
1

2
，则 f(x) 所有的复根实部都小于零，因此可以设

f (x) = (x+ x1)
r1 ...(x+ xk)

rk
(
x2 + a1x+ b1

)s1
...
(
x2 + amx+ bm

)sm
, xi, ai > 0

如果看到对于每一个因子，在
1

2
处的取值都会比 −1

2
处的大，所以不等式成立
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6. 等价于问什么时候 x4 + x2 + 1|
(
x6 + x4

)n − x4n − x6，也就是说只要 x6 = 1, x ̸= ±1 就有(
x6 + x4

)n − x4n − x6 = (−1)
n
x2n − x4n − 1 = 0

按照 mod6 分类，容易得到当且仅当 n = 6k ± 1 时候满足条件，所以 n 最小值是 2021

7. 根据条件，f(10) = p是素数，如果可约，设 f(x) = g(x)h(x)，则不妨 |g(10)| = 1, |h(10)| = p，这里 g(x), h(x)

都是整系数多项式

条件给出了系数的约束，所以自然对根有约束，希望证明 f(x) 所有根都是 |z − 10| = 1 这个圆外面，那么

|g(10)| > 1 导出矛盾

但是对任何一个根 x，自然的放缩

|x|n ≤ |anxn| =
∣∣an−1x

n−1 + ...+ a0
∣∣ ≤ 9

(
1 + |x|+ ...+ |x|n−1

)
= 9

|x|n − 1

|x| − 1

只能得到 |x| ≤ 10，没什么用处，所以考虑配对，估计的更精确一些，如果 Re|x| ≥ 9 是根，则

∣∣anxn + an−1x
n−1
∣∣ = ∣∣an−2x

n−2 + ...+ a0
∣∣ ≤ 9

(
1 + |x|+ ...+ |x|n−2

)
= 9

|x|n−1 − 1

|x| − 1

|x| ≤ |anx+ an−1| ≤
9

|x|n−1

|x|n−1 − 1

|x| − 1
<

9

|x| − 1
⇒ |x| (|x| − 1) < 9

这显然矛盾，结论得证
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12.7 第八章习题答案

1.

A =


−2a1

−2a2
. . .

−2an

+


a1 1

a2 1
...

...

an 1

 I−1
2

(
1 1 · · · 1

a1 a2 · · · an

)

由降阶公式得到

|A| = |I2|−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−2a1

−2a2
. . .

−2an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
I2 +

(
1 1 · · · 1

a1 a2 · · · an

)
−2a1

−2a2
. . .

−2an


−1

a1 1

a2 1
...

...

an 1



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−2)n

n∏
i=1

ai

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− n

2
−1

2

n∑
i=1

1

ai

−1

2

n∑
i=1

ai 1− n

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−2)n−2

n∏
i=1

ai

(
(n− 2)2 −

(
n∑

i=1

ai

)(
n∑

i=1

1

ai

))
.

注：实际上不需要 ai 非零的条件，因为左右都是多项式，可以摄动法

2. 相邻行作差有

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2 · · · n− 1

1 0 1 · · · n− 2

2 1 0 · · · n− 3
...

...
...

...

n− 1 n− 2 n− 3 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2 · · · n− 1

1 −1 −1 · · · −1

1 1 −1 · · · −1
...

...
...

...

1 1 1 · · · −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2 · · · n− 1

1 0 0 · · · 0

1 2 0 · · · 0
...

...
...

...

1 2 2 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n+1(n− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0

1 2 0 · · · 0

1 2 2 · · · 0
...

...
...

...

1 2 2 · · · 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n+1(n− 1)2n−2.

3. 矩阵分解并利用降阶公式有

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1

. . .

an

∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
I +


1

a1
...
n

an


(

1 · · · 1
)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a1a2...an

(
1 +

n∑
i=1

i

ai

)
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4. 矩阵可以分解为 xI −


1 −1

2 −1
...

...

n −1


(

1 1 · · · 1

1 2 · · · n

)
，由此易知答案为 xn +

n4 − n2

12
xn−2

5. 设 n = 2020，f(x) 的根为 x1, ..., xn，则对每一个 xk，相应的 g(x), h(x) 是剩下 n − 1 个根中选取若干个，

对应的一次式子 x− xi 的乘积，因此它们的第二项系数，都是这些根中若干个根的求和，也就是说对每一个 xk，都

可以把剩下的根分为两组，使得这两组之和相等

移项，则等价于线性方程组 Ax = 0，这里 A 的对角线全是 0，其余位置均为 ±1，x 就是各个 xk 构成的向量，

模 2 考虑，显然 |A| 盒对角线全 0，其余位置全是 1 的矩阵的行列式同奇偶，而 n = 2020 是偶数，所以用降阶公

式可知，那个矩阵的行列式是奇数，因此 A 可逆，故 x = 0，也即所有根均为零，得到 f(x) = xn

6. 根据定义，一直算下去有

A1α1 = 0, A2α2 =

(
A1

αT
1

)
α2 = 0 ⇒ A1α2 = 0, αT

1 α2 = 0

A3α3 =


A1

αT
1

αT
2

α3 = 0 ⇒ A1α3 = αT
1 α3 = αT

2 α3 = 0, ...

可以看出这些向量之间是两两垂直的，如果把 A1 也看成一个向量 α0，则假如 r ≥ n + 1，就是说 Anαn =

0, αn ̸= 0，这样就会导致出现 n+1 个两两垂直的非零向量，注意这种向量肯定是线性无关的，因此就出现了 n+1

个线性无关的向量，矛盾

7. 将 A,B 换成 A+ tI, B + tI，则特征多项式依旧相同，并且 (A+ tI)M =M(B + tI)，因此利用摄动法，可

以不妨设 A,B 均可逆，于是

|A−MX| = |A|
∣∣I −A−1MX

∣∣ = |B|
∣∣I −MB−1X

∣∣ = ∣∣I −XMB−1
∣∣ |B| = |B −XM |

8. 当 A 是可逆矩阵时，可设 A−1BA = C ，则 BA = AC ，容易得到 det (A1, · · · , BAi, · · · , An) = cii detA
因此

det (BA1, A2, · · · , An) + · · ·+ det (A1, A2, · · · , BAn) = det(A) · tr(C) = det(A) · tr(B)

若 A 不可逆，采用摄动法．det(A+ tE) 的零点只有有限个，于是 ∃δ > 0 使得 A+ tE 在 t ∈ (0, δ) 时为可逆

矩阵，于是

det (B(A+ tE)1, (A+ tE)2, · · · , (A+ tE)n) + · · ·+
det ((A+ tE)1, (A+ tE)2, · · · , B(A+ tE)n) = det(A+ tE) · tr(B)

两边是关于 t 的多项式，它们无穷多个点上相等，故是同一多项式，所以 t = 0 时也相等，即

det (BA1, A2, · · · , An) + · · ·+ det (A1, A2, · · · , BAn) = det(A) · tr(B)

9. 容易看出（设 A = PD1Q,B = RD1S 代入，化简），可以不妨设 A,B 均为相抵标准型，因此在条件

A =

(
Ir 0

0 0

)
, B =

(
Is 0

0 0

)
, C =

(
C1 C2

C3 C4

)
, r

(
A C

0 B

)
= r + s
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之下，证明 AX + Y B = C 有解即可，初等变换有

r

(
A C

0 B

)
= r


Ir 0 C1 C2

0 0 C3 C4

0 0 Is 0

0 0 0 0

 = r


Ir 0 0 0

0 0 0 C4

0 0 Is 0

0 0 0 0

 = r + s⇒ C4 = 0

然后解方程(
Ir 0

0 0

)(
X1 X2

X3 X4

)
+

(
Y1 Y2

Y3 Y4

)(
Is 0

0 0

)
=

(
C1 C2

C3 0

)
⇔ X1 + Y1 = C1, X2 = C2, Y3 = C3

显然是有解的，结论得证，另一边的结论代入然后初等变换显然成立

10. 条件 A2B = A 表明 r(A) ≤ r(A2)，所以只能 r(A) = r(A2)，这就是说 A 的幂零部分全是零

同时相似变换不改变条件和结论，所以不妨设 A =

(
P

0

)
，其中 P 是可逆阵，分块设 B =

(
X Y

Z W

)
，

代入条件有 (
P 2

0

)(
X Y

Z W

)
=

(
P 2X P 2Y

0 0

)
=

(
P

0

)

所以 Y = 0, X = P−1，也即 B =

(
P−1 0

Z W

)
然后看看结论，要证明的 B2A = B 就等价于(

P−1 0

Z W

)(
P−1 0

Z W

)(
P

0

)
=

(
P−2 0

ZP−1 +WZ W 2

)(
P

0

)

=

(
P−1 0

Z +WZP 0

)
=

(
P−1 0

Z W

)
⇔W = 0

需要推出 W = 0，注意条件 r(A) = r(B)，以及

r (B) = r

(
P−1 0

Z W

)
≥ r

(
P−1

)
+ r (W ) = r (A) + r (W )

所以 r(W ) = 0,W = 0，结论得证

11. 根据条件可知 AJ = 2J，利用 A2 + 2A = 2J 可知 8J = 2nJ 所以 n = 4，下面来计算 A

条件是 A 的每一行都恰有两个 1，我们先来说明 A 的每一列也都恰有两个 1

如果某一列全是零，会导致 A2 + 2A 这一列全是零，矛盾

如果某一列只有 1 个 1，这个元素设为 aij = 1，对 k ̸= i 考虑 (k, j) 位置，则 akj = 0 表明 A2(k, j) = 2，这

是 A 的 k 行与 j 列乘积，但是第 j 列只有一个 1，这不可能，矛盾

如果某一列有三个 1，则 A2 在这三个位置处都是零，任选一个位置来看，注意 A 每行有两个 1，所以这个位

置至少是 1，不可能是零，矛盾

如果某一列全是 1，同理可知相应位置 A2 至少是 2，矛盾

现在已经知道 A 每行每列都恰有两个 1，关注 A 的第一行，则一共有 6 种可能性，注意如果 aij = 1，则

A2(i, j) = 0 也即 A 的第 i 行和第 j 列，它们 1 的位置刚刚好是错开的，因此 a11 = 0，这下只有三种情况了，恰
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好这三种情况都能够成立，并且在第一行确定后，后面所有的元素均可确定下来，得到
0 1 1 0

∗

⇒


0 1 1 0

0 0

0 0

⇒


0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 0 1

0 1 1 0




0 1 0 1

∗

⇒


0 1 0 1

0 0

0 0

⇒


0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0




0 0 1 1

∗

⇒


0 0 1 1

0 0

0 0

⇒


0 0 1 1

0 0 1 1

1 1 0 0

1 1 0 0


这就是一切矩阵 A

12. 随便考虑一个数字，比如 1，设 1 在对角线上出现了 m 次，在非对角线的位置处出现了 n 次，因为矩阵是

对称的，所以非对角线位置一定成对出现，也就是说 n 为偶数，因为每一行都是 1, 2, ..., 2021 的排列，所以 1 总共

有 2021 个也即 m+ n = 2021 是奇数，所以 m 是奇数，从而每一个数字都一定会在对角线上出现，则所求的和为

1 + 2 + ...+ 2021 = 1011× 2021

13. 对于秩相同的矩阵 A,B，则有可逆阵 P,Q 使得 B = PAQ，所以 f(B) ≤ f(A)，当然反向的不等式也会成

立，于是 f 这个映射，只要矩阵秩相同，那么 f 的值也一样，显然矩阵的秩取值是 0, 1, ..., n，因此只需考虑 n+ 1

个相抵标准型，计算 f 在它们上面的作用结果

显然，秩较大的相抵标准型，可以乘个对角阵变成秩较小的相抵标准型，于是 f 这个映射，关于矩阵的秩是单

调递增的，它又是满射，所以只能 f 把秩为 r 的相抵标准型映射为 r，也即 f(X) = r(X)

14. 待定系数 x ̸= y 考虑

A = U + V,B = xU + yV

A2 = U2 + V 2 + UV + V U

B2 = x2U2 + y2V 2 + xy (UV + V U)

AB = xU2 + yV 2 + yUV + xV U

BA = xU2 + yV 2 + xUV + yV U

代入条件得到

U2
(
x2 − x+ 1

)
+ V 2

(
y2 − y + 1

)
+ UV (xy + 1− y) + V U (xy + 1− x) = 0

所以自然取 x, y 为方程 t2 − t + 1 = 0 的两个不同的根，也就是单位根 x =
1 +

√
3i

2
, y =

1−
√
3i

2
, x + y =

1, xy = 1，进而

UV = −2− x

2− y
V U =

−1 +
√
3i

2
V U

AB −BA = (y − x) (UV − V U) = 3
1 +

√
3i

2
V U

根据条件，所以 U, V 可逆，然后第一个方程里面取行列式得到

|UV | =

(
−1 +

√
3i

2

)n

|V U | ⇒

(
−1 +

√
3i

2

)n

= 1
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注意这是单位根，所以 3|n，得证
15. 这两个行列式都可以拆分为 n+ 1 个行列式之和，这些又可以互相正负抵消，最终∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

αβ1

1 + 1 αβ2

1 + 1 · · · αβn

1 + 1

αβ1

2 + 1 αβ2

2 + 1 · · · αβn

2 + 1
...

...
. . .

...

αβ1
n + 1 αβ2

n + 1 · · · αβn
n + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

αβ1

1 − 1 αβ2

1 − 1 · · · αβn

1 − 1

αβ1

2 − 1 αβ2

2 − 1 · · · αβn

2 − 1
...

...
. . .

...

αβ1
n − 1 αβ2

n − 1 · · · αβn
n − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

αβ1

1 αβ2

1 · · · αβn

1

αβ1

2 αβ2

2 · · · αβn

2

...
...

. . .
...

αβ1
n αβ2

n · · · αβn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
要证明其大于零，这就是例题 8.7.3
16. 先提取公因式，有∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 (x1 − a) x21 (x1 − a) · · · xn−1
1 (x1 − a)

1 x2 (x2 − a) x22 (x2 − a) · · · xn−1
2 (x2 − a)

...
...

...
. . .

...

1 xn (xn − a) x2n (xn − a) · · · xn−1
n (xn − a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∏
i=1

(xi − a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

x1 − a
x1 x21 · · · xn−1

1

1

x2 − a
x2 x22 · · · xn−1

2

...
...

...
. . .

...
1

xn − a
xn x2n · · · xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
然后我们按照第一列展开，则需要计算这样的一些式子

1

x1 − a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 x22 · · · xn−1
2

x3 x23 · · · xn−1
3

...
...

. . .
...

xn x2n · · · xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
x2x3...xn
x1 − a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x2 · · · xn−2
2

1 x3 · · · xn−2
3

...
...

. . .
...

1 xn · · · xn−2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

x1 (x1 − a)

n∏
i=1

xi
∏

2≤i<j≤n

(xj − xi) =

n∏
i=1

xi

x1 (x1 − a)

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi)

(x2 − x1) (x3 − x1) ... (xn − x1)

−1

x2 − a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 x21 · · · xn−1
1

x3 x23 · · · xn−1
3

...
...

. . .
...

xn x2n · · · xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∏
i=1

xi

x2 (x2 − a)

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi)

(x1 − x2) (x3 − x2) ... (xn − x2)

以此类推，还有剩下 n− 2 个，将这些结果代入可知

n∏
i=1

(xi − a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

x1 − a
x1 x21 · · · xn−1

1

1

x2 − a
x2 x22 · · · xn−1

2

...
...

...
. . .

...
1

xn − a
xn x2n · · · xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∏
i=1

(xi − a)

n∏
i=1

xi
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)

n∑
i=1

1

xi (xi − a)

∏
j ̸=i

1

xj − xi

=

n∏
i=1

xi
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)

n∑
i=1

1

xi

∏
j ̸=i

xj − a

xj − xi

现在进行化简，很明显那个求和长得像拉格朗日插值公式，所以类似处理，则有

f (a) =

n∑
i=1

1

xi

∏
j ̸=i

a− xj
xi − xj

, deg f ≤ n− 1, f (xi) =
1

xi
, 1 ≤ i ≤ n
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考虑多项式 g (a) = af (a)− 1, deg g ≤ n，则有 g(x1) = ... = g(xn) = 0，于是

af (a)− 1 = C (a− x1) (a− x2) ... (a− xn)

然后代入 a = 0 求出 C =
−1

(−1)
n
x1x2...xn

，这样就求出来了

f (a) =
1−

(
1− a

x1

)(
1− a

x2

)
...
(
1− a

xn

)
a

代入回去得到要计算的行列式为

原式 =

n∏
i=1

xi
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)f (a)

=
1

a

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi)

(
n∏

i=1

xi −
n∏

i=1

(xi − a)

)

其他方法见谢启鸿白皮书，是加边行列式的思想，可能不容易想到
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12.8 第九章习题答案

1. 第一问：最直接的构造是把所有对角线全为零的上三角矩阵放一起，显然满足要求，维数 n(n− 1)

2

下面证明最大，只需要找一个与 V 不能相交并且维数
n(n+ 1)

2
的空间，实对称矩阵空间（记为 W）就满足这

个要求，因为一旦相交，则意味着“实对称的幂零矩阵”，这显然是零，结论得证

第二问：同样，V 里面如果有某个实对称矩阵，则 tr(A2) = 0，意味着 A 特征值全为零，从而 A = 0，这说

明维数不超过
n(n− 1)

2
，另一方面，显然所有对角线全为零的上三角矩阵构成的集合满足条件，因此维数最大值是

n(n− 1)

2
注意：本题必须是实矩阵，复对称矩阵不一定可对角化，也不一定特征值平方和非负！

2. 设 M 中有一个非零矩阵 A，条件 3 表明左乘和右乘矩阵这个运算是封闭的，所以左右乘可逆阵，可以把 A

变成相抵标准型（也在 M 中），显然可以乘个对角阵把它变成 E11，于是 E11 ∈M，显然所有 Eij 之间是相抵的关

系，于是利用条件 3，左右乘可逆阵可知所有 Eij 都在 M 中，当然它的任意倍数也是在 M 中的，再用条件 2，表
明 M 对加法封闭，于是 M 是线性空间，进而 M 包含了所有的矩阵

3. 用反证法．假设存在同时满足题设四个条件的五个子空间 W1,W2, · · · ,W5 ，则由条件（3）知 W2 +W4 ⊆
W3 +W4。由条件（4）知 W4 ⊉W2 +W4,W4 ⊉W3 +W4 。再由条件（2）和（3）可知 W2 +W4 =W3 +W4 =W5

。根据维数公式，得

dimW2 + dimW4 − dim (W2 ∩W4) = dimW3 + dimW4 − dim (W3 ∩W4)

另一方面，再由条件（4）有

W2 ∩W4 ⊉W2, W2 ∩W4 ⊉W4; W3 ∩W4 ⊉W3, W3 ∩W4 ⊉W4.

因此，由条件（2）知 W2 ∩W4 =W3 ∩W4 =W1，从而 dimW2 = dimW3,W2 =W3，此与条件（1）矛盾．故
不存在满足题设条件的五个子空间．

4. 观察条件，意思是分解 v = v1 + v2 之后，需要 f(v1) = 0, g(v2) = 0，所以考虑是否成立 V = ker f + ker g，
注意 f, g 线性无关，上课例题证明了 ker f, ker g 互不包含并且显然都是 n− 1 维空间，于是这个拆分成立，结论得

证

5. 迹零矩阵空间，就是要求 n个对角元之和为零，这是一个方程，而矩阵总共有 n2 个变量，所以还剩下 n2−1

个自由变量，也即维数 n2 − 1（当然你也可以直接把一组基写出来然后说明问题）

还需要证明：AB−BA可以等于任何一个迹为零的矩阵，熟知迹为零的矩阵可以相似于一个对角线全为零的矩
阵，并且同时相似变换对问题没有影响，于是只需检查 AB−BA = C，这里 C 对角线全为零是否有解，事实上对任

意的非常值多项式 f(x)以及任意对角线全为零（或者说迹零矩阵）的矩阵，都存在 A,B 使得 C = f(AB)−f(BA)，
只需要设 B 是对角元互不相同的对角阵然后代入计算直接把 A 解出来，问题解决

6. 设 X 的一组基为 p1(x), ..., pn(x)，则一列函数

fk (x) = ck1p1 (x) + ck2p2 (x) + ...+ cknpn (x) , k = 1, 2, ...

如果可以证明每一个系数对应的数列都是收敛的，也就是说 ck1 → c1, ..., ckn → cn 都是有限数，则显然 fk(x)

收敛过程是一致的（这一步用到了每一个函数 pi(x) 的有界性），并且极限函数 f(x) = c1p1(x) + ...+ cnpn(x)
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在 [0, 1] 中取 n 个分点 x1, x2, ..., xn，则有

fk (x1) = ck1p1 (x1) + ck2p2 (x1) + ...+ cknpn (x1) → f (x1)

fk (x2) = ck1p1 (x2) + ck2p2 (x2) + ...+ cknpn (x2) → f (x2)

· · ·
fk (xn) = ck1p1 (xn) + ck2p2 (xn) + ...+ cknpn (xn) → f (xn)

写成矩阵形式为
p1 (x1) · · · pn (x1)

...
...

p1 (xn) · · · pn (xn)




ck1
...

ckn

 =


fk (x1)

...

fk (xn)

 ,


ck1
...

ckn




p1 (x1) · · · pn (x1)
...

...

p1 (xn) · · · pn (xn)


−1

fk (x1)
...

fk (xn)


令 k → ∞ 就知道每一个系数对应的数列都是收敛的，结论得证
中间我们还需说明那个矩阵可逆，也就是说对于 n个线性无关的函数 p1(x), ..., pn(x)，可以找到 n个点 x1, ..., xn

使得矩阵可逆，这件事情可以将行列式按照某一行或者某一列展开，然后配合归纳完成证明，这部分同时也是某年

的 CMC 数学类真题，自行完成
注：本题事先并未假设极限函数在 X 中，或者极限函数连续，是证明出来在 X 中的

7. 本题的核心想法是怎样能把四个抽象的空间运用各种不妨设化简和变的具体
注意到同时对每一个空间里面的向量做相同的初等行变换（也就是同时给每一个空间左乘可逆阵），对问题的

条件与结论均没有影响，所以我们可以反复使用同时初等行变换简化问题

首先看 V1，对 V1 的一组基也就是四个列向量，做初等行变换，可以变成 e1, e2, e3, e4，对 V2, V3, V4 也做相同

的初等行变换，这样就化简了 V1，此时 V1 = (x, 0)，这里 x 是任意四维向量

然后看 V2，因为 V1 ∩ V2 = 0，所以 V2 中的向量只要后四个分量全是零，那么这个向量就必须是零，现在看 V2

的一组基也就是四个列向量（线性无关），它们后四个分量对应的四个向量（4 维列向量）一定是线性无关的，因此

对它们的后四个分量做初等行变换（前四行不动），则后四个分量会变成 I4（四阶单位阵），接着把后四行往前四行

加（消元），此时 V2 的基变成 e5, e6, e7, e8，对 V1, V3, V4 做同样的变换，过程中 V1 不动

至此，V1 = (x, 0), V2 = (0, y)，其中 x, y 是任取的四维向量，然后去调整 V3, V4

设 V3 的一组基是 (p1, q1), (p2, q2), (p3, q3), (p4, q4)，则 p1, p2, p3, p4 线性无关（理由和前面一样，如果线性相关，

会导致 V3 ∩ V2 ≠ 0），同样 q1, q2, q3, q4 线性无关，注意这两个都是四维的线性无关的向量组，所以有可逆阵 A 使

得 A(p1, p2, p3, p4) = (q1, q2, q3, q4)，现在对 V1, V2, V3, V4 的前四个分量都统一的按照可逆阵 A 做初等行变换，则

V1, V2 不动（看 V1 的基向量，基向量显然变了，但是空间不变），V3 的基变成 (q1, q1), (q2, q2), (q3, q3), (q4, q4)，也

就是说 V3 = (z, z)，其中 z 是任意四维向量

最后来处理 V4，与前面同理，看 V4 的一组基，这组基的前四个分量对应的是四阶可逆阵，后四个分量对应的

也是四阶可逆阵，于是同样的会有一个过渡矩阵，将其设出来，最终经过前面一系列操作，不妨设

V1 =
{
(x, 0)

∣∣x ∈ R4
}
, V2 =

{
(0, y)

∣∣y ∈ R4
}
, V3 =

{
(z, z)

∣∣z ∈ R4
}
, V4 =

{
(w,Bw)

∣∣w ∈ R4
}
, B可逆

根据这些空间两两不交，所以 B 没有特征值 1

实际上最后还可以不妨设 B 是实数域上的相似标准型，这就是我们不妨设可以导出的最强结果，也是利用的最

充分的情况了，标准型的理由是：对前四个分量和后四个分量对应的部分，同时乘以一个相同的可逆阵（各自做相同

的初等行变换），则 V1, V2, V3 不动，结构和前面一样，而 V4 从 (w,Bw)变成 (Pw,PBw)满足 PBw = (PBP−1)Pw，

矩阵化为 PBP−1 这样的相似矩阵，因此最强的可以不妨设 B 是标准型

182



12.8 第九章习题答案 第十二章 习题答案

换句话说，设

V1 = span (α11, α12, α13, α14) , V2 = span (α21, α22, α23, α24)

V3 = span (α31, α32, α33, α34) , V4 = span (α41, α42, α43, α44)

其中各个 αij 都是八维列向量，V1, V2, V3, V4 是两两交集为零的四维线性空间，则存在八阶可逆阵 A 使得

A (α11, α12, α13, α14) =

(
P1

0

)
, A (α21, α22, α23, α24) =

(
0

P2

)

A (α31, α32, α33, α34) =

(
P3

P3

)
, A (α41, α42, α43, α44) =

(
P4

BP4

)

这里 P1, P2, P3, P4, B 均为可逆阵，且 B 没有特征值 1，B 是某个实矩阵在实数域上的相似标准型（与前面构

造的等价命题，不过最后 B 是否标准型也不重要，知道可逆即可）

若能找到 B 的一个二维不变子空间 W0，则取 W = {(x, y) |x ∈W0, y ∈W0 } 是四维线性空间，并且显然有

W ∩ V1 = {(x, 0) |x ∈W0 } ,W ∩ V2 = {(0, y) |y ∈W0 } ,W ∩ V3 = {(x, x) |x ∈W0 } ,W ∩ V4 = {(x,Bx) |x ∈W0 }

容易看出每一个都是二维线性空间，结论就会成立

下面说明对于四阶实方阵 B，可以找到 B 的二维不变子空间

如果 B 有虚特征值，则成对出现 a+ bi, a− bi, b ̸= 0，考虑 B(x+ yi) = (a+ bi)(x+ yi) 然后对比实部，虚部，

可知 x, y 张成了二维不变子空间

如果 B没有虚特征值，则 B的特征值都是实数，此时如果有两个不同的实特征值 a, b，则考虑 Bx = ax,By = by，

这里 x, y 是非零的特征向量，故显然 x, y 线性无关，x, y 张成二维不变子空间

最后一种情况，B 的特征值全是实数并且都相同，记为 λ，此时假如有两个线性无关的特征向量（也就是说几

何重数至少为 2），则结论成立，若不然，则几何重数是 1，故只能

B =


λ 1

λ 1

λ 1

λ

⇒ Be2 = e1 + λe2, Be1 = λe1

于是 e1, e2 对应着二维不变子空间，综上结论得证

8. 第一问只需要考虑所有与 W 交为零的线性空间，这些线性空间构成一个偏序集，然后用 Zorn 引理找到极
大元，即为所求的 W0

第二问：要证明 A 是单射也是满射，考虑平凡的分解 V = 0⊕ V，根据条件有 V = 0⊕AV，所以 A 是满射

下面证明单射，反证法，则 dimkerA ≥ 1，且存在补空间 W，也即 V = kerA ⊕W，任取一个 α ∈ W，则

Aα ̸= 0，再取 x ∈ kerA, x ̸= 0，便有 A(x+ α) = A(2x+ α) 且显然 x+ α 与 2x+ α 线性无关

同样道理，可以取补空间 W0，使其包含 2x+ α 并且成立 V = (x+ α)⊕W0，根据条件就会成立 V = A(x+

α)⊕ AW0 = A(2x+ α)⊕ AW0，因为 2x+ α ∈ W0 所以 A(2x+ α) ∈ AW0，也就是说它同时在两个空间里面，根

据直和可知 A(2x+ α) = 0，由 Ax = 0 知 Aα = 0，导出矛盾
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12.9 第十章习题答案

1. 这样的直线可以看做是过 l1 的平面和过 l2 的平面的交线，利用直线束来做比较方便，设两个平面束为 x−

1 + a (y − z) = 0, b (x+ 1) + y + z = 0，则 l :

{
x− 1 + a (y − z) = 0

b (x+ 1) + y + z = 0
与直线

x− 2

−3
=
y + 1

4
=
z + 2

5
共面

考虑 l上的点 (1,−b,−b)，l3上的点 (2,−1,−2)，l的方向向量是 −→v = (1, a,−a)×(b, 1, 1) = (2a,−1− ab, 1− ab)，

l3 的方向向量是 (−3, 4, 5)，根据共面条件可知∣∣∣∣∣∣∣∣
1 b− 1 b− 2

−3 4 5

2a −1− ab 1− ab

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 6 (a+ b) = 0

由此消元得到 a =
x− 1

z − y
= −b = y + z

x+ 1
⇒ x2 + y2 − z2 = 1

此外还有一种完全不用动脑子的暴力方法，唯一美中不足的一点就是超级难算，也是代价：

方法二：设与 l1, l2, l3 同时共面的直线 l 的方程为

x− x0
v1

=
y − y0
v2

=
z − z0
v3

.

l1 的点向式方程为
x− 1

0
=
y

1
=
z

1
，从而 l1 经过点 M1(1, 0, 0)，l1 的一个方向向量为 (0, 1, 1)。

l2 的点向式方程为
x+ 1

0
=
y

1
=

z

−1
，从而 l2 经过点 M2(−1, 0, 0)，l2 的一个方向向量为 (0, 1,−1)。

l3 经过点 M3(2,−1,−2)，l3 的一个方向向量为 (−3, 4, 5)。由于 l 与 l1, l2, l3 同时共面，因此∣∣∣∣∣∣∣∣
x0 − 1 0 v1

y0 1 v2

z0 1 v3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣
x0 + 1 0 v1

y0 1 v2

z0 −1 v3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣
x0 − 2 −3 v1

y0 + 1 4 v2

z0 + 2 5 v3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

于是有 
(y0 − z0)v1 − (x0 − 1)v2 + (x0 − 1)v3 = 0,

(−y0 − z0)v1 + (x0 + 1)v2 + (x0 + 1)v3 = 0,

(5y0 − 4z0 − 3)v1 − (5x0 − 10 + 3z0 + 6)v2 + (4x0 − 8 + 3y0 + 3)v3 = 0.

由于 v1, v2, v3 不全为 0，因此相应的 3 元齐次线性方程组有非零解，从而它的系数行列式等于 0，于是有∣∣∣∣∣∣∣∣
y0 − z0 −(x0 − 1) x0 − 1

−y0 − z0 x0 + 1 x0 + 1

5y0 − 4z0 − 3 −(5x0 − 10 + 3z0 + 6) 4x0 − 8 + 3y0 + 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

计算左边的行列式等于 6x0 + y20 − z20 − 1，因此与 l1, l2, l3 同时共面的直线所产生的曲面的方程为

x2 + y2 − z2 = 1.

这是单叶双曲面。

2. 显然截线是二次曲线并且只可能是椭圆或者双曲线，不可能是抛物线的，而椭圆和双曲线最本质的区别就是
是否有界，所以我们关注投影曲线是否有界也即 x2 + y2 在一个二次方程的约束下是否就最大值就行了
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如果 m = 0，则显然是双曲线，以下考虑 m ̸= 0，代入 z =
x+ y

m
到 x2 + y2 − z2 = 1 可得

m2
(
x2 + y2 − 1

)
= (x+ y)

2 ≤ 2
(
x2 + y2

)
于是当 m2 > 2 时 x2 + y2 有界所以是椭圆，m2 < 2 是 x2 + y2 无界所以是双曲线，而 m2 = 2 时上面的方程

是两条直线，所以相应的交线肯定不满足要求，故结论为：双曲线等价于 m2 < 2，椭圆等价于 m2 > 2

3. 注意同族异面异族共面，所以两条正交直母线一定是不同族的，设

l1 :
x− au

a
=
y − bu

−b
=

z

2u
, l2 :

x− av

a
=
y + bv

b
=

z

2v

解方程得到（恰好是参数方程）


x = au+ av

y = bu− bv

z = 2uv

，所以轨迹方程是


x2

a2
− y2

b2
= a2 − b2

z =
a2 − b2

2

4. 来自 14 届 CMC，你有很多种方法解决本题，这里写一个我现在第一反应想到的做法：
设过点 P 且在 S 上的直线方程为

x− a

A
=
y − b

B
=
z − c

C
，代入到 x2 + y2 − z2 = 1 中，则各个系数应当恒为

零，所以有 
A2 +B2 − C2 = 1

Aa+Bb = Cc

a2 + b2 − c2 = 1

注意直线与平面平行，所以方向向量 (A,B,C) 垂直于法向量 (1, 1,−1)，故 C = A+B，代入可知

A2 +B2 = 1 + (A+B)
2 ⇒ AB = −1

2

进而这条直线的方向向量为

(
A,− 1

2A
,A− 1

2A

)
同时还满足

Aa− b

2A
= c

(
A− 1

2A

)
⇒ A2 (a− c) =

b− c

2

因为过该点的两条直线都在 S上且平行于平面 x+y−z = 0，所以另一条直线的方向向量是

(
A0,−

1

2A0
, A− 1

2A0

)
，

因为每个分量都是关于 A0 的奇函数并且这是两条不同的直线，所以 A2
0 ̸= A2

同上我们还有方程 A2
0 (a− c) =

b− c

2
，对比可知 a = b = c，于是所求的 P 为 (1, 1, 1), (−1,−1,−1) 两个点

5. 设马鞍面的方程为 x2

a2
− y2

b2
= 2z, a > 0, b > 0. 它的两族直母线为

(I)


x = au+ av,

y = bu− bv, 及 (II)
z = 2uv,


x = av + au,

y = −bv + bu,

z = 2vu,
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(1)在 (I)族中任取两条直母线 l1, l2 ,对应的参数为 u1, u2, u1 ̸= u2, l1, l2分别经过点M1 (au1, bu1, 0) ,M2 (au2, bu2, 0)

方向向量是 v1 = (a,−b, 2u1) , v2 = (a,−b, 2u2), 显然两方向不共线，计算混合积

(
M1M2, v1, v2

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
a (u2 − u1) b (u2 − u1) 0

a −b 2u1

a −b 2u2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −4ab (u2 − u1)
2 ̸= 0.

所以 (I) 中任意两条直母线 l1, l2 异面。同理可得 (II) 中任意两条直母线也异面。
(2) 在两族直母线中分别任取一条, 记为 l1, l2 , 对应的参数为 u1, v2l1, l2 分别经过点 M1 (au1, bu1, 0) ,

M2 (av2,−bv2, 0) , 方向向量是 v1 = (a,−b, 2u1) , v2 = (a, b, 2v2) 。显然两方向不共线，即它们不可能平行。

计算混合积

(
M1M2, v1, v2

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
a (v2 − u1) −b (v2 + u1) 0

a −b 2u1

a b 2v2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

所以异族中的任意两条直母线 l1, l2 相交。

(3) 由于 (I) 中任意直母线的方向向量为 v1 = (a,−b, 2u), 它平行于平面 bx+ ay = 0, 所以 (I) 中所有直母线平
行于平面 bx+ ay = 0 。

由于 (II) 中任意直母线的方向向量为 v2 = (a, b, 2v), 它平行于平面 bx− ay = 0, 所以 (II) 中所有直母线平行于
平面 bx− ay = 0

(4) 因式分解后，和上课例题一样看系数矩阵，其行列式为零且矩阵非零，故得证
6. 对于第一问，同上课例题一样，代入后检查二次项部分，便可得到完全一致的结论（注意唯一区别是右端的

1 这里改成了 −1，但是这对于二次项部分没有影响，所以粗略判断结论完全一致）

第二问：类似可知，最终结论见本章开头知识梳理部分的链接
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第十三章 补充题

这些题目讲义中不提供答案，仅供感兴趣的同学自己练手，需要答案可以自行搜索或者来新一届答疑群问，以

下题目在之后的课程中会讲解，不过不是下一期，而是在 2025-2026 新一轮的全年班中上课讲，答案会在那时发布。

13.1 正经习题

题 13.1.1设函数 f(x) 定义在 [0, 1] 中，定义 A =
{
x ∈ (0, 1)

∣∣∣ lim
t→x

f (t) = ∞
}
，证明：A 是至多可数集且无处

稠密（也即 Ā 没有内点）.

题 13.1.2
设 f(x) 定义在 R 上，并且在有理点取正数，在无理点取零，证明：f(x) 的全体不可导点构成的集合是不可
数集.

题 13.1.3
证明：在区间

[
16

3
,
17

3

]
内存在一点 a，使得 an 的小数部分 {an} ∈

[
1

3
,
2

3

]
对任意正整数 n 恒成立.

题 13.1.4

证明： lim
n→∞

maxx≥0

∣∣∣∣∣∣∣∣e
−x − 1

n∑
k=0

xk

k!

∣∣∣∣∣∣∣∣


1
n

=
1

2
.

题 13.1.5

设正数列 an 满足 lim
n→∞

an = 1, lim
n→∞

an < +∞, lim
n→∞

n
√
a1a2...an = 1，证明： lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

ak = 1.

题 13.1.6
将正整数集合划分为 A,B 两个不相交的集合，并且 A,B 都是无限集，对任意 c > 0，证明：存在序列 an ∈
A, bn ∈ B 使得 lim

n→∞

an
bn

= c
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题 13.1.7

设 f (x) =

 x sin 1

x
, x ̸= 0

0, x = 0
，求 a 的最大值使得 sup

x ̸=y

|f (x)− f (y)|
|x− y|a

< +∞.

题 13.1.8
设 f(x) 在 R 上一致连续，证明：存在连续，递增，上凸的函数 w(x) : [0,+∞) → [0,+∞) 使得 w(0) = 0 且

|f (x)− f (y)| ≤ w (|x− y|) 恒成立.

题 13.1.9
设 f(x) 在 (−∞,+∞) 上连续，M > 0 是常数，对任意实数 x 和 t ，有 |f(x+ t)− 2f(x) + f(x− t)| ⩽Mt2，

求证：f(x) 在 (−∞,+∞) 上可导且对任意实数 x 和 t ，有 |f ′(x+ t)− f ′(x)| ⩽M |t|.

题 13.1.10
设 n 是大于 1 的整数，f(x) 在 (−∞,+∞) 上 n 次可导，记 Mk = sup

{
| f (k)(x)∥x ∈ R

}
，k = 0, 1, · · · , n．

证明：若 f(x) 和 f (n)(x) 都在 (−∞,+∞) 上有界，则有 Mk ⩽ 2
k(n−k)

2 M
1− k

n
0 M

k
n
n ，k = 1, 2, · · · , n− 1.

题 13.1.11
设 f(x) 在 (0, 1] 单调递增且下凸，n 是大于 1 的整数，记 ak = f

(
k

n

)
, k = 1, 2, · · · , n ，证明：

1

3n2

n−1∑
k=1

(n− k)3 (ak+1 − ak)
2 ⩽ 1

n

n∑
k=1

a2k −

(
1

n

n∑
k=1

ak

)2

⩽ 1

3n2

n−1∑
k=1

(k + 1)3 (ak+1 − ak)
2
.

题 13.1.12
设 f(x) : R→ [0,+∞) 是双射，证明：f(x) 有无穷个间断点.

题 13.1.13
对多项式 f(x)，用 d(f) 表示其最大和最小实根之间的距离，给定正整数 n ≥ 2，求最大的常数 C，使得对任

意所有根都是实数的 n 次多项式 f(x)，均有 d(f ′) ≥ Cd(f)

题 13.1.14
设 cos x

2
= cos2 π

8
，证明：x 是 π 的无理数倍.

题 13.1.15
设 n 阶整数方阵 A 的所有元素是 1, 2, ..., n2 的排列，证明：r(A) 的取值范围是 2, 3, ..., n.

188



13.1 正经习题 第十三章 补充题

题 13.1.16
设 m 为正整数，Ω 是由一些 n 阶方阵构成的集合，满足对任意 A,B ∈ Ω 都有 (AB)m = BA ∈ Ω，证明：对

任意 A,B ∈ Ω 都有 AB = BA，并且对任意 A ∈ Ω，要么 |A| = 0，要么 |A|m−1 = 1.

题 13.1.17
设 ai = i，计算下列 n 阶方阵的逆矩阵

A =


a21 + 1 a1a2 · · · a1an

a2a1 a22 + 2 · · · a2an
...

...
. . .

...

ana1 ana2 · · · a2n + n



题 13.1.18
设 P (x1, ..., xn) 是实系数 n 元多项式，满足 x21 + ...+ x2n|P (x1, ..., xn) 并且

∂2P

∂x21
+ ...+

∂2P

∂x2n
= 0，证明：P

恒为零

题 13.1.19
设 f(x) ∈ C1(R)，满足 |f(0)| < 1, f ′(x) = f2(x)− 2 + sinx，证明：|f(x)| <

√
3.

题 13.1.20
设 p1(x), ..., pr(x) 分别为 n1, ..., nr 次多项式且 n1 + ...+ nr <

r(r − 1)

2
，证明：p1(x), ..., pr(x) 线性相关.
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13.2 野题

注：下面几个题，大多数题能做但是非常困难，少数问题不能做，也有少数问题能做并且不是很难

题 13.2.1
设 an 为整数序列且 0 ≤ an−1 +

1−
√
5

2
an + an+1 < 1，证明：an 是周期数列.

题 13.2.2
证明： ∫ 2π

0

∫ 2π

0

sinx− cos y − sinx cos y
(2 (sinx− cos y − sinx cos y) + 3)

3
2

dxdy = −4π.

题 13.2.3
设 r ∈ (0, 1), n ≥ 2，记 wn =

2π
n
2

Γ
(
n
2

) 为 n 维单位球的表面积，证明：

∫ π

0

sinn−2x

(r2 − 2r cosx+ 1)
n
2
dx =

wn

wn−1 (1− r2)
.

题 13.2.4

给定 n ≥ 2，设 p > 0，对 n 个正数 a1, ..., an，定义幂平均 Mp =

(
ap1 + ap2 + ...+ apn

n

) 1
p

，记

D = {(x1, x2, ..., xn−1) |x1 + x2 + ...+ xn−1 ≤ 1, xi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n− 1}

并定义对数平均

L = (n− 1)!

∫
D

ax1
1 a

x2
2 ...a

xn−1

n−1 a
xn
n dx1dx2...dxn−1, xn = 1− (x1 + x2 + ...+ xn−1)

若对一切正数 a1, a2, ..., an 都有 L ≤Mp 成立，证明：p 的最小值是
1

n+ 1
.

题 13.2.5

证明：存在严格单调递增的自然数数列 ak，使得任意 t ∈ Q，只要 t+ ak ̸= 0, ∀k ≥ 1 就有

∞∑
k=1

1

t+ ak
∈ Q.

题 13.2.6
证明双叶双曲面

x2

20
− y2

24
− z2

81
= 1 上有无穷多条抛物线，并求出它们的焦点构成的曲面的方程.
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题 13.2.7

设 n ⩾ 1 为固定的正整数. 记 P = Rn−1[x], F =

{
f | f =

∞∑
k=n

ckx
k , 其中 ck ⩾ 0(∀k ⩾ n) 且

∞∑
k=n

ck = 1

}
.

计算 inf
p∈P
f∈F

{
max
0⩽x⩽1

|f(x)− p(x)|
}
.

题 13.2.8
设 f(x)在 (−∞,+∞)上连续可微，对任意实数 x，有 f ′(x) > f(f(x))，求证：对任意 x ⩾ 0，有 f(f(f(x))) ⩽ 0．

题 13.2.9
设 f(x) : (0,+∞) → (0,+∞) 有一阶连续导数且为双射，满足 f ′(x) = f−1(x)，求 f(x).
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