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线性筛

线性筛

思想：用每个合数的最小质因子筛掉它。

从小到大考虑每个数 i，将其乘以之前所有发现的质数 pj，

标记 i × pj 为合数。

当 i mod pj = 0 时 break，这是因为 i × pk(k > j) 的最小质
因子 ≤ pj。

时间复杂度 O(n)。
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积性函数

积性函数

如果对于任意两个互质的正整数 a, b，都有
f(ab) = f(a)f(b)，且 f(1) = 1，则 f 为积性函数。

若无视互质的条件仍然满足 f(ab) = f(a)f(b)，则 f 为完全积
性函数。

如果 f 为积性函数，n =
∏m

i=1 pei
i ，则 f(n) =

∏m
i=1 f(pei

i )。

如果 f 是完全积性函数，则 f(n) =
∏m

i=1 f(pi)
ei。
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常见积性函数

常见积性函数

除数函数 σk(n) =
∑

d|n dk，表示 n 的因子的 k 次方和。

约数个数函数 d(n) = σ0(n) =
∑

d|n 1，表示 n 的因子个数。

欧拉函数 φ(n) 表示 [1, n] 里和 n 互质的数个数。

莫比乌斯函数 µ(n)。

元函数 e(n) = [n = 1]，完全函数。

恒等函数 I(n) = 1，完全积性。

单位函数 id(n) = n，完全积性。
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积性函数的性质

积性函数的性质

两个函数的狄利克雷卷积 (f ∗ g)(n) =
∑

d|n f(d)g(n
d)，满足

交换律、结合律，对加法满足分配律。

两个积性函数的乘积 f(n)g(n) 也是积性函数。

两个积性函数的狄利克雷卷积也是积性函数。

f ∗ e = e ∗ f = f。

µ ∗ I = e，即 [n = 1] =
∑

d|n mu(d)。

φ ∗ I = id，即 n =
∑

d|n φ(d)。

若 f = g ∗ I，则 g = f ∗ µ，即若 f(n) =
∑

d|n g(d)，则
g(n) =

∑
d|n µ(d)f(n

d)。
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Counting Divisors
Description

Counting Divisors

设 d(n) 表示 n 的因子个数，给定 l, r, k，求
∑r

i=l d(ik)。

r ≤ 1012。

r − l ≤ 106。

Source : 2017 Multi-University Training Contest 4
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Counting Divisors
Description

Counting Divisors

设 d(n) 表示 n 的因子个数，给定 l, r, k，求
∑r

i=l d(ik)。

r ≤ 1012。

r − l ≤ 106。

Source : 2017 Multi-University Training Contest 4
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Counting Divisors
Description

Counting Divisors

设 d(n) 表示 n 的因子个数，给定 l, r, k，求
∑r

i=l d(ik)。

r ≤ 1012。

r − l ≤ 106。

Source : 2017 Multi-University Training Contest 4
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Counting Divisors
Description

Counting Divisors

设 d(n) 表示 n 的因子个数，给定 l, r, k，求
∑r

i=l d(ik)。

r ≤ 1012。

r − l ≤ 106。

Source : 2017 Multi-University Training Contest 4
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Counting Divisors
Solution

Solution

设 n =
∏m

i=1 pei
i ，则 d(nk) =

∏m
i=1(ek

i + 1)。

只要将 [l, r] 的数都分解质因数问题就做完了。

每个数最多只有一个 >
√

r 的质因子。

用 [2,
√

r] 的所有质数去分解 [l, r] 里对应的倍数，最后处理
未被分解的部分。

时间复杂度 O(
√

r + (r − l) log log r)。
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Counting Divisors
Solution

Solution

设 n =
∏m

i=1 pei
i ，则 d(nk) =

∏m
i=1(ek

i + 1)。

只要将 [l, r] 的数都分解质因数问题就做完了。

每个数最多只有一个 >
√

r 的质因子。

用 [2,
√

r] 的所有质数去分解 [l, r] 里对应的倍数，最后处理
未被分解的部分。

时间复杂度 O(
√

r + (r − l) log log r)。
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Counting Divisors
Solution

Solution

设 n =
∏m

i=1 pei
i ，则 d(nk) =

∏m
i=1(ek

i + 1)。

只要将 [l, r] 的数都分解质因数问题就做完了。

每个数最多只有一个 >
√

r 的质因子。

用 [2,
√

r] 的所有质数去分解 [l, r] 里对应的倍数，最后处理
未被分解的部分。

时间复杂度 O(
√

r + (r − l) log log r)。



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

数论函数变换

Counting Divisors
Solution

Solution

设 n =
∏m

i=1 pei
i ，则 d(nk) =

∏m
i=1(ek

i + 1)。

只要将 [l, r] 的数都分解质因数问题就做完了。

每个数最多只有一个 >
√

r 的质因子。

用 [2,
√

r] 的所有质数去分解 [l, r] 里对应的倍数，最后处理
未被分解的部分。

时间复杂度 O(
√

r + (r − l) log log r)。
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Counting Divisors
Solution

Solution

设 n =
∏m

i=1 pei
i ，则 d(nk) =

∏m
i=1(ek

i + 1)。

只要将 [l, r] 的数都分解质因数问题就做完了。

每个数最多只有一个 >
√

r 的质因子。

用 [2,
√

r] 的所有质数去分解 [l, r] 里对应的倍数，最后处理
未被分解的部分。

时间复杂度 O(
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数论函数变换

|µ(n)|
Description

|µ(n)|

T 次询问，每次给定一个 n，求 |µ(n)|。

n ≤ 1018。

T ≤ 1000。
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|µ(n)|
Description

|µ(n)|

T 次询问，每次给定一个 n，求 |µ(n)|。

n ≤ 1018。

T ≤ 1000。
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|µ(n)|
Description

|µ(n)|

T 次询问，每次给定一个 n，求 |µ(n)|。

n ≤ 1018。

T ≤ 1000。
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|µ(n)|
Solution

Solution

用 [2, 3
√

n] 的所有质数去分解 n。

考虑剩下的部分 m，最多包含两个质因子。

若 m > 1，那么 m 只能是 p，p2 或者 pq。

当 m = p 或者 pq 时对答案的贡献都是 1，当 m = p2 时答
案是 0，开根号判断 m 是否是完全平方数即可。

时间复杂度 O(
3√n

log n)。
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|µ(n)|
Solution

Solution

用 [2, 3
√

n] 的所有质数去分解 n。

考虑剩下的部分 m，最多包含两个质因子。

若 m > 1，那么 m 只能是 p，p2 或者 pq。

当 m = p 或者 pq 时对答案的贡献都是 1，当 m = p2 时答
案是 0，开根号判断 m 是否是完全平方数即可。

时间复杂度 O(
3√n

log n)。
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|µ(n)|
Solution

Solution

用 [2, 3
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n] 的所有质数去分解 n。

考虑剩下的部分 m，最多包含两个质因子。

若 m > 1，那么 m 只能是 p，p2 或者 pq。

当 m = p 或者 pq 时对答案的贡献都是 1，当 m = p2 时答
案是 0，开根号判断 m 是否是完全平方数即可。

时间复杂度 O(
3√n

log n)。
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|µ(n)|
Solution

Solution

用 [2, 3
√

n] 的所有质数去分解 n。

考虑剩下的部分 m，最多包含两个质因子。

若 m > 1，那么 m 只能是 p，p2 或者 pq。

当 m = p 或者 pq 时对答案的贡献都是 1，当 m = p2 时答
案是 0，开根号判断 m 是否是完全平方数即可。

时间复杂度 O(
3√n

log n)。
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|µ(n)|
Solution

Solution

用 [2, 3
√

n] 的所有质数去分解 n。

考虑剩下的部分 m，最多包含两个质因子。

若 m > 1，那么 m 只能是 p，p2 或者 pq。

当 m = p 或者 pq 时对答案的贡献都是 1，当 m = p2 时答
案是 0，开根号判断 m 是否是完全平方数即可。

时间复杂度 O(
3√n

log n)。
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Minimal power of prime
Description

Minimal power of prime

T 次询问，每次给定一个 n，设 n =
∏m

i=1 pei
i ，求 ei 的最小

值。

n ≤ 1018。

T ≤ 100000。

Source : IX Open Cup GP of Kharkiv



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

数论函数变换

Minimal power of prime
Description

Minimal power of prime

T 次询问，每次给定一个 n，设 n =
∏m

i=1 pei
i ，求 ei 的最小

值。

n ≤ 1018。

T ≤ 100000。

Source : IX Open Cup GP of Kharkiv
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Minimal power of prime
Description

Minimal power of prime

T 次询问，每次给定一个 n，设 n =
∏m

i=1 pei
i ，求 ei 的最小

值。

n ≤ 1018。

T ≤ 100000。

Source : IX Open Cup GP of Kharkiv
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Minimal power of prime
Description

Minimal power of prime

T 次询问，每次给定一个 n，设 n =
∏m

i=1 pei
i ，求 ei 的最小

值。

n ≤ 1018。

T ≤ 100000。

Source : IX Open Cup GP of Kharkiv
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Minimal power of prime
Solution

Solution

用 [2, 5
√

n] 的所有质数去分解 n。

考虑剩下的部分 m，最多包含四个质因子。

若 m > 1 且 ans > 1，那么 m 只能是 p2，p3，p4，p2q2。

对于 m = p3 或 p4 的情况，可以通过开 3 次或者 4 次根来

判断。

对于 m = p2 或者 p2q2 的情况，可以通过开 2 次根来判断。

时间复杂度 O(
5√n

log n)。
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Solution

Solution

用 [2, 5
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考虑剩下的部分 m，最多包含四个质因子。
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判断。

对于 m = p2 或者 p2q2 的情况，可以通过开 2 次根来判断。

时间复杂度 O(
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log n)。
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Minimal power of prime
Solution

Solution

用 [2, 5
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n] 的所有质数去分解 n。

考虑剩下的部分 m，最多包含四个质因子。

若 m > 1 且 ans > 1，那么 m 只能是 p2，p3，p4，p2q2。

对于 m = p3 或 p4 的情况，可以通过开 3 次或者 4 次根来

判断。

对于 m = p2 或者 p2q2 的情况，可以通过开 2 次根来判断。
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Solution

Solution

用 [2, 5
√

n] 的所有质数去分解 n。

考虑剩下的部分 m，最多包含四个质因子。

若 m > 1 且 ans > 1，那么 m 只能是 p2，p3，p4，p2q2。

对于 m = p3 或 p4 的情况，可以通过开 3 次或者 4 次根来

判断。

对于 m = p2 或者 p2q2 的情况，可以通过开 2 次根来判断。
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Minimal power of prime
Solution

Solution

用 [2, 5
√

n] 的所有质数去分解 n。

考虑剩下的部分 m，最多包含四个质因子。

若 m > 1 且 ans > 1，那么 m 只能是 p2，p3，p4，p2q2。

对于 m = p3 或 p4 的情况，可以通过开 3 次或者 4 次根来

判断。

对于 m = p2 或者 p2q2 的情况，可以通过开 2 次根来判断。

时间复杂度 O(
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log n)。
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Minimal power of prime
Solution

Solution

用 [2, 5
√

n] 的所有质数去分解 n。

考虑剩下的部分 m，最多包含四个质因子。

若 m > 1 且 ans > 1，那么 m 只能是 p2，p3，p4，p2q2。

对于 m = p3 或 p4 的情况，可以通过开 3 次或者 4 次根来

判断。

对于 m = p2 或者 p2q2 的情况，可以通过开 2 次根来判断。

时间复杂度 O(
5√n

log n)。
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Solar Panels
Description

Solar Panels

T 次询问，每次给定 a, b, c, d，找一对 i, j 满足
a ≤ i ≤ b, c ≤ j ≤ d 且 gcd(i, j) 最大。

a, b, c, d ≤ 109。

T ≤ 1000。

Source : POI 2014
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Solar Panels
Description

Solar Panels

T 次询问，每次给定 a, b, c, d，找一对 i, j 满足
a ≤ i ≤ b, c ≤ j ≤ d 且 gcd(i, j) 最大。

a, b, c, d ≤ 109。

T ≤ 1000。

Source : POI 2014
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Solar Panels
Description

Solar Panels

T 次询问，每次给定 a, b, c, d，找一对 i, j 满足
a ≤ i ≤ b, c ≤ j ≤ d 且 gcd(i, j) 最大。

a, b, c, d ≤ 109。

T ≤ 1000。

Source : POI 2014
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Solar Panels
Description

Solar Panels

T 次询问，每次给定 a, b, c, d，找一对 i, j 满足
a ≤ i ≤ b, c ≤ j ≤ d 且 gcd(i, j) 最大。

a, b, c, d ≤ 109。

T ≤ 1000。

Source : POI 2014
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Solar Panels
Solution

Solution

枚举答案 k，若 [a, b] 与 [c, d] 都有 k 的倍数则可行。

这等价于 ⌊b
k⌋ > ⌊a−1

k ⌋ 且 ⌊d
k⌋ > ⌊ c−1

k ⌋。

随着 k 从小到大变化，上式只有 O(
√a+

√
b +

√c+
√

d) 种
不同的取值，分段枚举即可。

时间复杂度 O(T(√a +
√

b +
√c +

√
d))。
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数论函数变换

Solar Panels
Solution

Solution

枚举答案 k，若 [a, b] 与 [c, d] 都有 k 的倍数则可行。

这等价于 ⌊b
k⌋ > ⌊a−1

k ⌋ 且 ⌊d
k⌋ > ⌊ c−1

k ⌋。

随着 k 从小到大变化，上式只有 O(
√a+

√
b +

√c+
√

d) 种
不同的取值，分段枚举即可。

时间复杂度 O(T(√a +
√

b +
√c +

√
d))。
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数论函数变换

Solar Panels
Solution

Solution

枚举答案 k，若 [a, b] 与 [c, d] 都有 k 的倍数则可行。

这等价于 ⌊b
k⌋ > ⌊a−1

k ⌋ 且 ⌊d
k⌋ > ⌊ c−1

k ⌋。

随着 k 从小到大变化，上式只有 O(
√a+

√
b +

√c+
√

d) 种
不同的取值，分段枚举即可。

时间复杂度 O(T(√a +
√

b +
√c +

√
d))。
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数论函数变换

Solar Panels
Solution

Solution

枚举答案 k，若 [a, b] 与 [c, d] 都有 k 的倍数则可行。

这等价于 ⌊b
k⌋ > ⌊a−1

k ⌋ 且 ⌊d
k⌋ > ⌊ c−1

k ⌋。

随着 k 从小到大变化，上式只有 O(
√a+

√
b +

√c+
√

d) 种
不同的取值，分段枚举即可。

时间复杂度 O(T(√a +
√

b +
√c +

√
d))。
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数论函数变换

Zap
Description

Zap

T 次询问，每次给定 n,m, d，问有多少对 i, j 满足
1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m 且 gcd(i, j) = d。

n,m, d ≤ 50000。

T ≤ 50000。

Source : POI 2007
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数论函数变换

Zap
Description

Zap

T 次询问，每次给定 n,m, d，问有多少对 i, j 满足
1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m 且 gcd(i, j) = d。

n,m, d ≤ 50000。

T ≤ 50000。

Source : POI 2007
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数论函数变换

Zap
Description

Zap

T 次询问，每次给定 n,m, d，问有多少对 i, j 满足
1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m 且 gcd(i, j) = d。

n,m, d ≤ 50000。

T ≤ 50000。

Source : POI 2007
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数论函数变换

Zap
Description

Zap

T 次询问，每次给定 n,m, d，问有多少对 i, j 满足
1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m 且 gcd(i, j) = d。

n,m, d ≤ 50000。

T ≤ 50000。

Source : POI 2007
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数论函数变换

Zap
Solution

Solution

将 n,m, d 都除以 d，等价于统计有多少数互质。

ans =
n∑

i=1

m∑
j=1

[gcd(i, j) = 1]

利用 [n = 1] =
∑

d|n µ(d) 化简式子。
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Zap
Solution

Solution

将 n,m, d 都除以 d，等价于统计有多少数互质。

ans =
n∑

i=1

m∑
j=1

[gcd(i, j) = 1]

利用 [n = 1] =
∑

d|n µ(d) 化简式子。
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Zap
Solution

Solution

将 n,m, d 都除以 d，等价于统计有多少数互质。

ans =
n∑

i=1

m∑
j=1

[gcd(i, j) = 1]

利用 [n = 1] =
∑

d|n µ(d) 化简式子。
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数论函数变换

Zap
Solution

Solution

ans =
n∑

i=1

m∑
j=1

[gcd(i, j) = 1]

=

n∑
i=1

m∑
j=1

∑
d| gcd(i,j)

µ(d)

=

n∑
i=1

m∑
j=1

∑
d|i,d|j

µ(d)

=
∑

d
µ(d)

∑
1≤i≤n,d|i

1
∑

1≤j≤m,d|j
1

=
∑

d
µ(d)⌊n

d⌋⌊
m
d ⌋
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数论函数变换

Zap
Solution

Solution

⌊n
d⌋⌊

m
d ⌋ 一共有 O(

√
n +

√
m) 段不同的取值，分段枚举即

可。

时间复杂度 O(
√

n +
√

m)。
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数论函数变换

Zap
Solution

Solution

⌊n
d⌋⌊

m
d ⌋ 一共有 O(

√
n +

√
m) 段不同的取值，分段枚举即

可。

时间复杂度 O(
√

n +
√

m)。
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数论函数变换

数列

Description

数列

问有多少正整数数列 a1, a2, ..., an 满足 1 ≤ ai ≤ limi 且

gcd(ai−1, ai) ≤ k。

n, k,
∑

limi ≤ 1000000。

Source : BZOJ 5472
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数论函数变换

数列

Description

数列

问有多少正整数数列 a1, a2, ..., an 满足 1 ≤ ai ≤ limi 且

gcd(ai−1, ai) ≤ k。

n, k,
∑

limi ≤ 1000000。

Source : BZOJ 5472
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数列

Description

数列

问有多少正整数数列 a1, a2, ..., an 满足 1 ≤ ai ≤ limi 且

gcd(ai−1, ai) ≤ k。

n, k,
∑

limi ≤ 1000000。

Source : BZOJ 5472
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数论函数变换

数列

Solution

Solution

注意到
∑

limi ≤ 1000000，设 fi,j 表示考虑了数列前 i 项，
第 i 项的值为 j 的方案数。

设 aj 表示 fi−1,j，bj 表示 fi,j，则显然
bi =

∑
j aj[gcd(i, j) ≤ k]。
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数论函数变换

数列

Solution

Solution

注意到
∑

limi ≤ 1000000，设 fi,j 表示考虑了数列前 i 项，
第 i 项的值为 j 的方案数。

设 aj 表示 fi−1,j，bj 表示 fi,j，则显然
bi =

∑
j aj[gcd(i, j) ≤ k]。
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数论函数变换

数列

Solution

Solution

∑
j

aj[gcd(i, j) ≤ k] =
k∑

d=1

∑
j

aj[gcd(i, j) = d]

=
∑

d|i,d≤k

∑
j

adj[gcd( i
d , j) = 1] =

∑
d|i,d≤k

∑
j

adj
∑

t| i
d ,t|j

µ(t)

=
∑
t| i

d

µ(t)
∑
d≤k

∑
t|j

adj =
∑
td|i

µ(t)
∑
d≤k

∑
t|j

adj

设 D = dt，d = D
t 继续化简。
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数论函数变换

数列

Solution

Solution

∑
j

aj[gcd(i, j) ≤ k] =
k∑

d=1

∑
j

aj[gcd(i, j) = d]

=
∑

d|i,d≤k

∑
j

adj[gcd( i
d , j) = 1] =

∑
d|i,d≤k

∑
j

adj
∑

t| i
d ,t|j

µ(t)

=
∑
t| i

d

µ(t)
∑
d≤k

∑
t|j

adj =
∑
td|i

µ(t)
∑
d≤k

∑
t|j

adj

设 D = dt，d = D
t 继续化简。
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数论函数变换

数列

Solution

Solution

∑
td|i

µ(t)
∑
d≤k

∑
t|j

adj

=
∑
D|i

∑
t|D

µ(t)[Dt ≤ k]
∑
t|j

a D
t j

=
∑
D|i

∑
t|D

µ(t)[Dt ≤ k]
∑
D|j

aj

设 ci = ai + a2i + a3i + ... 继续化简。
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数论函数变换

数列

Solution

Solution

∑
td|i

µ(t)
∑
d≤k

∑
t|j

adj

=
∑
D|i

∑
t|D

µ(t)[Dt ≤ k]
∑
t|j

a D
t j

=
∑
D|i

∑
t|D

µ(t)[Dt ≤ k]
∑
D|j

aj

设 ci = ai + a2i + a3i + ... 继续化简。
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数论函数变换

数列

Solution

Solution

∑
D|i

∑
t|D

µ(t)[Dt ≤ k]
∑
D|j

aj

=
∑
D|i

∑
t|D

µ(t)[Dt ≤ k]cD

=
∑
D|i

cDh(D)

其中 h(D) =
∑

t|D µ(t)[D
t ≤ k]，可以 O(n log n) 预处理。

而每个 bi 的计算都可以通过枚举 i 的因子 D 来计算，时间
复杂度 O(lim log lim)。
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Solution

Solution
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∑
D|j

aj

=
∑
D|i

∑
t|D

µ(t)[Dt ≤ k]cD

=
∑
D|i

cDh(D)

其中 h(D) =
∑

t|D µ(t)[D
t ≤ k]，可以 O(n log n) 预处理。

而每个 bi 的计算都可以通过枚举 i 的因子 D 来计算，时间
复杂度 O(lim log lim)。
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数列

Solution

Solution

∑
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∑
t|D

µ(t)[Dt ≤ k]
∑
D|j

aj

=
∑
D|i

∑
t|D

µ(t)[Dt ≤ k]cD

=
∑
D|i

cDh(D)

其中 h(D) =
∑

t|D µ(t)[D
t ≤ k]，可以 O(n log n) 预处理。

而每个 bi 的计算都可以通过枚举 i 的因子 D 来计算，时间
复杂度 O(lim log lim)。
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数论函数变换

数表

Description

数表

有一张 n × m 的数表，(i, j) 的值为 f(gcd(i, j))。

给定 a，求数表中所有不超过 a 的数的和。

n,m ≤ 100000。

T ≤ 20000。

Source : SDOI 2014
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数论函数变换

数表

Description

数表

有一张 n × m 的数表，(i, j) 的值为 f(gcd(i, j))。
给定 a，求数表中所有不超过 a 的数的和。

n,m ≤ 100000。

T ≤ 20000。

Source : SDOI 2014
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数表

Description

数表

有一张 n × m 的数表，(i, j) 的值为 f(gcd(i, j))。
给定 a，求数表中所有不超过 a 的数的和。

n,m ≤ 100000。

T ≤ 20000。

Source : SDOI 2014
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数论函数变换

数表

Description

数表

有一张 n × m 的数表，(i, j) 的值为 f(gcd(i, j))。
给定 a，求数表中所有不超过 a 的数的和。

n,m ≤ 100000。

T ≤ 20000。

Source : SDOI 2014
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数论函数变换

数表

Description

数表

有一张 n × m 的数表，(i, j) 的值为 f(gcd(i, j))。
给定 a，求数表中所有不超过 a 的数的和。

n,m ≤ 100000。

T ≤ 20000。

Source : SDOI 2014
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数论函数变换

数表

Solution

Solution

先不管 a 的限制。

n∑
i=1

m∑
j=1

f(gcd(i, j)) =
∑

d
f(d)

n∑
i=1

m∑
j=1

[gcd(i, j) = d]

=
∑

d
f(d)

⌊ n
d ⌋∑

i=1

⌊m
d ⌋∑

j=1

[gcd(i, j) = 1] =
∑

d
f(d)

⌊ n
d ⌋∑

i=1

⌊m
d ⌋∑

j=1

∑
k|i,k|j

µ(k)

=
∑

k
µ(k)

∑
d

f(d)⌊ n
dk⌋⌊

m
dk⌋

设 D = dk，k = D
d 继续化简。
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Solution
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f(d)

⌊ n
d ⌋∑

i=1

⌊m
d ⌋∑

j=1

[gcd(i, j) = 1] =
∑

d
f(d)

⌊ n
d ⌋∑

i=1

⌊m
d ⌋∑

j=1

∑
k|i,k|j

µ(k)

=
∑

k
µ(k)

∑
d

f(d)⌊ n
dk⌋⌊

m
dk⌋

设 D = dk，k = D
d 继续化简。
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数表

Solution

Solution

∑
k

µ(k)
∑

d
f(d)⌊ n

dk⌋⌊
m
dk⌋

=
∑

D
⌊ n
D⌋⌊m

D ⌋
∑
d|D

f(d)µ(D
d )

=
∑

D
⌊ n
D⌋⌊m

D ⌋g(D)

其中 g(D) =
∑

d|D f(d)µ(D
d )，假设知道了 g，则可以分段在

O(
√

n +
√

m) 的时间内回答一个询问。
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数表

Solution

Solution

现在考虑原问题：有 a 的限制怎么办？

离线询问，一边更新 g 一边回答，树状数组维护 g 的区间
和。

加入一个 f(d) 需要更新所有它的倍数的 D，共 O(n log n)
次。

总时间复杂度 O(n log2 n + T
√

n log n)。
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Just a Math Problem
Description

Just a Math Problem

设 f(k) 表示 k 的不同质因子个数，g(k) = 2f(k)。

给定 n，求
∑n

i=1 g(i)。

n ≤ 1012。

Source : 2016 年中国大学生程序设计竞赛（杭州）
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Just a Math Problem
Solution

Solution

一个数 n 是 square-free 的，当且仅当 n 不是任何一个大于
1 的数的平方。

显然 g(k) = k 的 square-free 的因子个数。

square-free 的数可以用 µ2(n) 表示。

ans =
n∑

i=1

g(i) =
n∑

i=1

∑
d|i

µ2(d)

利用 µ2(n) =
∑

d2|n µ(d) 化简式子，相当于枚举完全平方因
子去容斥。
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Just a Math Problem
Solution

Solution

n∑
i=1

∑
d|i

µ2(d) =
n∑

i=1

∑
d|i

∑
k2|d

µ(k)

=

n∑
k=1

µ(k)
∑
k2|d

⌊n
d⌋ =

n∑
k=1

µ(k)
⌊ n

k2 ⌋∑
i=1

⌊ n
k2i

⌋

=

√n∑
k=1

µ(k)S(⌊ n
k2

⌋)

其中

S(n) =
n∑

i=1

⌊n
i ⌋
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Just a Math Problem
Solution

Solution

枚举所有 k，然后分段计算 S 即可，当 n 比较小的时候可
以记忆化 S(n)。

时间复杂度

T(n) = O(
√

n +

√n∑
i=1

√
n
i2 )

= O(
√

n

√n∑
i=1

1

i )

= O(
√

n log n)
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Thank you

Thank you!
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