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摘 要

本文介绍了组合计数问题中的棋盘模型，并简要探讨了其在若干计数问题中的应用。
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1 前言

棋盘是一类重要的组合模型，其基本问题为计算在一个棋盘上放置若干个车使得任意

两个车无法互相攻击的方案数。其简洁直观的特点使得其在大量计数问题中得到了应用，但

在信息学竞赛中大部分题目仅考察了最基本的禁区排列问题。本文将在禁区排列问题的基

础上介绍通过棋盘理论可以求解的其他计数问题。

2 约定

假定读者已经掌握多项式的基本运算与基本的组合计数知识。

对于一个多项式或幂级数 f (x)，约定 [xk] f (x)为 f (x)的 xk 项系数。

约定 xn,m = x(x − m)(x − 2m) · · · (x − (n − 1)m)为 x的 m阶 n次下降幂，特别地，约定

xn = xn,1 为 x的 n次下降幂；约定 xn,m = x(x + m)(x + 2m) · · · (x + (n − 1)m)为 x的 m阶 n次

上升幂，特别地，约定 xn = xn,1 为 x的 n次上升幂。

约定
(

n
m

)
表示组合数，

{
n
m

}
表示第二类斯特林数，

[
n
m

]
表示无符号第一类斯特林数，

⟨
n
m

⟩
表

示欧拉数1。本文中仅考虑其中 n,m为整数的情况。

约定 Sym(n)表示 n阶对称群，即所有 n阶排列构成的集合，N表示自然数集，Z表示

整数集，N+表示正整数集，R表示实数集。

约定对于每个点入出度均不超过 1的有向图 G，cycle(G)表示图 G的环数。

对于任意布尔表达式 λ，定义符号 [λ] =

1, λ为真

0, λ为假

1有关欧拉数的内容可参考 [16]。
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3 定义

定义 3.1 (棋盘). 定义棋盘为一个有限二元组集合 S 满足对于任意的 (i, j) ∈ S 有 i, j ∈
N+。

对于棋盘 S 和整数 n ≥ max(i, j)∈S i,m ≥ max(i, j)∈S j，可以对 S 给出直观描述：考虑一个

n ×m的网格，初始每个格子是白色的。对于每个属于 S 的二元组 (i, j)，将棋盘从左至右第

i列、从下至上第 j行的格子染成黑色，最后黑色格子组成的图形对应棋盘 S。图 1所示的
是在 n = m = 3时三个棋盘的直观描述，其中左棋盘对应 {(1, 2), (2, 2), (2, 3), (3, 1)}。

为了描述方便，约定下文中除特殊声明外 n = max(i, j)∈S i,m = max(i, j)∈S j。

图 1: 棋盘、轮廓线棋盘、Ferrers棋盘

定义 3.2 (轮廓线棋盘). 对于棋盘 S 和整数 n，若 (max(i, j)∈S i) ≤ n且对于每个 1 ≤ i ≤ n

均存在非负整数 ai使得对于所有正整数 k，(i, k) ∈ S 当且仅当 k ≤ ai，则称 S 为轮廓线棋盘，

记 S = F(a1, a2, · · · , an)。特别地，允许存在 ai = 0，此时第 i列没有格子。

定义 3.3 (Ferrers棋盘). 对于轮廓线棋盘 S = F(a1, · · · , an)，若 a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an，则称

棋盘 S 为 Ferrers棋盘，同时若不存在 1 ≤ i < n满足 ai = ai+1 则称棋盘 S 为严格增 Ferrers
棋盘。类似地，若 a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an，则称棋盘 S 为减 Ferrers棋盘。

在图 1中，中间和右边的两个棋盘均是轮廓线棋盘，而仅有最右边的棋盘是 Ferrers棋
盘，它们的表示分别是 F(2, 3, 1)和 F(1, 3, 3)。

定义 3.4 (k-棋盘数2与棋盘多项式). 对于棋盘 S，定义其子集 T合法当且仅当对于任意两

个不同的二元组 (p1, q1), (p2, q2) ∈ T，p1 , p2且 q1 , q2。定义Rk(S ) = {T ⊆ S | T合法, |T | = k}，
则棋盘 S 的 k-棋盘数 rk(S ) = |Rk(S )|，棋盘 S 的棋盘多项式为 FS (x) =

∑|S |
k=0 rk(S )xk。

定义 3.5 (k-命中数3). 对于 n ∈ N+，定义棋盘 Bn = {(i, j) | 1 ≤ i, j ≤ n}。对于棋盘 S ⊆ Bn

定义 Hk,n(S ) = {T ∈ Rn(Bn) | |T ∩ S | = k}，则棋盘 S 的 k-命中数 hk,n(S ) = |Hk,n(S )|。

2笔者未在中文文献中找到”kth rook number”的翻译。
3笔者未在中文文献中找到”kth hit number”的翻译。
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对应到直观描述上，k-棋盘数的组合意义即为在棋盘上放置 k个车使得任意两个车不在

同一行且不在同一列，即互相不攻击的方案数；k-命中数的组合意义为所有在 Bn 上放 n个

车使得任意两个车不能互相攻击的方案中放在棋盘 S 上的车有 k个的方案数。

对于图 1中左边的棋盘 S = {(1, 2), (2, 2), (2, 3), (3, 1)}，有 r0(S ) = 1, r1(S ) = |S | = 4, r2(S ) =

4, r3(S ) = 1，而对于 k ≥ 4，rk(S ) = 0；h0,3(S ) = 1, h1,3(S ) = 3, h2,3(S ) = 1, h3,3(S ) = 1。图 2中
描述了 R2(S )与 R3(S )中的元素，其中放上了车的位置用 X表示。

图 2: R2(S )与 R3(S )

4 基础定理

4.1 棋盘数与命中数的关系

定理 4.1 ([8]). 对于棋盘 S ⊆ Bn，

n∑
k=0

hk,n(S )xk =

n∑
k=0

rk(S )(n − k)!(x − 1)k (1)

证明. 在定理中用 x + 1替换 x可以得到
n∑

k=0

hk,n(S )(x + 1)k =

n∑
k=0

rk(S )(n − k)!xk (2)

对比两侧 xi 项系数，即需要说明
∑n

k=i hk,n(S )
(

k
i

)
= ri(S )(n − i)!。

考察
∑n

k=i hk,n(S )
(

k
i

)
的组合意义，即为：对于所有命中数 ≥ i的方案，在所有命中的位置

中选 i个作为特殊的命中位置的方案数总和。交换求和顺序，先选择 i个特殊的命中位置再

计算剩余部分的方案数，可以得到相等的结果。选择这 i个位置的方案数为 ri(S )，而剩余的

n − i个位置的选择没有其他限制，方案数等于 n − i行和 n − i列匹配的方案数，即 (n − i)!。
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故
∑n

k=i hk,n(S )
(

k
i

)
= ri(S )(n − i)!，即得 (2)式和 (1)式。 □

定理 4.1揭示了 rk(S )和 hk,n(S )的联系，对于绝大多数的命中数计算问题，需要通过定

理 4.1转化为棋盘数计算问题。

4.2 展开定理

定理 4.2 (展开定理，[11]). 给定非空棋盘 S，任取 (p, q) ∈ S，设 S 1 = S − {(p, q)}, S 2 =

{(p1, q1) ∈ S | p1 , p, q1 , q}，有

FS (x) = FS 1 (x) + xFS 2 (x) (3)

证明. 对于确定的 k，将 Rk(S )分为不包含 (p, q)的方案集合 Rk,0(S )和包含 (p, q)的方案集

合 Rk,1(S )。Rk,0(S ) = Rk(S 1)，而在 Rk−1(S 2)包含的方案中加入 (p, q)可得 Rk,1(S )。 □

直观理解即对于位置 (p, q)枚举其是否放车，若不放车则这个位置从 S 中删除；否则

这个车能够攻击到的所有位置都不能放车，故被删除。如图 3所示，在左侧棋盘 S 中选择

(3, 3)作为位置 (p, q)，那么 S 1 和 S 2 分别为中间和右侧的两个棋盘。

图 3: 展开定理图示

利用定理 4.2可以得到易于编程实现的计算棋盘多项式的朴素算法，但效率通常不高。

4.3 分离定理

定理 4.3 (分离定理，[11]). 对于棋盘 S 和 S 1 ⊆ S，设 S 2 = S − S 1，若对于任意 (p1, q1) ∈
S 1, (p2, q2) ∈ S 2 都有 p1 , p2, q1 , q2，则

FS (x) = FS 1 (x)FS 2 (x) (4)
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证明. 对于 S 1 的任一合法子集 T 和 S 2 的任一合法子集 T，由于 S 1 和 S 2 的行列不交，因

此 T + T 是 S 的合法子集。同时 S 的合法子集 T + T 可恰好分为属于 S 1 的部分 T 和属

于 S 2 的部分 T。故 S 的合法子集与 S 1, S 2 的合法子集构成的二元组一一对应，则 rk(S ) =∑k
i=0 ri(S 1)rk−i(S 2)，即得式 (4)。 □

图 4中，编号属于区间 [1, 4]的格子与属于区间 [5, 9]的格子行列无交，因此可以分别

算出它们的棋盘多项式最后卷积合并。在部分特殊棋盘中，通过定理 4.3将大棋盘拆成若干
个小棋盘有利于简化计算。

图 4: 分离定理图示

5 禁区排列问题

这一部分将介绍两个禁区排列问题。

例题 5.1 (错排问题4). 给定 n，求有多少个 n阶排列 π满足不存在 1 ≤ i ≤ n使得 i = πi，

答案对大质数取模。1 ≤ n ≤ 107。

设 S = {(1, 1), (2, 2), · · · , (n, n)}，则错排问题的解为 h0,n(S )。由定理 4.1 有 h0,n(S ) =∑n
i=0 ri(S )(n − i)!(−1)i。由于 S 中任意两个格子不在同行或同列，因此 ri(S ) =

(
n
i

)
。故有

h0,n(S ) =
n∑

i=0

(−1)i

(
n
i

)
(n − i)! = n!

n∑
i=0

(−1)i

i!
(5)

例题 5.2 (夫妻分座问题5). 给定 n和两个 n阶排列 p, q，对于 k ∈ [0, n]求有多少个 n阶

排列 π满足
∑n

i=1[πi = pi或πi = qi] = k，答案对 998244353取模。1 ≤ n ≤ 2 × 105。

构造棋盘 S = {(i, j) | 1 ≤ i, j ≤ n, j = pi或 j = qi}，则需要对 k ∈ [0, n]计算 hk,n(S )。仍使

用定理 4.1转化为计算 FS (x)，但这个棋盘并没有错排问题棋盘的显然的优秀性质。
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图 5: n = 5时特殊情况的图示

不妨先考虑一类特殊情况：n > 1, pi = i, qi = (i mod n) + 1。此时其直观描述如图 5。
对每个格子建一个点，将两个在同行或同列的格子间连一条边，如图 5，则其恰好构成

长度为 2n的环，而 rk(S )等于在这个环上选 k个点使得任意两个点不相邻的方案数。

该问题在链上较容易解决，考虑断环成链。对于每个点，强制其不选并计算剩余 2n− 1

个点构成的链上选择 k 个点满足任意两个点不相邻的方案数，即计算有多少个递增序列

1 ≤ a1 < · · · < ak ≤ 2n − 1满足对于所有 1 ≤ i < k, ai+1 , ai + 1。

对于合法序列 A = {a1, · · · , ak}设 T (A) = {t1 = a1 − 1, · · · , tk = ak − k}，则 T (A)需要满足

严格递增且 t0 ≥ 0, tk ≤ 2n − k − 1。而满足该条件的序列 T (A)唯一对应一个合法序列 A，故

合法的 A和 T (A)数量相等。而合法的 T (A)序列与在 [0, 2n − k − 1]中选 k个数的方案一一

对应，故其数量为
(

2n−k
k

)
。

对于 2n个点均计算一次答案并求和，此时每个选择 k个点的合法方案都会贡献 2n − k

次，故 rk(S ) = 2n
2n−k

(
2n−k

k

)
。特殊情况得到解决。

拓展到一般情况，类似图 5的方式建立一张图，此时每个点的度数为 0或者 2。值得注

意的是不会存在度数为 1的点。图会形成若干个连通块，连通块之间行列无交，根据定理

4.3可以分别计算每个连通块的棋盘多项式然后卷积合并。
度数为 0的点构成单独的连通块，棋盘多项式为 x + 1。

其他连通块每个节点度数为 2，故其构成一个环，棋盘多项式求解与特殊情况一致。

使用分治 FFT合并每个连通块的棋盘多项式得到 rk(S )，再使用 FFT优化二项式反演得
到 hk,n(S )即可解决原问题。复杂度 O(n log2 n)。

特别地，笔者对于该问题的另一个特殊情况：pi = i, qi = n − i + 1进行了研究，得到了

更优复杂度的做法，由于篇幅原因本文不进行阐述，具体内容可见参考文献 [13]。

4来源：经典问题
5来源：经典问题改编
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6 Ferrers棋盘的棋盘多项式
Ferrers棋盘由于性质优秀，且与其他的组合工具有密切联系，故一直是棋盘理论中重

要的研究对象。本节将会对 Ferrers棋盘的棋盘多项式进行简单讨论。

6.1 下降幂棋盘多项式分解定理

定理 6.1 (下降幂棋盘多项式分解定理，[6]). 对于 Ferrers棋盘 S = F(a1, a2, · · · , an)，

n∑
k=0

rk(S )xn−k =

n∏
k=1

(x + ak − k + 1) (6)

证明. 式 (6)两侧均为关于 x的多项式，故仅需要在无限多个点处证明式 (6)成立即可证明
式 (6)恒成立。考虑在 x ∈ N处证明。

如图 6所示，设 S x为在棋盘 S 下方加入额外 x行得到的棋盘。考虑使用两种方法计算

rn(S x)：

图 6: S = F(1, 3, 3)时 S x 所表示的棋盘

1. 从左往右确定每列的放车位置。

第一列有 x + a1个位置可以放车；第二列有 x + a2个位置可以放车，但由于第一列放

了车且 a1 ≤ a2，因此恰好存在一个位置不能放车，方案数为 x + a2 − 1；由于前两列

的两个车一定不在同一行，故第三列恰有两个位置无法放车，方案数为 x+ a3 − 2……

第 i 列放置时总会由于前 i − 1 列放置的车导致 i − 1 个位置无法放车，方案数为

x + ai − (i − 1)。每一列方案数是独立的，与前面列的具体放置方案无关，故

rn(S x) =
n∏

k=1

(x + ak − (k − 1))
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2. 枚举 S 的合法子集 T，计算所有合法方案中与 S 交集为 T 的方案数。

设 |T | = k，那么集合 T 中 k个车对应的列不能再放车，只需要确定剩下 n − k列的放

车位置。而由于 T 恰好是 S 与放车方案的交集，故这 n− k列的车只能放在额外加入

的 x行内。

类似第一种方法的讨论，在这 n − k列内依次放车。第一列放车方案数为 x，第二列

由于第一列的车放车方案数为 x− 1，第三列放车方案数为 x− 2……总方案数为 xn−k。

而选择合法子集 T 的方案数为 rk(S )，故

rn(S x) =
n∑

k=0

rk(S )xn−k

合并两式即得式 (6)。 □

一般的 Ferrers棋盘可通过分治 FFT计算式 (6)右侧的多项式，然后通过普通多项式转
下降幂多项式6得到棋盘多项式，复杂度 O(n log2 n)。

一个更好的做法是在分治 FFT计算右侧多项式时直接维护下降幂多项式而不是普通多
项式，在计算下降幂多项式乘法时使用卷积得到其在 1, 2, · · · , n 处的点值，相乘后卷积还
原7。复杂度仍为 O(n log2 n)，但其可以避免普通多项式转下降幂多项式中常数较大的多项

式多点求值。

例题 6.1 (Gnutella Chessmaster8). 给定一个 n× n的棋盘，对于 k ∈ [1, 2n− 1]求在棋盘上

放 k个国际象棋中的象使得它们两两互不攻击的方案数，对 998244353取模。两个象 (x1, y1)

和 (x2, y2)互相攻击当且仅当 |x1 − x2| = |y1 − y2|。1 ≤ n ≤ 105。

对棋盘进行黑白染色，观察攻击方式可以知道两个位于不同颜色的象不会互相攻击。使

用定理 4.3将黑色格子和白色格子的方案数分开计算，最后使用卷积合并。
由于象攻击的方向是斜对角线不易处理，考虑将棋盘旋转 45◦，这样象攻击的方向与车

相同，放置的限制也就是两个象不能在同行或同列。图 7展示了 n = 5的旋转结果，为了更

好地描述限制的对应关系，图 7的黑色棋盘使用了图 5中描述限制的方法。
由于交换行列不会改变棋盘的棋盘多项式，因此可以先对所有行按照格子个数从大到小

排序，再对所有列按照位置个数从小到大排序，可以发现 n = 5时黑色棋盘等于 F(1, 1, 3, 3, 5)，

而白色棋盘等于 F(2, 2, 4, 4)。

更一般的性质是：棋盘大小为 n × n 时两个棋盘都可以通过交换行列变为每一列高度

构成的可重集等于对应颜色所有对角线长度构成的可重集的 Ferrers 棋盘，即黑色棋盘为
F(1, 1, 3, 3, 5, 5, · · · )，白色棋盘为 F(2, 2, 4, 4, 6, 6, · · · )。由于两个棋盘求解仅有细节上的区别，
下文仅考虑黑色棋盘的求解。

6可参考 https://www.luogu.com.cn/problem/P5383
7可参考 https://www.luogu.com.cn/problem/P5394
8来源：Petrozavodsk Programming Camp Summer 2018 Day 3: MIPT Contest G
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图 7: n = 5时的黑白染色和旋转之后得到的黑白棋盘

对于黑色棋盘，运用定理 6.1得
n∑

k=0

rk(S )xn−k = (x + 1)⌈
n
2 ⌉x⌊

n
2 ⌋ (7)

朴素实现复杂度 O(n log2 n)。但注意到右式的单点点值可以 O(log n) 计算，故可以以

O(n log n)的复杂度计算出其在 0, 1, · · · , n处的点值然后通过卷积得到左侧多项式系数。复
杂度优化为 O(n log n)。

6.2 阶梯棋盘与斯特林数

定义 6.1 (阶梯棋盘). 对于 Ferrers棋盘 S = F(a1, a2, · · · , an)，若对于所有 1 ≤ i ≤ n有

ai = i − 1，则称 S 为 n阶阶梯棋盘，记 S 为 S tn。

图 8: S t6

图 8描述了 S t6。对 S tn 应用定理 6.1有
n∑

k=0

rk(S tn)xn−k = xn (8)
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有 rn−k(S tn) =
{

n
k

}
，即在 S tn 上放 n − k个车使得任意两个车不能互相攻击的方案数与将

n个整数划分为 k个无序集合的方案数一致。考虑在这两个问题之间建立一个双射。

对于集合划分 S 1, S 2, · · · , S k，将每个集合中的元素从小到大排序。设 S i = {a1, a2, · · · , ap}，
其中 a1 < a2 < · · · < ap，则在棋盘的 (a2, a1), (a3, a2) · · · , (ap, ap−1)位置放车。这样得到的放

车方案合法且放车数量为 n − k。

对于一个 n− k个车的合法放车方案，若某个车放在 (p, q)则将 p, q所在的集合合并，可

以得到一个合法的集合划分。由于某个车放在 (p, q)可推知 p所在集合中比 p小的最大元

素恰好是 q，因此若某个放车方案对应的划分中存在集合 a1 < a2 < · · · < ap 则唯一对应的

放车方案为 (a2, a1), (a3, a2) · · · , (ap, ap−1)。这样集合划分和放车方案的两个映射互为逆映射，

方案一一对应。

在另一类与棋盘相关的数上 n阶阶梯棋盘与无符号第一类斯特林数也有关系。

定义 6.2. 设 Fk(S )表示在棋盘 S 上放置 k个车使得没有两个车在同一列的所有方案构

成的集合， fk(S ) = |Fk(S )|。

注意相比 rk(S )， fk(S )没有两个车不能在同一行的限制。有

定理 6.2. 对于轮廓线棋盘 S = F(a1, a2, · · · , an)，

n∑
k=0

fn−k(S )xk =

n∏
i=1

(x + ai) (9)

证明. 可以这样计算 fk(S )：选出放车的 k列，由于没有行限制因此第 i列方案数是 ai，故

fk(S )等于从 {a1, a2, · · · , an}中选 k个数相乘并求和，即 fk(S ) = [xn−k]
∏n

i=1(x + ai)。 □

对 S tn 使用定理 6.2有
n∑

k=0

fn−k(S tn)xk = xn (10)

此时 fn−k(S tn) =
[

n
k

]
，即在 S tn 上放 n − k个车使得任意两个车不在同一列的方案数等于将 n

个数划分成 k个圆排列的方案数。考虑在这两个问题之间建立一个双射。

对于某个划分为 k个圆排列的方案，对每个排列将最小的元素放在开头，然后从 n至 1

考虑。假设现在在考虑 i，若其所在排列中仅有一个元素则删掉这个排列，否则设其在该排

列中恰好在它前面的元素为 v，则在 (i, v)放一个车并将 i从该排列中删掉。这样得到的放车

方案恰好放了 n − k个车，满足每一列至多有一个车且在阶梯棋盘内。

以圆排列 (162)(35)(4)举例说明操作过程：

1. 对于 6，其前驱为 1，因此加入车 (6, 1)并删掉 6得到 (12)(35)(4)；

2. 对于 5，其前驱为 3，因此加入车 (5, 3)并删掉 5得到 (12)(3)(4)；

3. 对于 4和 3，它们所在的排列的长度均为 1，因此删掉它们，剩余 (12)；
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4. 2的前驱是 1，故在 (2, 1)上放车。最后 1自成一个排列将其删掉，过程结束。

故其对应的放车方案为 {(2, 1), (5, 3), (6, 1)}。
同时对于一个合法放车方案，按列从小到大考虑，若这一列没有车则新开一个以其为

唯一元素的圆排列，否则放在放车的行对应的数字后面，可以得到 k个圆排列的划分方案，

且两个映射互为逆映射。因此圆排列划分与不考虑行限制的放车方案是一一对应的。

对于两类斯特林数，有重要的斯特林反演公式：

y∑
k=x

{
y
k

}[
k
x

]
(−1)k−x = [x = y] (11)

上文给出了
{

n
k

}
和

[
n
k

]
在棋盘模型中的组合意义，那么我们可以考虑通过这样的组合意

义证明斯特林反演公式。有

y∑
k=x

{
y
k

}[
k
x

]
(−1)k−x =

y∑
k=x

ry−k(S ty) fk−x(S tk)(−1)k−x

=

y∑
k=x

∑
P∈Ry−k(S ty)

∑
Q∈Fk−x(S tk)

(−1)|Q|
(12)

x = y时容易验证上式等于 1；x , y时，将所有 (k, P,Q)三元组分成三类：

1. P的第 y列放了车；

2. P的第 y列没放车，但 Q的第 k列放了；

3. P的第 y列和 Q的第 k列都没放车。

考虑建立 1类集合和 2类集合的反号双射，即 1类集合中的每个三元组与 2类集合中

的某个三元组一一对应，且它们对和式的贡献互为相反数。

具体地，对于某个属于 1类集合的三元组 (k, P,Q)，对棋盘 P,Q进行如下操作：

1. 将 P中第 y列的车删除得到 P′，并将 P′上没有放车的行从下往上从 1开始编号。记

录 P中第 y列的车放在新编号下第 p行。由于 P′上有 y − k − 1个车，故 p ∈ [1, k]。

2. 在 Q中加入 (k + 1, p)得到 Q′。

则 (k, P,Q)对应 (k + 1, P′,Q′)。由于 P′ ∈ Ry−k−1(S ty),Q′ ∈ Fk+1−x(S tk+1)，且 P′ 的第 y列没有

放车、Q′第 k + 1列放了车，因此 (k + 1, P′,Q′)属于 2类集合。同时 |Q′| − |Q| = 1且该映射

的逆映射容易构造，因此 1类集合和 2类集合间存在反号双射。

2021 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 12



浅谈棋盘模型在计数问题中的应用 长郡中学 彭思进

那么只需要计算 3类集合的贡献，有

y∑
k=x

∑
P∈Ry−k(S ty)

∑
Q∈Fk−x(S tk)

(−1)|Q| =
y∑

k=x

∑
P∈Ry−k(S ty−1)

∑
Q∈Fk−x(S tk−1)

(−1)|Q|

=

y−1∑
k=x−1

∑
P∈R(y−1)−k(S ty−1)

∑
Q∈Fk−(x−1)(S tk)

(−1)|Q|

=

y−1∑
k=x−1

{
y − 1

k

}[
k

x − 1

]
(−1)k−(x−1)

(13)

即将 x, y减去 1答案不变。不断减直到 x = 0，由于 y > x容易验证该式等于 0。

那么通过棋盘的组合意义可以证明斯特林反演公式。

6.3 棋盘等价类

定义 6.3 (棋盘等价). 定义两个棋盘 S ,T 等价当且仅当对于所有 i ≥ 0，ri(S ) = ri(T )。

对于 Ferrers棋盘 S = F(a1, · · · , an)，由于在序列 {a1, · · · , an}的开头加入若干个 0或删

除其开头的若干个 0不会改变其 k-棋盘数，故考虑调整其开头的 0的数量，即在棋盘前端

插入或删除若干空列使得该序列的长度为 |S |+1，得到新的棋盘 S ′ = F(a′1, a
′
2, · · · , a′|S |+1)。此

时定义 BS = {bS ,1 = a′1, bS ,2 = a′2−1, · · · , bS ,|S |+1 = a′|S |+1− |S |}。注意序列 BS 的长度总是 |S |+1，

而与 S 的列数无关。有

定理 6.3 (Ferrers棋盘的等价判定，[6]). 两个 Ferrers棋盘 S ,T 等价当且仅当 BS 的元素

构成的可重集与 BT 的元素构成的可重集一致。

证明. 由定理 6.1，Ferrers棋盘 S = F(a1, · · · , a|S |+1)的下降幂棋盘多项式为
∏|S |+1

i=1 (x+ai−i+1)。

注意到 BS 即 {ai − i + 1 | 1 ≤ i ≤ |S | + 1}所构成的可重集，故可以将棋盘 S 的下降幂棋盘多

项式改写为
∏

i(x + i)cnt(BS ,i)，其中 cnt(BS , i)表示整数 i在可重集 BS 中的出现次数。

因此当 BS = BT 时，两个棋盘的下降幂棋盘多项式相等，对比系数即得两个棋盘的 k-棋
盘数相等；同时由于将一个多项式分解为常数乘若干个一次项系数为一的一次式乘积的方

式是唯一的，故棋盘 S ,T 的下降幂棋盘多项式相等可以推得 S ,T 的下降幂棋盘多项式的一

次式分解形式相等，即 B序列对应的可重集相等。 □

由于棋盘等价具有传递性，所以提出对棋盘等价类进行分析的想法是自然的。

首先对 Ferrers棋盘 S 的序列 BS 提出引理：

引理 6.1. 对于 Ferrers棋盘 S = F(a1, · · · , a|S |+1)和 1 ≤ i ≤ |S | + 1，bS ,i ≤ 0。

证明. 假设存在 1 ≤ i ≤ |S | + 1使得 bS ,i > 0。此时有 ai ≥ i。由 Ferrers棋盘的定义可得对于
所有 i ≤ j ≤ |S | + 1, a j ≥ ai，故 |S | =

∑|S |+1
k=1 ak ≥

∑|S |+1
k=i ai ≥ (|S | + 2 − i)i。
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而 (|S |+ 2− i)i是关于 i的、二次项系数小于 0的二次函数，其在区间 [1, |S |+ 1]的最小

值在区间端点 1或 |S | + 1处取到。而将 i = 1和 i = |S | + 1代入得到该式等于 |S | + 1 > |S |，
因此 |S | ≥ (|S | + 2 − i)i > |S |，产生矛盾。
故不存在 bS ,i > 0，引理得证。 □

由于 Ferrers棋盘等价判定仅取决于序列 B元素构成的可重集，故对于 Ferrers棋盘 S，

设 k = −min|S |+1
i=1 bS ,i，考虑将 BS 中的元素构成的可重集表示为 0c0 (−1)c1 (−2)c2 · · · (−k)ck 的形

式，表示序列 BS 中有 ci个 −i。值得注意的是，由于对于所有 2 ≤ i ≤ |S |+1，bS ,i−bS ,i−1 ≥ −1，

故对于所有 0 ≤ i ≤ k，ci 不会等于 0。

定理 6.4 ([6]). 对于非空 Ferrers棋盘 S，恰好存在一个不存在空列的严格增 Ferrers棋
盘与 S 棋盘等价。

证明. 设 BS 的元素构成的可重集为 0c0 · · · (−k)ck。可以任意排列该可重集中的元素得到序列

B′，只需 B′满足 b′i+1−b′i ≥ −1即对应一个 Ferrers棋盘。而让序列 B′对应一个严格增 Ferrers
棋盘则需满足对于所有 i ≤ |S |，b′i , −i + 1等价于 b′i ≤ b′i+1。

因此可以将 B′ 分成前后两部分，前一部分是从 0到 −k的递减序列，后一部分是从 −k

到 0的不降序列。满足该条件的序列仅有一个，而容易说明将该序列对应的棋盘的前面若

干空列删掉之后得到一个严格增 Ferrers棋盘。 □

定理 6.5 (棋盘等价类大小定理，[6]). 对于可重集 T = 0c0 · · · (−k)ck，满足 BS 的元素构

成的可重集为可重集 T 的 Ferrers棋盘 S 的数量为

k−1∏
i=0

(
ci + ci+1 − 1

ci+1

)
(14)

证明. 考虑构造所有可能的序列 BS。先在序列中加入所有 0，然后依次加入 −1,−2, · · · ,−k。

加入 −i时，由于序列相邻两项后一项减前一项不能小于 −1且第一项必须为 0，因此 −i

的前驱一定是 −i或 −i + 1，即有 ci−1 个位置可将任意多 −i放在其后面。使用隔板法，放入

−i的方案数为
(

ci−1+ci−1
ci

)
。由于每个数的方案独立，与之前的数在序列中的排列无关，故总方

案为每个数的方案的乘积，即为式 (14)。 □

6.4 分解定理的变体

这个部分将会定义两个与 k-棋盘数类似的量，并研究在 Ferrers棋盘上新的量对应的棋
盘多项式的性质。

定义 6.4 (m阶 k-棋盘数). 对于棋盘 S 和正整数 m，自下而上将每 m行分成一组，则设

棋盘 S 的 m阶 k-棋盘数 rm,k(S )表示在棋盘 S 上放 k 个车使得不存在两个车在同一个行组

或同一列的方案数。
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特别地 r1,k(S ) = rk(S )。m = 2时，对于图 9中的两个放置，左图放置合法而右图放置不
合法，因为右图两个车分别在 1, 2行，它们在同一个行组里。而在 m = 1的情况下，两个放

置方案均是合法的。

图 9: m = 2时，左图棋盘放置是合法的，而右图是不合法的。

对于 Ferrers棋盘 S = F(a1, a2, · · · , an)，将所有非空列按高度分成若干集合 S 1, S 2, · · ·，
其中 i ∈ S p 等价于 ai ∈ [pm + 1, (p + 1)m]，也就是按照每一列能够放置的最高的行组进行分

类。设 ρm(S i) =
∑

p∈S ap − im。

由于序列 a单调不降，因此非空的 S i 会包含一段连续的整数，且随着下标 i的增加包

含的列编号越来越大。

定理 6.6 (m阶下降幂棋盘多项式分解定理，[1]). 对于 Ferrers棋盘 S = F(a1, a2, · · · , an)

和正整数 m，有
n∑

k=0

rm,k(S )xn−k,m =

n∏
i=1

(x − (i − 1)m + vi) (15)

其中若 ai = 0则 vi = 0，否则设 i ∈ S p，若第 i列是 S p 的最后一列则 vi = pm + ρm(S p)，

否则 vi = pm。

证明. 由于式 (15)两边是关于 x的多项式，因此只需证明式 (15)在 x取无穷多个点处相等

即可证明这两个多项式相等。考虑在 m | x的点 x处证明之。

与图 6一致地在 S 下面插入额外 x行得到 S x。S x 的行组划分仅需在 S 的行组划分的

基础上将额外加入的 x行按顺序分成 x
m 组。用两种方式计算 rm,n(S x)：

1. 枚举 S 的合法子集 T 并计算与 S 的交集为 T 的合法方案数。

设 |T | = k，则满足条件的子集 T 的数量为 rm,k(S )。剩余 n − k列的方案可以一列列考

虑，类似定理 6.1的证明，得到其贡献为 xn−k,m，故

rm,n(S x) =
n∑

k=0

rm,k(S )xn−k,m

2. 从左到右考虑每个列集合的放车位置。

2021 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 15



浅谈棋盘模型在计数问题中的应用 长郡中学 彭思进

考虑 S p = [s, t]时，先放 s至 t − 1列的车，且仅考虑这 t − s列的车放在编号 ≤ pm的

行或额外加入的 x行的情况。对于 s ≤ j < t，第 j列共有 p + x
m 组可以放车，其中有

j − 1个组已经放了车，故方案数为 pm + x − ( j − 1)m。

最后考虑第 t 列的放车时，将 S p 中所有的放车方案分为是否有车放在行组 [pm +

1, (p + 1)m]中的两种情况。

对于不放的情况，只需在 s至 t − 1列的选择上在第 t列选择不冲突的 ≤ pm的行或额

外加入的 x行，方案数为 pm + x − (t − 1)m；

对于放的情况，在 s至 t − 1列的选择上，选择一个位于 [pm + 1, (p + 1)m]行组且位

于列集合 S p 的位置放车。若这个放车的位置不在第 t列，则将其所在列之前放入的

车移动至第 t列，得到有车放在 [pm + 1, (p + 1)m]行组的合法方案。

容易证明可以对上述变换构建逆变换，即二元组（s至 t − 1列的选择方案，S p 列集

合、[pm + 1, (p + 1)m]行组的选择方案）与 S p 中有车放在 [pm + 1, (p + 1)m]行组的

方案一一对应。此时第 t列选择的方案数为 ρm(S p)。

故第 t列的方案数为 x + pm − (t − 1)m + ρm(S p)。

任意两列的方案数互不影响，故

rm,n(S x) =
n∏

i=1

(x − (i − 1)m + vi)

合并两式即得式 (15)。 □

定义 6.5 (α权 k-棋盘数). 对于棋盘 S 和实数 α，定义棋盘 S 的 α权 k-棋盘数 vα,k(S )表

示所有在棋盘 S 上放 k个车使得不存在两个车在同一列的方案的权值和。一个放车方案的

权值等于其所有行的权值乘积，一行的权值如下定义：

1. 若该行上放了不超过一个车，则权值为 1；

2. 否则设其放了 p + 1(p ≥ 1)个车，则其权值为 α(2α − 1)(3α − 2) · · · (pα − (p − 1))。

可以注意到的是 v0,k(S ) = rk(S ), v1,k(S ) = fk(S )。

定理 6.7 (α权下降幂棋盘多项式分解定理，[5]). 对于 Ferrers棋盘 S = F(a1, a2, · · · , an)

和实数 α，有
n∑

k=0

vα,k(S )xn−k,1−α =

n∏
i=1

(x + ai − (i − 1)(1 − α)) (16)

证明. 将式 (16)两侧看成关于 α的 n次多项式，只需证明对于无穷多个 α它们相等即可证

明式 (16)。考虑在 α ∈ N处证明。
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考察新问题：给定棋盘 S，从左至右考虑每一列是否放车，若放车则在放车的行上方插

入 α个空行，后面的列决策时可以选择这些新插入的空行，同时在新插入的空行上放车也

会插入空行。定义 v′α,i(S )表示新问题中放 i个车的方案数，考虑说明 v′α,i(S ) = vα,i(S )。

建立从新问题方案到原问题方案的映射：对于一个新问题方案，设某个车在第 i列，放

在棋盘 S 的第 j行或由其直接或间接插入得到的行，则在原问题棋盘中 (i, j)位置放车。这

样一个新问题解对应一个原问题解，而对于一个原问题解，某行有 p + 1(p ≥ 0)个车时，从

左往右考虑，第一个车方案数为 1、第二个车方案数为 α、第三个车方案数为 2α − 1……总

方案数为 α(2α − 1) · · · (pα − (p − 1))，与该行权值相等。故原问题的方案对应其权值个新问

题的方案。因此原问题的方案权值和等于新问题的方案数，即 v′α,i(S ) = vα,i(S )。

转化为计算新问题之后证明过程与定理 6.1基本一致，在此不做赘述。 □

例题 6.2 (小 Q的序列9). 给定长度为 n的序列 a0, a1, · · · , an−1 和一个整数 α，定义一个

长度为 k的序列 p0, p1, · · · , pk−1的权值为
∏k−1

i=0 (pi + αi)。对于每个 0 ≤ k ≤ n求序列 {ai}的所
有长度为 k的子序列的权值和，对 998244353取模。1 ≤ n ≤ 105。

该问题的经典解法是求解微分方程。接下来我们通过棋盘理论得到一个组合方法。

当序列 {ai}单调不降的时候，所求解的正是 F(a0, · · · , an−1)的 (α+ 1)权棋盘多项式。考

虑找到一个单调不降序列 {a′i}使得两者的答案相等。
在模 P = 998244353意义下任选一个位置 i进行操作 ai ← ai + P不会影响答案，因此可

以进行若干次该操作直到序列 {ai}单调不降。此时可以运用定理 6.7。与此同时定理 6.7右
式中进行 ai ← ai − P不会影响答案，故设长度为 k的子序列权值和为 ansk，则

n∑
k=0

ansk xn−k,−α ≡
n∏

i=1

(x + ai + (i − 1)α)(mod P)

由于该等式并不依赖于 P的取值，所以在不取模的意义下两者仍然是相等的。

特殊处理 α = 0的情况，对于其他情况代入 x = −αy并化简，有

n∑
k=0

ansk(−α)n−kyn−k =

n∏
i=1

(−αy + ai + (i − 1)α)

仍可以使用传统方法计算 ansk 的取值。复杂度 O(n log2 n)。

7 排列降低计数

定义 7.1 (降低). 对于排列 π = π1π2 · · · πn，定义

Desπ = {1 ≤ i < n | πi > πi+1}, desπ = |Desπ|

Desπ,k = {1 ≤ i < n | πi − πi+1 = k}, desπ,k = |Desπ,k|(k > 0)

9来源：LibreOJ 6703，有改动
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称 Desπ 为排列 π的降低集合，若 x ∈ Desπ 则称 (πx, πx+1)为一个降低对，desπ 称为 π的降

低；Desπ,k 为排列 π的 k-降低集合，若 x ∈ Desπ,k 则称 (πx, πx+1)为一个k-降低对，desπ,k 称为

π的 k-降低。

定义 7.2 (超过数). 对于排列 π = π1π2 · · · πn，定义

Excπ = {1 ≤ i ≤ n | πi > i}, excπ = |Excπ|

Excπ,k = {1 ≤ i ≤ n | πi − i = k}, excπ,k = |Excπ,k|(k > 0)

称 Excπ 为排列 π的超过集合，若 x ∈ Excπ 则称 (πx, x)为一个超过对，excπ 称为 π的超过

数；Excπ,k 为排列 π的 k-超过集合，若 x ∈ Excπ,k 则称 (πx, x)为一个k-超过对，excπ,k 称为 π

的 k-超过数。

我们可以在 Sym(n)与 Rn(Bn)之间建立双射：对于排列 π在所有 (i, πi), 1 ≤ i ≤ n的位置

放车。在这样的描述方式下，降低由于涉及相邻两个车的位置关系描述较困难，而超过数

仅涉及一个车的行列关系更易描述。下面将要介绍的对排列的变换将在降低和超过数之间

建立联系。

7.1 Foata第一基本变换

定义 7.3 (Foata第一基本变换). 对于排列 π，对其进行 Foata第一基本变换即依次进行
以下操作得到另一个排列 π′：

1. 将排列写成轮换形式，即写成 (a1,1, · · · , a1,k1 )(a2,1, · · · , a2,k2 ) · · · 的形式满足 πai, j = ai,( j mod ki)+1。

2. 将每个轮换中的最大值放到轮换末尾，然后按照轮换中的最大值将轮换从小到大排
序；

3. 将每个轮换看成序列，翻转之后拼接起来得到 π′。

以 π = 61437258举例说明。其轮换表示为 (162)(34)(57)(8)。将每个轮换的最大值放在

轮换末尾得到 (216)(34)(57)(8)，再按照轮换最大值从小到大排序得到 (34)(216)(57)(8)。最后

将每个轮换看做序列翻转后拼接得到 π′ = 43612758。

可以通过建立逆变换的方式证明任意两个不同的排列经过该变换不会得到相同的排列：

对于排列 π′，按照前缀最大值将其分段，对于每一段翻转之后看做轮换形式最后还原排列。

如 π′ = 43612758，其中 4, 6, 7, 8是前缀最大值，故将其划分为 [43][612][75][8]，将每个

段翻转之后看做轮换形式得到 (34)(216)(57)(8)，对应排列 π = 61437258。

不难证明这两个变换互为逆变换，因此这两个变换在 Sym(n)与 Sym(n)之间建立了双

射。注意到 π中 ( j, i)是一个 k-超过对当且仅当 π′中 ( j, i)是一个 k-降低对，因此有
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定理 7.1. ∑
π∈Sym(n)

xdesπ =
∑

π∈Sym(n)

xexcπ (17)

∀k > 0,
∑

π∈Sym(n)

xdesπ,k =
∑

π∈Sym(n)

xexcπ,k (18)

即在一定情况下，降低计数问题和超过数计数问题可以相互转化。由于超过数在棋盘

模型中较容易描述，可使用棋盘模型计算超过数的分布，进而得到降低的分布。

例题 7.1. 给定 n和 m个二元组限制，每个二元组限制 (i, j)均满足 1 ≤ i < j ≤ n，表

示在排列中 i, j相邻且 i在 j的前面。对 k ∈ [m, n − 1]求满足所有二元组限制的 n阶排列中

升高为 k的排列数量，对 998244353取模。n ≤ 106, n − m ≤ 105。定义 n阶排列 π的升高为∑n−1
i=1 [πi < πi+1]。10

由于上文中提到的是降低和超过数的关系，所以先将计算对象转化为降低：将 π中的

所有数 x变为 n − x + 1，然后将所有限制条件 (i, j)变为 (n − i + 1, n − j + 1)。那么每一个限

制 (p, q)都有 p > q，需要计算满足所有二元组限制的排列的降低分布。

考察 Foata 第一基本变换的逆变换过程考虑将问题转化为超过数的计算。由于二元组
(p, q)有 p > q，因此 q一定不是前缀最大值，在逆变换的分段过程中 p和 q一定在一段，即

逆变换得到的排列 π一定有 πq = p。除此以外没有其他限制条件。

故问题转化为给出若干形如 πp = q的条件，求满足条件的排列的超过数的分布。对于

没有限制的情况，由于排列与棋盘放车有一一对应，考虑构建棋盘模型：如图 10所示，考
虑类似 S tn的倒三角形式棋盘，其中黑色格子构成棋盘 S n，则容易知道 hk,n(S n)为超过数为

k的排列数。

图 10: n = 6时的倒三角棋盘。

对于有限制的情况，在 S n基础上对于每个 πp = q的条件将第 p列和第 q行删除，完成

后将没有被删除的行列按顺序进行重标号。则对于结果棋盘上的任一列，在棋盘 S 中的二

10来源：原创
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元组的行编号构成一段右端点为 n−m的区间，且左端点随着列的增加单调不降。求出每一

列的区间长度可以从后往前扫描，复杂度 O(m)。

将棋盘旋转不会影响其棋盘多项式，将其旋转 180◦之后得到一个 Ferrers棋盘。使用定
理 6.1计算其棋盘多项式，再使用定理 4.1得到 hk,n(S )。复杂度 O(m + (n − m) log2(n − m))。

例题中描述了如何使用倒三角棋盘计算满足条件的排列中超过数的分布。我们可以对

例题中没有限制的特殊情况进行额外的讨论。

此时需要对每个 k求
∑
π∈Symn

[excπ = k]。由于
∑
π∈Symn

[desπ = k] =
⟨

n
k

⟩
，故求的就是欧拉

数。与此同时图 10是求解
∑
π∈Symn

[excπ = k]的倒三角棋盘 S n，有
⟨

n
k

⟩
= hk,n(S n)。将 S n旋转

180◦之后得到 S tn，而上文讨论了 rk(S tn) =
{

n
n−k

}
。使用定理 4.1，有⟨

n
k

⟩
=

n∑
i=k

(−1)i−k

(
i
k

){
n

n − i

}
(n − i)!

这样我们得到了欧拉数与第二类斯特林数之间的一个经典等式。

7.2 k-超过数计数

设 Pn,k,p =
∑
π∈S n

[excπ,k = p]。Pn,k,p相比超过数的分布计算简单一些，因为其棋盘的形式

更简单：设棋盘 S n,k = {(1, k + 1), (2, k + 2), · · · , (n− k, n)}，则 Pn,k,p = hp,n(S n,k)。S n,k 满足不存

在两个格子在同行或同列，因此 ri(S n,k) =
(

n−k
i

)
。故

定理 7.2.

Pn,k,p =

n−k∑
i=p

(−1)i−p

(
i
p

)(
n − k

i

)
(n − i)! (19)

Pn,k,p 还有一些有趣的性质：

定理 7.3. 对于 0 ≤ k < n，p ≥ 1，有

Pn,k,p = Pn−1,k,p−1 + (p + 1)Pn−1,k,p+1 + (n − p − 1)Pn−1,k,p (20)

证明. 考虑在 π ∈ Sym(n − 1)上按如下方式加入 n得到 n阶排列：先将 n放在 π最后，然后

选择一个位置 i ∈ [1, n]，若 i , n则交换 πi 和 n得到排列 π′。考虑该过程的三种结果：

1. π′n−k = n，即 excπ′,k = excπ,k + 1。此时 excπ,k = p − 1，且仅有 i = n − k可以达到该目

标，方案数为 Pn−1,k,p−1。

2. π′n = i+ k，即 excπ′,k = excπ,k − 1。此时 excπ,k = p+ 1，且这 p+ 1个位置作为 i都合法，

方案数为 (p + 1)Pn−1,k,p+1；
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3. 两种情况都没有发生，即 excπ′,k = excπ,k。此时 excπ,k = p，且 n − 1 − p个没有贡献且

不是 n − k的的位置作为 i均合法，方案数为 (n − p − 1)Pn−1,k,p。

合并三者即可得到式 (20)。 □

作为定理 7.3在 p = 0处的补充，有

定理 7.4. 对于 0 ≤ k < n，

Pn,k,0 = (n − 1)Pn−1,k,0 + (n − k − 1)Pn−2,k,0 (21)

证明. 沿用定理 7.3的增量计算方式。考虑两种 excπ,k 的可能：

1. excπ,k = 0，此时只需要 i , n − k就合法，贡献为 (n − 1)Pn−1,k,0；

2. excπ,k = 1，此时仅有一个 i合法。对于这样的排列 π，在棋盘 S n−1,k上将命中的格子所

在行列删掉然后重标号行列，该方案对 Pn−2,k,0 产生贡献。同时对于 Pn−2,k,0 的每个方

案，都有 n−1−k种方式加入被删掉的位置使得 excπ,k = 1。故方案数为 (n−k−1)Pn−2,k,0。

将两者合并即可得到式 (21)。 □

定理 7.5. 对于 0 ≤ k < n，有

Pn,k,0 = k!
k∑

r=0

(
k
r

)(
n − k
k − r

)
Pn−k,k−r,0 (22)

证明. 使用棋盘理论解决。由于 S n,k 仅在前 n − k列存在元素，因此考虑枚举最后 k列的情

况。

枚举最后 k列有 r 个车放在 1 ∼ k行，删掉它们所在的行列时不会删掉 S n,k 中的格子，

而剩余 k − r 个车删除行列时会删掉一个格子。选择不删的 r 行的方案数为
(

k
r

)
；选择删的

k − r行的方案数为
(

n−k
k−r

)
；给最后 k列分配行的方案数为 k!。

删掉这 k行 k列后重编号行列，此时还有 n−k列没有确定，新的限制棋盘 S ′满足 |S ′| =
n − r，由于 S ′ 仍满足任意两个格子不在同行或同列，可以通过交换行列使得 S ′ = S n−k,k−r，

故剩余的方案数为 Pn−k,k−r,0。

对于所有 r将每一步的方案数相乘并求和，可以得到式 (22)。 □

定理 7.6. 对于 s ≤ k < n，有

Pn,k,s =

(
n − k

s

)
Pn−s,k,0 (23)

证明. 这个的证明相对简单：恰好有 s个命中棋盘 S n,k，枚举这 s个位置，有
(

n−k
s

)
种情况；

对于每种情况将 s个车所在的行列删掉，剩下 n − k列要选择，有 n − s − k个限制的位置，

因此删掉行列之后的方案数就是 Pn−s,k,0。 □
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7.3 X-Y降低计数

定义 7.4. 给定数集 X,Y，对于 n阶排列 π，设

Desπ,X,Y = {1 ≤ i < n | πi > πi+1, πi ∈ X, πi+1 ∈ Y}, desπ,X,Y = |Desπ,X,Y |

Excπ,X,Y = {1 ≤ i < n | πi > i, πi ∈ X, i ∈ Y}, excπ,X,Y = |Excπ,X,Y |

称 Desπ,X,Y 为排列 π的 X − Y 降低集合，若 x ∈ Desπ,X,Y 则称 (πx, πx+1)为一个 X − Y 降低对，

desπ,X,Y 称为 π的 X − Y 降低；称 Excπ,X,Y 为排列 π的 X − Y 超过集合，若 x ∈ Excπ,X,Y 则称

(πx, x)为一个 X − Y 超过对，excπ,X,Y 称为 π的 X − Y 超过数。

例如 X = {2, 3, 5},Y = {1, 3, 4}时，排列 53142的 X − Y 降低对有 (5, 3)和 (3, 1)。注意

(4, 2)虽然是降低对，但 4 < X所以其不是 X − Y 降低对。

通过 Foata第一基本变换同样可以得到 desπ,X,Y 和 excπ,X,Y 的双射关系：

定理 7.7. 对于 X,Y ⊆ [1, n] ∩ Z，有∑
π∈Symn

xdesπ,X,Y =
∑

π∈Symn

xexcπ,X,Y (24)

计算 excπ,X,Y仍然可以使用棋盘模型：设 S X,Y = {(i, j) | i ∈ Y, j ∈ X, i < j}，则∑
π∈Symn

[excπ,X,Y =

p] = hp,n(S X,Y)。图 11的左侧棋盘展示了 X = {2, 3, 5, 7, 8},Y = {1, 2, 4, 5, 6}时的棋盘 S X,Y。

图 11: X = {2, 3, 5, 7, 8},Y = {1, 2, 4, 5, 6} 时的棋盘 S X,Y 和交换行列后得到的 Ferrers 棋盘
F(0, 0, 0, 2, 2, 3, 4, 5)。

对于这样的棋盘，一个特殊的性质是按照格子个数从小到大排序，可以得到一个 Ferrers
棋盘，如图 11的右侧棋盘所示。因此我们仍然可以使用定理 6.1和定理 4.1来计算对于给
定的 s，

∑
π∈Symn

[desπ,X,Y = s]的值。

由定理 6.4，每个 Ferrers棋盘恰有一个无视空列情况下的严格增 Ferrers棋盘与其对应，
而当该严格增棋盘的列高为 a1 < a2 < · · · < ap 时，可以通过翻转并交换行列得到该棋盘等

价于 S {a1+1,a2+1,··· ,ap+1},N。故有
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定理 7.8. 对于任意数集 X,Y 均存在恰好一个数集 X′使得∑
π∈Symn

xdesπ,X,Y =
∑

π∈Symn

xdesπ,X′ ,N (25)

对于图 11中的例子，通过定理 6.4的构造证明，可以得到与 F(2, 3, 4, 5, 5)等价的棋盘

是 F(1, 2, 3, 4, 6)。图 12中给出了图 11对应棋盘的等价严格增 Ferrers棋盘和其翻转、交换
行列之后得到的棋盘 S {2,3,4,5,7},N。

图 12: 等价的严格增 Ferrers棋盘和 S {2,3,4,5,7},N

最后，在参考文献 [9]中给出了计算
∑
π∈Symn

[desπ,X,Y = s]的公式，但由于其证明没有使

用棋盘理论，故仅在此提出不做过多说明。感兴趣的读者可自行阅读参考文献 [9]。

8 Ferrers棋盘上的排列逆序对计数
在 Atcoder Grand Contest中已经出现了轮廓线棋盘排列逆序对个数和的问题11。其给出

的标准算法不基于棋盘理论，故在本文中不进行阐述，但由于该算法需要使用到交换求和

顺序的方式，故拓展性不强。下面介绍的 q-analogue理论虽然只能在 Ferrers棋盘上进行计
算，但其基于对每个排列进行逆序对数的带权，具有更强的拓展性。

8.1 k-棋盘数的 q-analogue形式

q-analogue理论是一类公式的拓展方式。它需要我们引进一些新的符号。
对于 n ∈ R，定义

[n]q =
1 − qn

1 − q

其中 q为形式元。特别地，在 n ∈ N时，可以发现 [n]q = 1 + q + · · · + qn−1。

11Atcoder Grand Contest 023 E. Inversion
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在后面的 q-analogue等式中，可以将 q代入任一使得和式收敛的常数。特别地，约定代

入 q = 1时，对于任意 n ∈ R，[n]1 = n。同时定义 q-analogue下降幂

[n]k
q = [n]q[n − 1]q · · · [n − k + 1]q

定义 8.1 (棋盘放车方案的权值12). 对于 Ferrers棋盘 S = F(a1, a2, · · · , an) ⊆ Bn 和任一

合法放车方案 T ⊆ S，对于 T 中的每一个车 (i, j)，在棋盘 S 中对所有满足 i < k ≤ n的位置

(k, j)和满足 1 ≤ k < j的位置 (i, k)打上标记。设 CS (T )为做完上述操作后 S 中没有被打标

记且没有放车的格子数量，则定义 T 在棋盘 S 中的权值 valS (T ) = |CS (T )|。

需要注意的是这里定义的权值与定义 6.5中定义的权值不同。
如图 13所示，左侧棋盘为棋盘 S = F(1, 2, 2, 4, 4)的一个放车的方案T = {(2, 1), (3, 2), (5, 4)}，

而右图展示了对其进行标记操作之后对应的棋盘，其中M表示被标记，O表示既不被标记
也没有放车。图上共有 4个 O因此 valS (T ) = 4。

图 13: 一个放车方案和其对应的标记和权值

定义 8.2 (正序对，逆序对). 对于排列 π ∈ Symn，定义

coinvπ = |{(i, j) | i < j, πi < π j}|, invπ = |{(i, j) | i < j, πi > π j}|

分别表示排列 π的正序对数和逆序对数。

对于排列 π和其对应的棋盘放置方案 T，若 T ⊆ S，可以找到 valS (T )与 coinv(π)之间

的关系：

定理 8.1. 对于 n阶排列 π和 Ferrers棋盘 S = F(a1, a2, · · · , an) ⊆ Bn，若 T = {(i, πi) | 1 ≤
i ≤ n} ⊆ S，则

valS (T ) +
n∑

i=1

n − ai = coinv(π) (26)

12大部分英文文献将其定义为逆序对数 inv，但其与对应排列的逆序对数并不相同，为了不产生混淆这里使用权值代替。
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证明. 由于棋盘 S 是 Ferrers 棋盘，所以棋盘 S 外的格子一定不会被标记，所以 valS (T ) +∑n
i=1 n − ai 表示的就是 Bn 中没有被标记的格子数量。

对于 Bn 中一个没有被标记且没有放车的格子 (i, j)，由于 |T | = n，故此时有 πi < j，

π−1
j > i，其中 π−1

j 表示 j在排列 π中的位置。那么 (i, π−1
j )此时形成了一个正序对。与此同时

一个正序对 (i, j)也会对应一个没有被标记且没有放车的格子 (i, π j)，因此正序对集合与没有

被标记的格子的集合一一对应，故有式 (26)。 □

同时由于有 coinv(π) + inv(π) =
(

n
2

)
，因此 inv(π)与 valS (T )的关系是简单的。故通过对

k-棋盘数的计算带权来做排列逆序对计数问题是很有发挥空间的。

定义 8.3 (k-棋盘数的 q-analogue形式). 对于 Ferrers棋盘 S = F(a1, a2, · · · , an) ⊆ Bn，定

义 S 的 q-analogue k-棋盘数
[rk(S )]q =

∑
T∈Rk(S )

qvalS (T ) (27)

当 q = 1时，其定义与 k-棋盘数 rk(S )一致。这也是 q-analogue理论在进行拓展的时候
始终满足的一个特性：当 q = 1时可以得到未进行拓展时就已经得出的定义和结论。

8.2 q-analogue形式下的分解定理

对定理 6.1在 q-analogue形式下进行拓展。

定理 8.2 (q-analogue下降幂棋盘多项式分解定理，[10]). 对于Ferrers棋盘 S = F(a1, a2, · · · , an) ⊆
Bn 和 x ∈ N，有

n∑
k=0

[rk(S )]q[x]n−k
q =

n∏
i=1

[x + ai − i + 1]q (28)

证明. 在 x ∈ N时我们可以使用等式 [n]q = 1 + q + · · · + qn−1。如图 6在棋盘 S 下面加上 x行

得到棋盘 S x。使用两种方式计算 [rn(S x)]q：

1. 枚举 S 的合法子集 T，计算所有合法方案中与 S 交集为 T 的方案的权值和。

设 |T | = k，由于额外加入的 x行不会影响到棋盘 S 中的标记，故 S 上没有被标记且

没有放车的格子数量是 valS (T )。

剩余 n − k列从左往右依次考虑。第一列有 x个位置可以放车，而决定了放车位置后

在这 x 个位置中恰好在其上方的所有格子可以直接贡献到权值。因此从上往下在这

些格子上放车权值会增加 0, 1, 2, · · · , x− 1，因此第一列贡献是 1+ q+ · · ·+ qx−1 = [x]q。

第二列有 x − 1 个位置可以放车，其中从上往下考虑在这些格子上放车权值会增加

0, 1, 2, · · · , x − 2，因此第二列的贡献是 [x − 1]q。

2021 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 25



浅谈棋盘模型在计数问题中的应用 长郡中学 彭思进

类似考虑，第 i列的贡献为 [x − i + 1]q。故子集 T 的贡献为 qvalS (T )[x]n−k
q 。对于 |T | = k

的所有 T 求和，它们的 qvalS (T ) 的和为 [rk(S )]q，故一个 k的贡献为 [rk(S )]q[x]n−k
q 。对

所有 0 ≤ k ≤ n求和，有

[rn(S x)]q =

n∑
k=0

[rk(S )]q(S )[x]n−k
q

2. 从左往右考虑每一列放车对权值的影响。

考虑到第 i列时，其有 x + ai − i + 1个位置可以放车。与前面类似地，当其确定了放

在哪个位置之后，在这 x + ai − i + 1个格子中在其上方的所有格子可以直接贡献到权

值。故第 i列的贡献为 q0 + · · · + qx+ai−i = [x + ai − i + 1]q，总贡献为每一列的贡献和的

乘积，即

[rn(S x)]q =

n∏
i=1

[x + ai − i + 1]q

合并两式即得式 (28)。 □

定理 8.2在代入 q = 1时即为定理 6.1。特别地，可以代入 x = 0，由于 [0]q = 0，有

引理 8.1 ([4]). 对于 Ferrers棋盘 S = F(a1, a2, · · · , an) ⊆ Bn，有

[rn(S )]q =

n∏
i=1

[ai − i + 1]q (29)

这样就得到了
∑

T∈Rn(Bn),T⊆S qvalS (T ) 的封闭形式，即可以得到所有满足对应棋盘放车方案

落在 S 内的排列 π的逆序对数分布。

由于该式对于任意常数 q是收敛的，因此也可以在该式中代入 q计算所有满足对应棋

盘放置方案在 S 内的排列 π的逆序对带权和。计算所有满足条件的排列的逆序对个数和则

可以将式 (29)两侧看成关于 q的多项式，对 q求导之后再代入 q = 1。

同时注意到 coinv(π) = inv(πr)，其中 πr 表示将 π翻转得到的排列，故对于减 Ferrers棋
盘也有类似的公式。

9 Ferrers棋盘上的排列环数计数

9.1 问题引入

例题 9.1 (数圈圈13). 给定整数 n, y和一个长度为 n的整数序列 A = {a1, a2, · · · , an}，保证
序列 A单调不减或单调不增。

13来源：2021集训队互测 Round 1 C，https://uoj.ac/problem/597
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构建有向图G(V, E)，其中 V = {1, 2, · · · , n}，E = {(i, j) | 1 ≤ i, j ≤ n, ai ≥ j}。注意图G中

可能包含自环。

定义边子集 T ⊆ E合法当且仅当图G′(V,T )中每个点的入度和出度不超过 1，自环对对

应点的入度和出度均贡献 1。定义一个合法边子集 T 的权值为 ycycle(T )，其中 cycle(T )表示图

G′(V,T )的环数，自环是一个环。

特别地，本题认为 00 = 1。

对于所有整数 0 ≤ k ≤ n，求所有大小为 k的合法边子集的权值和，对 998244353取模。

1 ≤ n ≤ 105, 0 ≤ ai ≤ n, 0 ≤ y < 998244353。

本题为笔者为 2021年集训队互测命制的题目，由于互测的整体题目难度较高，本题得
分率较低，其中定理 6.1的部分分也鲜有选手得到。下文将讨论的定理 9.2、定理 9.3和定
理 9.6是解决该问题将会用到的定理。

9.2 有向图的覆盖多项式

直接使用棋盘多项式的相关算法计算排列环数相关问题不太现实，因为棋盘数和棋盘

多项式并没有记录与环有关的信息。因此需要对棋盘多项式的定义进行拓展。

注意到可以对 Bn 的所有子集和 n个点的允许有自环但不能有重边的有向图建立双射：

对于 S ⊆ Bn，若 (i, j) ∈ S 则在有向图中从 i到 j连一条边。因此可以借助有向图上的工具

来解决棋盘问题。

定义 9.1 (有向图的覆盖多项式，[2]). 对于 n个点的有向图 G，定义其覆盖多项式

C(G, x, y) =
∑
p≥0

∑
q≥0

cG(p, q)xpyq (30)

其中 cG(p, q)表示用恰好 p条链和恰好 q个环覆盖所有点恰好一次的方案数。一个点可

以构成一条链，一个自环可以构成一个环。两个覆盖方案不同当且仅当使用的边集不同。

举例说明：对于 n = 2，G中包含边 (1, 2), (2, 1)的有向图 G，有四种覆盖方案：

1. {1}, {2}两条链；

2. {1, 2}一条链；

3. {2, 1}一条链；

4. {1, 2, 1}一个环。

因此 C(G, x, y) = x2 + x1 + x1 + y1 = x2 + x + y。

有向图的覆盖多项式与对应棋盘的棋盘多项式之间有重要的联系：
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定理 9.1 ([2]). 对于棋盘 S ⊆ Bn，设有向图 G为棋盘 S 对应的有向图，则

C(G, x, 1) =
n∑

k=0

rk(S )xn−k (31)

证明. 对比其 xn−k 次项系数，即需要证明

rk(S ) =
∑
q≥0

c(G, n − k, q) (32)

对于某个有 n − k条链的覆盖方案，恰好有 n − k个点没有出边。且每个点的入出度均

不超过 1，故其对应的棋盘每行列仅有一个格子，总共占据 k个格子，故其对应一个 k个车

的合法放置方案。与此同时对于一个 k 个车的合法放置方案可以通过上文构建的双射得到

一个 n − k个点没有出度的图，即恰好用 n − k条链覆盖的方案。

因此用 n − k条链、环数不限的方式覆盖图 G 的方案数等于在 S 上放 k个车的合法方

案数，此时有式 (32)成立，故式 (31)成立。 □

这意味着可以通过覆盖多项式来求解棋盘多项式。同时可以发现覆盖多项式实际上是

棋盘多项式的推广，相比棋盘多项式其在环数上也进行了记录，即 cG(p, q)表示的就是在棋

盘 S 上放 n − p个车使得对应到图上有 q个环的方案数。

例题 9.2 (棋盘多项式计算). 给定 n和棋盘 S ⊆ Bn，对于每个 T ⊆ {1, 2, · · · , n}求 S T =

{(i, j) ∈ S | i, j ∈ T }的棋盘多项式，系数对大质数取模。n ≤ 15, |S | ≤ n × n。

设棋盘 S 对应的有向图为G，问题即对于所有子集 T 计算G对点集 T 的导出子图的覆

盖多项式在 y = 1时的形式。

由于覆盖的基本单元是链和环，故先计算 fT , gT 表示覆盖点集 T 的链和环的数量。计

算 f 和 g均可以使用动态规划。 f 的计算容易做到 O(2nn2)，对于 g朴素的动态规划需要记

录覆盖点集、起点、终点，转移时需要枚举出边，复杂度 O(2nn3)，但由于需要计算的是环，

故可以改变状态为 dpT, j 表示覆盖点集 T、起点为 T 编号最小的点、终点为 j的一条链，最

后考虑终点到起点是否有边。复杂度优化到 O(2nn2)。

设 PT = x fT + gT，QT 表示 T 的所有划分的 P乘积和，即

QT =
∑
k≥0

∑
T1,∅,T2,∅,··· ,Tk,∅

[∪k
i=1Ti = T ][∀1 ≤ i < j ≤ k,Ti ∩ T j = ∅]

k∏
i=1

PTi (33)

则由定理 9.1有 [xk]QT = r|T |−k(S T )。

从 P到 Q的运算即为集合幂级数的 Exp运算14。直接进行 Exp则需要对二元多项式进
行 Exp不容易实现，可以考虑代入 x = 0, 1, 2, · · · , n计算出每个 QT 在该处的点值然后插值

求解。复杂度 O(2nn3)。

求解一个 n个点的图的覆盖多项式系数当前可以做到 O(2nn2)，具体可参考 [14]。

14关于集合幂级数与其运算，可参考 [12]和 [15]
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9.3 Ferrers棋盘覆盖多项式分解定理

上文中在棋盘 S 和 n个点的有向图 G之间的双射要求 S ⊆ Bn，但在部分情况下，棋盘

S 的行列差巨大，此时将其对应的有向图的点数拓展到行列最大值则覆盖多项式次数将会

巨大。同时由于绝大部分点没有入度或没有出度，因此每一个覆盖的方案都会有较多的点

单独构成一条链，这是没有意义的。因此对棋盘额外定义覆盖多项式是必要的。

定义 9.2 (棋盘与放车方案的对应图). 对于一个棋盘或放车方案 S，按如下过程构造其

对应图 GS：

1. 图 GS 包含编号属于 Z的所有点；

2. 对于 (i, j) ∈ S，在图 GS 的 i与 j之间连一条有向边，除此之外没有其他边。

定义 9.3 (棋盘的覆盖多项式). 定义所有元素的列标号小于等于 n的棋盘 S 的覆盖多项

式

C(S , x, y) =
n∑

i=0

∑
j≥0

ri, j(S )xn−iy j (34)

其中 ri, j(S )表示在棋盘 S 上放 i个车的合法方案中对应图的环数为 j的方案数。

考虑在覆盖多项式上拓展定理 6.1。

定理 9.2 (Ferrers棋盘覆盖多项式分解定理，[3]). 对于 Ferrers棋盘 S = F(a1, a2, · · · , an)，

C(S , x, y) =
∏

1≤i≤n,ai≥i

(x + ai − i + y)
∏

1≤i≤n,ai<i

(x + ai − i + 1) (35)

证明. 可将等式两边看做关于 x的 n次多项式，因此仅需要在无限多个点 x处证明式 (35)
成立即可证明式 (35)恒成立。考虑在 x ∈ N处证明。
如图 6在棋盘 S 下方加上额外 x行得到 S x，新加入的行从上往下编号 0至 −x + 1，即

在 GS 上 1至 n所有点向 −x + 1至 0的所有点连一条有向边得到 GS x。使用两种方式计算∑
T∈Rn(S x) ycycle(GT )：

1. 枚举 S 的合法子集 T，计算所有合法方案中与 S 交集为 T 的方案贡献和。

由于对应图上编号小于 0的点没有出边，故其环数固定为 cycle(GT )。设 |T | = k，则

剩余 n− k列放车方案数为 xn−k。满足 |T | = p, cycle(GT ) = q的 T 个数为 rp,q(S )，对所

有 p, q求和即 ∑
T∈Rn(S x)

ycycle(GT ) =
∑
p≥0

∑
q≥0

rp,q(S )xn−pyq = C(S , x, y)

2. 从左往右填入每个车并考虑贡献。

填入第 i个车时，有 x + ai − i + 1个位置可以放车。
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若列 i满足 ai ≥ i，则此时恰好存在一个位置放车后有向图上立即得到一个环：考察

当前有向图中 i所在链的起点 p，若 i没有入度则起点是 i，由于 p ∈ [1, i]所以放在

(i, p)总是合法的，并会得到一个环；除此之外没有其他位置可以成环。

若列 i 满足 ai < i，由于棋盘 S 是 Ferrers 棋盘，因此在图上点 i 一定没有入度。而

ai < i，因此不存在位置放车之后得到一个环。

认为一条边在加入后成环时产生 y的贡献，否则产生 1的贡献，那么对于 ai ≥ i的列

贡献是 x + ai − i + y，对于 ai < i的列贡献是 x + ai − i + 1。故∑
T∈Rn(S x)

ycycle(GT ) =
∏

1≤i≤n,ai≥i

(x + ai − i + y)
∏

1≤i≤n,ai<i

(x + ai − i + 1)

合并两式即得式 (35)。 □

当 y = 1时，其得到定理 6.1。

9.4 分解定理在减 Ferrers棋盘上的拓展

在减 Ferrers棋盘上定理 9.2不容易拓展。
在定理 9.2的证明中，第一种算法可以直接沿用。对于第二种算法，在减 Ferrers棋盘

上一个自然的想法是从右往左加入依次考虑贡献，但在定理 9.2的证明中，对于 ai ≥ i的情

况总是存在一个位置放车之后可以成环，但减 Ferrers棋盘上这不总是能够实现的：考察例
子 S = F(3, 2, 2)，若第三列放在 (3, 2)，则第二列一定无法成环，因为 (2, 3) < S。

原因是对于减 Ferrers棋盘，( j, i)( j > i) ∈ S , (i, i) ∈ S 并不能推出 (i, j) ∈ S，而在 Ferrers
棋盘上 ( j, i)( j < i) ∈ S , (i, i) ∈ S 可以推出 (i, j) ∈ S。故考虑对 ( j, i)( j > i) ∈ S , (i, i) ∈ S 可以推

出 (i, j) ∈ S 的减 Ferrers棋盘先进行讨论：

定义 9.4 (竖直型减 Ferrers棋盘). 定义减 Ferrers棋盘 S = F(a1, a2, · · · , an)是竖直型减

Ferrers棋盘当且仅当对于任意 i < j，( j, i) ∈ S 可以推出 (i, j) ∈ S。

对于这一类棋盘，上面提到的问题不存在，故有

定理 9.3 (竖直型减 Ferrers棋盘覆盖多项式分解定理，[3]). 对于竖直型减 Ferrers棋盘
S = (a1, a2, · · · , an)，有

C(S , x, y) =
∏

1≤i≤n,ai≥i

(x + ai − (n − i) + y − 1)
∏

1≤i≤n,ai<i

(x + ai − (n − i)) (36)

证明. 在定理 9.2的证明基础上对第二种算法进行修改。从右往左依次考虑每一列的放车位
置，第 i列的方案数为 x + ai − (n − i)。

对于 ai < i的列，由于其是减 Ferrers棋盘，故图上点 i没有入度。同时 i也不能连向自

己，所以不存在位置放车之后可以成环。
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对于 ai ≥ i 的列，若其在图上没有入度可以直接连成自环。否则设图上以 i 为终点

的链从起点到终点依次为 p0, p1, · · · , pk−1, pk = i。设该序列的最大值为 pv，则 v , k。由

(pv, pv+1) ∈ S , pv > pv+1 得 (pv+1, pv) ∈ S，即 apv+1 ≥ pv。而 pv+1 ≥ pk，故 apk ≥ apv+1 ≥ pv ≥ p0，

故此时 (i, p0)可以放车。因此对于 ai ≥ i的情况存在恰好一个位置贡献为 y。

故 ai ≥ i的列贡献为 x + ai − (n − i) + y − 1，ai < i的列贡献为 x + ai − (n − i)。将所有列

的贡献相乘即得到总贡献，即得式 (36)。 □

对任意减 Ferrers棋盘 S，对格子 (i, j) ∈ S 编号 min(i, j)，如图 14的左棋盘所示。此时
编号相同的格子构成 L形。设编号为 i的格子构成的 L形下端长度为 qi，左端长度为 pi，如

图 14左图中 p1 = 5, q1 = 6。然后考虑对棋盘进行翻转：对于编号为 i的 L形，若 pi < qi 则

将 pi 与 qi 交换，得到新的棋盘。图 14的右图就是左图进行翻转得到的棋盘，其中编号为
1, 3的 L形进行了翻转。

图 14: 减 Ferrers棋盘的编号与翻转操作实例

接下来将证明两个事实：减 Ferrers棋盘进行翻转操作之后得到的是一个竖直型减 Fer-
rers棋盘；翻转操作前后覆盖多项式不变。
首先对第一个事实进行证明。

引理 9.1. 棋盘 S 是减 Ferrers棋盘当且仅当对所有在棋盘中的格子 (i, j)编号 min(i, j)

后相同编号的格子构成一个 L形，且 ∀pi , 0, pi > pi+1, qi > qi+1。

证明. 对于存在某一个编号不构成 L形的棋盘，一定存在某行或某列不满足恰有一段前缀

的格子属于 S，因此 S 一定不是减 Ferrers棋盘。
考虑按照编号从大到小加入每一个 L形并维护每一列的高度，棋盘 S 是减 Ferrers棋盘

当且仅当在这个过程中每一个编号的 L形加入后都得到减 Ferrers棋盘。
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设仅考虑编号 ≥ i + 1的格子构成的棋盘为 F(a1, a2 · · · , aqi+1 )，加入编号为 i的 L形相当

于将序列 F长度为 qi − 1的前缀加一，若序列 F长度不够则在后面补充 0，然后在序列最前

面插入一个 pi。此时同时满足以下两个条件是新棋盘是减 Ferrers棋盘的充要条件：

1. qi > qi+1，若该条件不满足则第 qi+1 列将不满足恰有一段行前缀属于 S；

2. pi > pi+1，若该条件不满足则序列 F 不满足单调不增。

即证明引理。 □

定理 9.4. 对减 Ferrers棋盘进行翻转操作后得到的棋盘一定是减 Ferrers棋盘。

证明. 由于减 Ferrers 棋盘编号后每个编号一定是 L 形，因此只需要证明新的棋盘中 pi >

pi+1, qi > qi+1即可。由于初始棋盘满足该条件，因此若第 i个和第 i+ 1个 L形均翻转或不翻

转，则条件显然成立。故仅需要考虑只有一个翻转的情况。

不妨假设编号为 i的 L形不翻转，编号为 i+ 1的 L形翻转，另一种情况类似。设原棋盘

中第 i, i+1个 L的左、下端长度为 pi, qi, pi+1, qi+1，则 pi > qi, pi+1 < qi+1。而 pi > qi > qi+1, qi >

qi+1 > pi+1，因此这两个 L形仍然满足条件。 □

与此同时由于翻转过后的棋盘满足 pi ≥ qi，所以其是竖直型减 Ferrers棋盘。
然后对第二个事实进行证明。我们不证明事实本身，而证明容易推导出事实的结论。

定理 9.5. 对于减 Ferrers棋盘 S 和其翻转得到的竖直型减 Ferrers棋盘 S ′，设集合 PS

表示 GS 中的所有简单有向链和简单环构成的集合，则存在一个双射

ϕ : PS → PS ′

使得若 T ∈ PS，则

1. ϕ(T )和 T 覆盖相同的点集；

2. ϕ(T )是简单环当且仅当 T 是简单环。

一条简单有向链满足至少经过一个点且每个点至多经过一次，一个简单环满足至少经

过一个点且环上每个点的入出度均为 1。

证明. 考虑对 v = maxpi>0 i进行归纳。当 v = 0时，两图都没有边，因此 P中仅有覆盖每个

点的链，此时 ϕ({v}) = {v}满足条件。
当结论对 0至 v − 1均成立时，对于棋盘 S , S ′，由于将编号为 1的格子删掉得到的两个

棋盘 S 1, S ′1 满足 S ′1 是 S 1 翻转得到的，因此存在一个双射 ψ : PS 1 → PS ′1 满足题设条件。加

入编号为 1的格子可看做在对应图上插入编号为 1的点，原编号为正的点编号加一，然后

从 1向一段正整数的前缀连边，从另一段正整数的前缀向 1连边，自环不重复连接。

对于 T ∈ PS，若 T ∈ PS 1 则 ϕ(T ) = ψ(T )满足条件；若 T = {1}则 ϕ(T ) = T。否则考虑 1

在 T 中的情况以及 S 变为 S ′的过程中是否翻转编号为 1的 L形，ϕ(T )的取值如下表：
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T 的形态 未翻转时 ϕ(T ) = 翻转时 ϕ(T ) =

R1, 1 ψ(R1), 1 1, ψ(R1)

1,R1 1, ψ(R1) ψ(R1), 1

1,R1, 1 1, ψ(R1), 1 1, ψ(R1), 1

R1, 1,R2 ψ(R1), 1, ψ(R2) ψ(R2), 1, ψ(R1)

其中 R1,R2 为 PS 1 中的某条简单有向链。用逗号将若干个路径或节点连接表示将它们拼接

得到的简单有向链或简单环，其中情况三表示的是简单环，其余是简单有向链。

容易验证 ϕ的一对原像和像满足同时不是环或同时是环，且构成它们的点集是一致的，

故只需要证明这样的连边不会导致某条边不属于 S ′即可。

对于 R1 或 R2 大小 ≤ 1的情况，其在 ψ下的像为其本身。在 L形未翻转的情况下边没

有发生改变，不会导致连边不存在；在 L形翻转的情况下边的方向也发生了翻转，其所对

应的棋盘上的格子也做了翻转，因此该边也是存在的。

对于 R1 或 R2 大小 > 1的情况，可以利用减 Ferrers棋盘的直接推论“从 1能直接到达

以及能直接到达 1的集合总是其他点的对应集合的超集”论证。由于情况较多仅举一例：

当 T = 1,R1 且编号为 1的 L形翻转时，设 ψ(R1)的终止节点为 w且 (w, 1) < GS ′，即

(1,w) < GS，故GS 中w没有入度，则w一定是 R1的起始节点。而 T = 1,R1意味着 (1,w) ∈ GS

产生矛盾，因此 (w, 1) ∈ GS ′，这条路径是合法路径。

对于其他情况可以类似证明。综合上面的讨论可以证明 ϕ的合法性。 □

综合上述两个事实，有

定理 9.6. 对于任意减 Ferrers棋盘，存在一个竖直型减 Ferrers棋盘与其拥有相同的覆
盖多项式。

构造出对应的竖直型减 Ferrers 棋盘后计算出其覆盖多项式即可得到原减 Ferrers 棋盘
的覆盖多项式。

该分解定理在轮廓线棋盘上使用会受到很大的限制，在参考文献 [3]中进行了一定的讨
论，但由于篇幅原因无法展现，感兴趣的读者可自行阅读。

10 总结

本文对组合数学中的棋盘模型进行了简单的介绍，通过对 Ferrers棋盘的下降幂棋盘多
项式的性质进行应用和推广得到了其在三种排列问题中的应用。

然而本文所介绍的棋盘理论知识仅仅是当下棋盘理论研究成果的冰山一角，如：[7]中
利用棋盘模型得到了与二分图完美匹配相关的若干结论；[1]中给出了定理 6.6的 q-analogue
形式并利用其推导了拓展卡特兰数的若干性质；[10]则利用棋盘理论对 p − q斯特林数给出
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了组合解释。这些问题由于本文篇幅有限，且笔者能力有限没有找到它们在实际问题中的

较好应用因而没有一一展开讨论。

希望本文可以起到抛砖引玉的作用，让读者更好地认识棋盘理论，更好地感受棋盘理

论在计数问题中的强大应用。期待有更多使用棋盘模型的问题在信息学竞赛中出现。
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