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摘 要

本文介绍了一类最小公倍数的求和问题及问题相对一般的情况，以及这类问题上一个

通过合并无用状态减少状态数的一个动态规划做法。

1 前言

在信息学竞赛中，与最大公约数相关的问题出现频率较高。但与之相对的最小公倍数

问题因为较为复杂而极少出现。本文将简单描述一类与最小公倍数相关问题及这类问题的

拓展。

在本文第二节中，首先介绍了一个最小公倍数的求和问题以及几个朴素做法，然后描

述了一个通过结合前几个做法的思路，并使用一些性质减少状态数的动态规划做法，接着

分析了该算法的复杂度以及一些拓展。

在第三节中简要分析了这类问题拓展到更一般情况下的结果以及上一个算法此时的表

现。

2 一类最小公倍数的求和问题

例题 1 给定正整数 n，求

∑
S⊂{1,2,...,n}

LCM(S )

n ≤ 2000，答案对质数取模。

这里 LCM(S )表示集合 S 中的所有元素的最小公倍数。特别的，定义 LCM(∅) = 1。

2.1 算法一

使用朴素的动态规划算法，设 dpi, j 表示前 i个数组成的集合的子集中，子集内所有元

素的最小公倍数为 j的子集数量。
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在从 dpi 转移到 dpi+1 时，枚举 i + 1是否在子集中即可。

设 S n 为 {1, 2, ..., n}的子集的最小公倍数的种类数，则这个算法的时间复杂度为 O(S n ∗
n ∗ log n)或 O(S n ∗ n)。可以在 1秒内通过 n = 50的数据。

2.2 算法二

2.2.1 定义

为了更好地描述接下来的算法，在这里先进行一些定义。

设 1, 2, ..., n中的所有质数从小到大排序后为 p1, p2, ..., pk。定义正整数 a能被 p1, p2, ..., pk

分解，当且仅当将 a 质因数分解后，得到的所有质因数都属于 {p1, p2, ..., pk}。对于能被
p1, p2, ..., pk 分解的 a，a 进行质因数分解的结果为 a = pq1

1 ∗ pq2
2 ∗ ... ∗ pqk

k ，定义 a 的分解

式为一个 k维向量 Fa = (q1, q2, ..., qk)。

对于两个 k 维向量 F = (q1, q2, ..., qk), F
′
= (q

′

1, q
′

2, ..., q
′

k)，定义 F ≤ F
′
当且仅当 ∀i ∈

{1, 2, ..., k}, qi ≤ q
′

i .
对于 F = (q1, q2, ..., qk), F

′
= (q

′

1, q
′

2, ..., q
′

k)，定义它们的 max为

max(F, F
′
) = (max(q1, q

′

1),max(q2, q
′

2), ...,max(qk, q
′

k))

显然这样定义的 max满足交换律。使用类似的方式定义 min：

min(F, F
′
) = (min(q1, q

′

1),min(q2, q
′

2), ...,min(qk, q
′

k))

定义 max(F1, F2, ..., Fl) = max(max(F1,max(F2, ..., Fl))。

可以得到如下结论：

Lemma 2.1. 如果 a, b 都能被 p1, p2, ..., pk 分解，则 LCM(a, b) 能被 p1, p2, ..., pk 分解，且

FLCM(a,b) = max(Fa, Fb)。

证明. 设 Fa = (a1, a2, ..., ak), Fb = (b1, b2, ..., bk)。则 a =
∏k

i=1 pai
i , b =

∏k
i=1 pbi

i 。因此 LCM(a, b) =∏k
i=1 pmax(ai,bi)

i 。因此 LCM(a, b)能被 p1, p2, ..., pk分解，且 FLCM(a,b) = (max(a1, b1), ...,max(ak, bk))

= max(Fa, Fb)。

□

扩展到多个数的情况，可以得到：

Lemma 2.2. 如果 a1, a2, ..., al都能被 p1, p2, ..., pk分解，则 LCM({a1, a2, ..., al})能被 p1, p2, ..., pk

分解，且 FLCM({a1,a2,...,al}) = max(Fa1 , Fa2 , ..., Fal )。

证明. 使用与 Lemma 2.1相同的方法即可证明。
□
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2.2.2 算法

显然 1, 2, ..., n都能被 p1, p2, ..., pk 分解。根据 Lemma 2.2，所有子集的最小公倍数也能
被 p1, p2, ..., pk 分解，且满足子集中所有数的最小公倍数等于 a的子集个数等于满足子集中

所有数的分解式的 max等于 Fa 的子集数量。

考虑如下引理：

Lemma 2.3. 对于分解式 Fa, Fb, Fc，max(Fa, Fb) ≤ Fc 当且仅当 Fa ≤ Fc, Fb ≤ Fc。

证明. 设 Fa = (a1, a2, ..., ak), Fb = (b1, b2, ..., bk), Fc = (c1, c2, ..., ck)，因为 Fa ≤ Fc, Fb ≤ Fc，则

∀i ∈ {1, 2, ..., k}, ai ≤ ci, bi ≤ ci，因此 max(ai, bi) ≤ ci，反之同理。因此引理成立。

□

Lemma 2.4. 设 G = (⌊logp1
n⌋, ⌊logp2

n⌋, ..., ⌊logpk
n⌋)，则 ∀i ∈ {1, 2, ..., n}, Fi ≤ G。

证明. 若引理不成立，则 ∃a ∈ {1, 2, ..., n} 满足 Fa ≰ G。设 Fa = (a1, a2, ..., ak)，则 ∃r ∈
{1, 2, ..., k}, ar > ⌊logpr

n⌋。此时 a =
∏k

i=1 pai
i ≥ par

r ≥ p
⌊logpr n⌋+1
r > n，与 a ∈ {1, 2, ..., n}矛盾。因

此引理成立。

□

Lemma 2.5. 对于所有满足 s能被 p1, p2, ..., pk 分解，且 Fs ≤ (⌊logp1
n⌋, ⌊logp2

n⌋, ..., ⌊logpk
n⌋)

的正整数 s，存在一个集合 S ⊂ {1, 2, ..., n}满足 LCM(S ) = s。

证明. 设 Fs = (q1, q2, ..., qk)，则 ∀i ∈ {1, 2, ..., k}, qi ≤ ⌊logpi
n⌋, pqi

i ≤ n。构造序列 t1,...,k,∀i ∈
{1, 2, ..., k}, ti = pqi

i ，则 LCM(t1, t2, ..., tk) =
∏k

i=1 pqi
i ，序列中元素构成的集合满足条件。

□

满足 F ≤ (⌊logp1
n⌋, ⌊logp2

n⌋, ..., ⌊logpk
n⌋) 且 F 每一维上的值均为非负整数的 F 共有∏k

i=1(⌊logpi
n⌋+1)个。根据Lemma 2.5，对于所有满足这个条件的 F，都存在一个 S ⊂ {1, 2, ..., n}

满足 LCM(S )的分解式等于它。根据 Lemma 2.3和 Lemma 2.4，∀S ⊂ {1, 2, ..., n}, FLCM(S ) ≤
(⌊logp1

n⌋, ⌊logp2
n⌋, ..., ⌊logpk

n⌋)。因此最小公倍数的种类数 S n 等于
∏k

i=1(⌊logpi
n⌋ + 1)。

对于每一个满足这一条件的 F，设 hF 为满足子集中所有数的最小公倍数的分解式 FLCM

满足 FLCM ≤ F的子集数量。设 ctF为 {1, 2, ..., n}中满足 Fi ≤ F的数 i的数量。根据Lemma 2.3，
满足条件的子集中的所有数 a都满足 Fa ≤ F，且若子集中所有数 a都满足 Fa ≤ F，则这个

集合满足条件。因此 hF = 2ctF。因为 ctF =
∑n

i=1[Fi ≤ F]，求出 ct相当于求高维前缀和，使

用 [1]中的做法可以以 O(S n ∗ k)的复杂度求出 ct。

设 HF′ 为子集中所有数的最小公倍数的分解式 FLCM = F
′
的子集数量。通过 H 求 h为

高维前缀和的过程，因此通过高维差分可以通过 h求 H。

这个做法的复杂度为 O(S n ∗ k)，效率与上一个算法接近。
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2.3 算法三

1, ..., n中的所有数质因数分解后最多有一个大于
√

n的质因子。在动态规划时，只记录

状态中所有不超过
√

n的质因子。将所有数按其大于
√

n的质因子分类，对每一类进行动态

规划。这部分也可以使用算法二中的高维前缀和进行优化。

这个算法的具体细节与之后的算法无关，因此在这里不再展开。

2.4 算法四

2.4.1 算法

考虑算法一中的动态规划算法，设 gi,F 表示前 i个数的集合的子集中，子集的最小公倍

数的分解式为 F 的方案数。

定义 gi,F 对答案的贡献 vi,F 为：(设 F = (q1, q2, ..., qk))

vi,F =
∑

S⊂{i+1,i+2,...,n}
LCM(

k∏
j=1

pq j

j , LCM(S ))

则有如下引理：

Lemma 2.6. 设问题的答案为 ans，则

∀i ∈ {1, 2, ..., n},
∑

F

gi,F ∗ vi,F = ans

证明.

ans =
∑

S⊂{1,2,...,n}
LCM(S )

=
∑

S 1⊂{1,2,...,i}

∑
S 2⊂{i+1,i+2,...,n}

LCM(LCM(S 1), LCM(S 2))

=
∑

F=(q1,q2,...,qk)

gi,F

∑
S 2⊂{i+1,i+2,...,n}

LCM(
k∏

j=1

pq j

j , LCM(S 2))

=
∑

F

gi,F ∗ vi,F

□

Lemma 2.7. 对于 gi,F，设 LCM(i+1, i+2, ..., n) = s, F = (q1, q2, ..., qk), Fs = (q
′

1, q
′

2, ..., q
′

k)。若存

在 a ∈ {1, 2, ..., k}满足 qa > q
′
a，设 F

′
= (q1, q2, ..., qa−1, qa−1, qa+1, qa+2, ..., qk)，则 vi,F = pa ∗vi,F′。

证明. 考虑集合 S ⊂ {i+1, i+2, ..., n}，设 LCM(S ) = s
′
, Fs′ = (s1, s2, ..., sk)。由 2.3有 Fs′ ≤ Fs。

因此 sa ≤ q
′
a ≤ qa − 1。
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LCM(
k∏

j=1

pq j

j , s
′
) = (

k∏
j=1, j,a

pmax(q j,s j)
j ) ∗ pmax(qa,sa)

a = (
k∏

j=1, j,a

pmax(q j,s j)
j ) ∗ pqa

a

LCM((
k∏

j=1, j,a

pq j

j ) ∗ pqa−1
a , s

′
) = (

k∏
j=1, j,a

pmax(q j,s j)
j ) ∗ pmax(qa−1,sa)

a = (
k∏

j=1, j,a

pmax(q j,s j)
j ) ∗ pqa−1

a

所以 LCM(
∏k

j=1 pq j

j , s
′
) = pa ∗ LCM((

∏k
j=1, j,a pq j

j ) ∗ pqa−1
a , s

′
))。对所有 S 求和即可得到

vi,F = pa ∗ vi,F′。

□

对于一个满足 Lemma 2.7中条件的 F，设 g
′

i 为：

1. g
′

i,F = 0, g
′

i,F′
= gi,F′ + gi,F ∗ pa

2. 对于所有满足 F
′′
, F, F

′′
, F

′
的 F

′′
, g
′

i,F′′
= gi,F′′

根据 Lemma 2.7可得
∑

F gi,F ∗ vi,F =
∑

F g
′

i,F ∗ vi,F。根据 Lemma 2.6，将 gi替换为 g
′

i 不会

改变答案。定义将 gi 变为 g
′

i 的过程为一次操作。对于任意的 gi，易证在有限次操作后可以

使所有非零的 gi,F 都满足 F ≤ FLCM(i+1,i+2,...,n)。

由 Lemma 2.3，{1, 2, ..., i} 的任意子集 S 满足 FS ≤ FLCM(1,2,...,i)。对于每一个 i，在求

出 gi 后进行若干次操作，直到所有满足 gi,F 非零的 F 都满足 F ≤ FLCM(i+1,i+2,...,n)。这时

满足 gi,F 非零的 F 满足 F ≤ FLCM(1,2,...,i), F ≤ FLCM(i+1,i+2,...,n)。在从 gi 转移到 gi+1 的过程

中，满足 gi+1,F 非零的 F 一定满足 F ≤ FLCM(1,2,...,i+1), F ≤ FLCM(i+1,i+2,...,n)。记向量 Li =

min(FLCM(1,2,...,i), FLCM(i+1,i+2,...,n)), L
′

i = min(FLCM(1,2,...,i), FLCM(i,i+1,...,n))。则可以得到这样一个算

法：

维护若干状态 F 以及这些状态对应的 gF，依次考虑 i = 1, 2, ..., n，对于每个 i依次进行

以下三步操作：

1. 将当前维护的 F的范围变为所有满足 F ≤ L
′

i 且 F的每一维都是非负整数的 F。显然

Li−1 ≤ L
′

i，因此这一步不会改变 g。

2. 计算在子集中加入 i的转移，进行 g上的转移。

3. 通过进行若干次操作，使所有非零的 gF 都满足 F ≤ FLCM(i+1,i+2,...,n)，将维护的 F的范

围变为所有满足 F ≤ Li+1 且 F 的每一维都是非负整数的 F。

根据 Lemma 2.7，在进行 i的操作时，每一个操作后
∑

F gF ∗ vi,F 不变。因此在进行上面

的操作过程中，这个值始终等于答案。因为 Ln+1 = (0, 0, ..., 0)，进行所有操作后只有一个状

态 F = (0, 0, ..., 0)，显然 vn+1,F = 1，因此这个状态对应的 g即为问题的答案。

使用算法二中的方式优化转移。设 fF =
∑

F′≤F gF′，即 f 为 g进行高维前缀和后的结果。

在这个算法中，任意时刻都存在一个 k维向量 L
′′

i (等于 Li 或 L
′

i)，满足当前所有满足 gF 非

零的 F 都满足 F ≤ L
′′

i。因此只需要维护满足 F ≤ L
′′

i 的 fF。在上面的过程中代替 g维护 f，

依次分析每一步操作对 f 的影响（设 f
′
为操作后的 f）：

对于第一步操作，g 不会改变。设 Li = (l1, l2, ..., lk)，因为所有满足非零的 gF 都满足

F ≤ Li，因此对于任意状态 F，有 f
′

F = fmin(F,Li)。
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对于加入一个数 i的转移对 f 的影响，根据 2.3以及算法二中的分析，可以得到：

f
′

F =

2 ∗ fF , Fi+1 ≤ F

fF , Fi+1 ≰ F
(1)

对于第三步操作，设 L
′

i = (l
′

1, l
′

2, ..., l
′

k)，将操作分为若干步，每一步选择一维 a，对所有

第 a维上的值等于 l
′
a 的状态 F 进行操作，使非零的 gi,F 都满足 F 第 a维上的值小于 l

′
a。

考虑这样的一步操作对 g的影响（设 g
′
为操作后的 g）：

g
′

(q1,q2,...,qk) =


g(q1,q2,...,qk), qa < la − 1

g(q1,q2,...,qk) + pa ∗ g(q1,q2,...qa−1,qa+1,qa+1,...,qk), qa = la − 1

0, qa = la

根据 f 的定义，可以求出操作对 f 的影响：

f
′

(q1,q2,...,qk) =

 f(q1,q2,...,qk), qa < la − 1

pa ∗ f(q1,q2,...qa−1,qa+1,qa+1,...,qk) − (pa − 1) ∗ f(q1,q2,...,qk), qa = la − 1

(在操作后所有值非零的状态第 a维上的值都小于 la，因此不需要保留满足 qa = la的 f )
通过对操作次数归纳可得，在进行 x次这样的操作后，得到的 f

′
为：

f
′

(q1,q2,...,qk) =

 f(q1,q2,...,qk), qa < la − x

px
a ∗ f(q1,q2,...qa−1,la,qa+1,...,qk) −

∑x−1
i=0 pi

a(pa − 1) ∗ f(q1,q2,...qa−1,la−x+i,qa+1,...,qk), qa = la − x

依次进行每一维上的操作即可。

通过这三步操作即可维护 F 从而求出答案，接下来分析这个算法的实现与复杂度。

2.4.2 实现与复杂度分析

在算法的过程中，任意时刻都存在一个各维的值都为非负整数的向量 L
′′
= (l1, l2, ..., lk)，

满足当前维护的所有 fF 满足 F ≤ L
′′
。

定义一个从当前所有的状态 {(q1, q2, ..., qk) | ∀ j ∈ {1, 2, ..., k}, 0 ≤ q j ≤ l j, q j ∈ N} 到
{0, 1, ...,∏k

j=1(l j + 1) − 1}的映射： f 1 : {(q1, q2, ..., qk) | ∀ j ∈ {1, 2, ..., k}, 0 ≤ q j ≤ l j, q j ∈ N} −→
{0, 1, ...,∏k

j=1(l j + 1) − 1}：

f 1((q1, q2, ..., qk)) =
k∑

j=1

q j ∗ (
k∏

j′= j+1

(l j′ + 1))

Lemma 2.8. f 1是一个双射。
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证明. 每一个 (q1, q2, ..., qk)只会对应一个 {0, 1, ...,
∏k

j=1(l j + 1) − 1}中的数。接下来证明 ∀s ∈
{0, 1, ...,∏k

j=1(l j + 1)}，存在唯一一个满足 ∀ j ∈ {1, 2, ..., k}, 0 ≤ q j ≤ l j, q j ∈ N的 (q1, q2, ..., qk)。

由 f 1的定义可以得到 (
∑k−1

j=1 q j ∗ (
∏k−1

j′= j+1(l j′ + 1))) ∗ (lk + 1)+ qk = s，则 qk ≡ s(mod lk + 1)。

因为 qk ∈ {0, 1, ..., lk}，所以存在唯一一个满足条件的 qk。qk固定后，剩余部分相当于
∑k−1

j=1 q j ∗
(
∏k−1

j′= j+1(l j′ + 1)) = s−qk

lk+1，且满足
s−qk

lk+1 ∈ {0, 1, 2, ...,
∏k−1

j=1(l j + 1)− 1}。使用归纳法即可证明引理。
□

根据 Lemma 2.8，可以对于所有的 s ∈ {0, 1, ...,∏k
j=1(l j + 1)}，记录 s通过 f 1对应的 F对

应的 fF。依次考虑关于 F 的三步操作：

设操作前的状态为 f，操作后的状态为 f
′
。第一步操作相当于对于每一个满足 F ≤ L

′

i =

(l
′

1, l
′

2, ..., l
′

k)的 F，设 F = (q1, q2, ..., qk)，则 f
′

F = f(min(q1,l
′
1),min(q2,l

′
2),...,min(qk ,l

′
k)。

使用类似深度优先搜索的方式枚举 F 每一维上的值，在枚举每一维上的值时，可以求

出 (min(q1, l
′

1),min(q2, l
′

2), ...,min(qk, l
′

k))每一维上的值以及这两个状态通过 f 1对应的值。如

果记录所有满足 l
′

i > 0的维，只枚举这些维上的值，则枚举的复杂度为 O(
∏k

j=1(l
′

j + 1))。

对于后两个操作，每一个 fF 只会影响一个 f
′
中的值。使用类似深度优先搜索的方式枚

举每一个 F，可以在这个过程中求出它影响的 f
′
中的状态以及系数。这两步操作的复杂度

同样为 O(
∏k

j=1(l
′

j + 1))。

因此这个实现的复杂度与每一个 L
′

i 的
∏k

j=1(l
′

j + 1)的和成正比。记这个值为 Tn。可以得

到 Tn 的大小（所有大小保留三位有效数字）：

n 50 100 200 500 1000
S n 4.42 × 105 6.61 × 108 4.75 × 1015 1.08 × 1031 5.59 × 1053

Tn 5.69 × 104 1.83 × 107 4.00 × 1010 8.79 × 1019 2.43 × 1033

这样的效率不优于算法三，但根据算法三中优化的方式，可以对算法四进行修改：

将所有数按照它们的最大质因子从大到小排序（最大质因子相同时从小到大排序），按

照这个顺序进行算法四中的做法。

按照最大质因子大小排序后进行算法四的做法，设这时每一个 L
′

i 的
∏k

j=1(l
′

j + 1)的和为

T
′
n，有：

n 500 1000 2000 3000 5000 104

T
′
n 1.35 × 105 1.44 × 106 2.45 × 107 1.97 × 108 3.60 × 109 4.66 × 1011

T
′
n 的增长速度仍然为指数级，但 T

′
n 的增长速度相对 S n 较慢，且在 n ≤ 2000时 O(T

′
n)

的复杂度是可以接受的。因此算法四可以在 1秒内通过 n = 2000 ∼ 2500的数据。

实际上这个算法的复杂度并不是完全满的，实际效率可以更快一点。
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通过按这个顺序进行动态规划，可以得到相对小的状态数 T
′
n。但这样的状态数不是最

优的，通过使用部分随机化算法 [2,3]，可以得到更小的状态数。例如作者使用随机化算法
得到的部分状态数 T

′′
n：

n 500 1000 2000 3000
T
′
n 1.35 × 105 1.44 × 106 2.46 × 107 1.97 × 108

T
′′
n 1.25 × 105 1.35 × 106 2.34 × 107 1.93 × 108

但因为作者水平有限，并没有得到优于指数级复杂度的求出最优状态数的算法。在这

里不再进行分析。

2.5 拓展

算法四可以拓展到相对一般的情况，即：

给定 n个非负整数 a1, a2, ..., an 以及一个满足 ∀i ∈ N+, f (i) , 0的积性函数 f，求：

∑
S⊂{1,2,...,n}

(
∏
i∈S

ai) ∗ f (LCM(S )) (2)

重新定义 vi,F：vi,(q1,q2,...,qk) =
∑

S⊂{i+1,i+2,...,n}(
∏

i∈S ai) ∗ f (LCM(
∏k

j=1 pq j

j , LCM(S )))。

在这个定义下，Lemma 2.7的结论变为 vi,F =
f (pqa

a )
f (pqa−1

a )
∗ vi,F′，(1)中 2 ∗ fF 变为 (ai + 1) ∗ fF。

剩余部分使用与算法四完全相同的方式推导即可。

例题 2 Math is Fun 1

给一个长度为 n的正整数序列 v，定义一个序列的权值为序列中所有元素的最小公倍数

的平方与序列中所有元素的最大公约数的乘积。求出这个序列所有 2n − 1个非空子序列的

权值之和模 109 + 7的结果。一共有 T 组数据。

n ≤ 100, vi ≤ 1000,T ≤ 50。时限 4秒。

设 fi表示所有满足最大公约数等于 i的非空子序列的序列元素最小公倍数的平方的和，gi

表示所有满足最大公约数为 i的倍数的非空子序列的序列元素最小公倍数的平方的和。

首先求出 gi。所有数的最大公约数为 i 的倍数当且仅当所有数都是 i 的倍数。因此 gi

等于这些数的所有非空子序列的序列元素最小公倍数的平方和。显然若 g|s1, s2, ..., sl，则

LCM(s1, s2, ..., sl) = LCM( s1
g ,

s2
g , ...,

sl
g ) ∗ g。则 gi 等于只考虑序列中是 i的倍数的数得到的序

列，将这个序列所有元素除以 i后，所有非空子序列的序列元素最小公倍数的平方和乘 i2的

结果。

1来源：Petrozavodsk Programming Camp,Summer 2016,Day 8,DPRK Contest
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序列中所有元素都不会超过 1000
i 。设数 a出现了 ca次。令 va = 2ca−1，再设函数 f (n) = n2，

则问题变为 (2)的形式，可以使用算法四解决。计算所有 gi 的复杂度与
∑1000

i=1 T
′
1000

i
成正比。

然后通过 gi 求出所有 fi，有 gi =
∑

i| j f j，可以通过对 g容斥求出 f。这一部分的复杂度

相对于上一部分可以忽略。∑1000
i=1 T

′
1000

i
≤ 1.7 × 106，这个复杂度可以接受。作者的实现在此问题上运行时间约为 0.1

秒。

3 问题的拓展

对于更为一般的情况，可以将问题描述为如下形式：

给出 n个 d维向量 V1,V2, ...,Vn 以及 n个非负整数 a1, a2, ..., an。给出的所有向量满足每

一维上的值都为非负整数。对两个向量取 max的定义同上一节。求：

∑
S⊂{1,2,...,n}

(
∏
i∈S

ai) ∗ f (maxi∈S Vi)

其中 f 为一个值域为正整数的函数，满足 f ((q1, q2, ..., qd)) =
∏d

i=1 fi(qi)，且所有 fi 均为

值域为正整数的函数。

上一个问题为这个问题的一个特例，满足给出的所有向量 V = (q1, q2, ..., qd) 都满足∑d
i=1 qi ∗ log pi ≤ log n。

在不存在特殊限制的情况下，算法四中的状态数总和 T
′
n与 S n ∗n接近。但在存在类似上

一个限制的限制时，通过与算法四中类似的调整顺序的方式，得到的 T
′
n 可以远小于 S n ∗ d，

例如：

满足给出的所有向量 V = (q1, q2, ..., qd)都满足
∑d

i=1 qi ∗ i ≤ m时（d = m，此处 S n,T
′
n 的

定义同算法四中的定义，将所有向量按照最后一个非零位置排序）：

m 15 18 20 23 25
S n ∗ d 4.25 × 108 2.65 × 1010 3.22 × 1011 8.44 × 1012 1.70 × 1014

T
′
n 7.63 × 105 9.31 × 106 4.99 × 107 5.83 × 108 2.96 × 109

在类似的问题上，算法四有优于算法一，二等做法的表现。与上一个问题相同，这里也

存在使 T
′
n 更小的向量顺序。

4 总结

本文描述的算法在动态规划的过程中，通过进行变换，将状态中不会被剩余的动态规

划过程中改变的部分进行合并，从而达到减小状态数的结果。
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由于最小公倍数问题的特殊性质，在改变动态规划的顺序后，该算法可以在这个问题

上得到较优秀的结果。

同时，这个思想可以对更多的动态规划的问题进行优化。
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