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浅谈连续段及相关问题

宁波市镇海中学 刘恒熙

摘 要

连续段是信息学竞赛中常见的研究对象。本文将与连续段有关的一系列问题转化为了

统一的形式，探究了区间集的性质，给出了针对一类特殊区间集的算法，并用区间集上的

算法解决了一部分问题。除此以外，本文通过归约，证明了一部分问题的困难性。

1 引言

信息学竞赛的问题中，常常出现“元素的值形成一个区间”“r− l = max−min”等描述，

这类问题通常与连续段有关。在完成 [CCPC Final 2021] Tree Partition 一题时，笔者发现
存在更优做法，于是笔者思考了更加一般的情况，得到了本文中的一些结果。

笔者希望通过本文，让读者了解连续段问题的本质，熟悉连续段的一些性质，并且能利

用区间集上的算法解决一些问题。

2 约定

如果没有特殊说明，出现的数都是整数。

对于 l, r ∈ Z, l ≤ r，区间 [l, r] 表示 l, r 之间的整数构成的集合，即 [l, r] = {i | i ∈ Z, l ≤
i ≤ r}。当 l < r 时，称 [l, r] 为非平凡区间。区间 [l, r] 的长度为其中元素个数，即 r − l + 1。

对于一个排列 p，p−1 表示排列 p 的逆，即 p−1
pi
= i。

对于一个排列 p，p[l,r] 表示 pl, . . . , pr 构成的集合，即 p[l,r] = {pi | i ∈ [l, r]}。
如果没有特殊说明，排列 p 的大小为 n，p 的下标范围为 [1, n]，区间 [l, r] 满足 1 ≤ l ≤

r ≤ n。

用 U 表示被 [1, n] 包含的区间构成的集合，即 U = {[l, r] | 1 ≤ l ≤ r ≤ n}。
用 2A 表示集合 A 的幂集，即 2A = {B | B ⊆ A}。
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3 连续段

3.1 引入

定义 3.1 (排列的连续段). 对于一个排列 p，若区间 [l, r] 满足 p[l,r] ∈ U，则称 [l, r] 是

p 的连续段。

在信息学竞赛中，常常有关于连续段及相关拓展的问题。可能的拓展有把排列的区间

改为树的连通子树，单个排列改为多个排列等。这些拓展通常都能用统一的形式表示。

3.2 统一形式

假设有 m 个结构和 n 个元素，设 n 个元素构成的集合为 A 1，每个结构上包含 n 个元

素，并且定义了每个 A 的子集是否“连通”，需要求出关于在 m 个结构上都“连通”的 A

的子集的信息。

将在 m 个结构上都“连通”的 A 的子集看作广义的连续段。

在一个结构上定义 A的每个子集是否“连通”等价于一个结构有一个包含所有“连通”

子集的连通集 C ⊆ 2A。

因此问题又可以表述为：有 n 个元素，设这些元素构成的集合为 A，还有 m 个 2A 的

子集 C1, . . . ,Cm，需要求出关于
∩

Ci 的信息。

在信息学竞赛的问题中，常见的结构有：

• 排列（链）2：排列 p 的连通集通常定义为 {p[l,r] | [l, r] ∈ U}，也就是 p 的区间。

• 树：树 T = (V, E) (V = A) 的连通集通常定义为 {S | S ⊆ V, T [S] 是连通图} 3，该定义

等价于 {S | S ⊆ V, |{(u, v) ∈ E | u, v ∈ S }| = |S | − 1}。

• 图：图 G = (V, E) (V = A) 的连通集通常定义为 {S | S ⊆ V,G[S] 是连通图}。

可能的结构组合有：

• 2 条链（即排列的连续段）

• 更多条链

• 链，树

• 链，多棵树

1为了方便，设 n 个元素为 1, 2, . . . , n，此时 A = [1, n]。
2排列 p 的连通集与链 T = (V, E),V = [1, n], E = {(pi, pi+1) | i ∈ [1, n − 1]} 的连通集相同，因此可以看成链。
3G[S] 表示图 G = (V, E) 点集为 S 的导出子图，即 G[S] = (S , {(u, v) ∈ E | u, v ∈ S })。
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• 链，图

• 2 棵树

对于不含链的组合，例如 2 棵树的组合，计算连续段的数量就是相当困难的。

对于含有链的组合，连续段数量不超过 O(n2)，相应的问题也相对容易。不妨将元素按

照某条链上顺序将元素重标号为 1, 2, . . . , n。重新标号后，所有连续段都是区间，因此我们

需要考察区间集的性质。

4 区间集

定义 4.1 (正规). 若由集合族4 S 满足 S ⊆ U, [1, n] ∈ S ,∀i ∈ [1, n], {i} ∈ S，则称 S 正

规。

定义 4.2 (I 类封闭). 若由正规集合族 S 满足 ∀A, B ∈ S , A ∩ B � ∅ =⇒ A ∪ B ∈ S，则

称 S I 类封闭。

定义 4.3 (II 类封闭). 若由正规集合族 S 满足 ∀A, B ∈ S , A∩ B � ∅ =⇒ A∩ B ∈ S，则

称 S II 类封闭。

定义 4.4 (III 类封闭). 若由正规集合族 S 满足 ∀A, B ∈ S , A ∩ B � ∅ ∧ A ⊈ B ∧ B ⊈

A =⇒ A \ B ∈ S，则称 S III 类封闭。

1. 若干个正规集合族的交是正规集合族。

2. 若干个 I 类封闭集合族的交是 I 类封闭集合族。

3. 若干个 II 类封闭集合族的交是 II 类封闭集合族。

4. 若干个 III 类封闭集合族的交是 III 类封闭集合族。

上述四条结论可以由定义直接得到。

4.1 I, II 类封闭区间集
定义 4.5 (极小区间). 设区间集 S 是 I, II 类封闭5区间集。对于 i ∈ [1, n − 1]，若区

间 [l, r] 包含 [i, i + 1] 并属于 S，且所有这样的区间都包含 [l, r]，即 [l, r] ⊇ [i, i + 1], [l, r] ∈
S ,∀[l′, r′] ∈ S , [l′, r′] ⊇ [i, i + 1] =⇒ [l′, r′] ⊇ [l, r]，则称 [l, r] 是 S 上包含 [i, i + 1] 的极小区

间，记作 MS (i) = [mlS (i),mrS (i)]。

把 n − 1 个极小区间构成的序列称作 S 的极小区间序列，记作 MS。

4集合族指以集合为元素的集合。
5指同时满足 I 类封闭和 II 类封闭。下文的 I, II, III 类封闭同理。
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定理 4.1. 设区间集 S 是 I, II 类封闭区间集。对于所有 i ∈ [1, n − 1]，存在 S 上包含

[i, i + 1] 的极小区间。

证明. 对于 I, II 类封闭区间集 S 和 i ∈ [1, n − 1]，取 [l, r] =
∩

[x,y]⊇[i,i+1]∧[x,y]∈S [x, y]，由于

[1, n] ∈ S，等式右边至少有一个区间被求交，显然 [l, r] 满足 [l, r] ⊇ [i, i + 1] 和 [l′, r′] ⊇
[i, i + 1] =⇒ [l′, r′] ⊇ [l, r]。只需说明 [l, r] ∈ S。对等式右边的求交依次应用 S II 类封闭的
性质，可得 [l, r] ∈ S。 □

定理 4.2. 设区间集 S 是 I, II 类封闭区间集。对于非平凡区间 [l, r] (l < r)，[l, r] ∈ S

的充分必要条件是 ∀i ∈ [l, r − 1],MS (i) ⊆ [l, r]。

证明. 设区间集 S 是 I, II 类封闭区间集，[l, r] (l < r) 是非平凡区间。

充分性：若 ∀i ∈ [l, r − 1],MS (i) ⊆ [l, r]，有 [l, r] =
∪r−1

i=l MS (i)。对于 i ∈ [l + 1, r − 1]，当

取 MS (i) 和
∪i−1

j=l MS ( j) 的并时，有 i ∈ MS (i), i ∈ ∪i−1
j=l MS ( j)，因此可以依次应用 S I 类封闭

的性质，得到 [l, r] ∈ S。

必要性：若 [l, r] ∈ S，根据极小区间的定义，对于所有的 i ∈ [l, r−1]，显然 [l, r] ⊇ [i, i+1]，

因此 MS (i) ⊆ [l, r]。 □

由上述定理可知，I, II 类封闭区间集可以由 n − 1 个极小区间确定。

4.2 I, II, III 类封闭区间集
引理 4.1. 设区间集 S 是 I, II, III 类封闭区间集。若 i, j (1 ≤ i < j ≤ n − 1) 满足

i + 1 ≤ mlS ( j) ≤ mrS (i) ≤ j，则 mlS ( j) = i + 1,mrS (i) = j。

证明. 设区间集 S 是 I, II, III 类封闭区间集，i, j (1 ≤ i < j ≤ n − 1) 满足 i + 1 < mlS ( j) ≤
mrS (i) ≤ j。

根据极小区间的定义，[mlS (i),mrS (i)], [mlS ( j),mrS ( j)] ∈ S。

因为 S 是 III 类封闭的，[mlS (i),mrS (i)] \ [mlS ( j),mrS ( j)] = [mlS (i),mlS ( j) − 1] ∈ S。

有 [mlS (i),mlS ( j)−1] ∈ S , [mlS (i),mlS ( j)−1] ⊇ [i, i+1]，与 [mlS (i),mrS (i)]是包含 [i, i+1]

的极小区间矛盾。

因此 mlS ( j) = i + 1。同理，mrS (i) = j。 □

取 T 为所有满足包含 [i, i+1]的极小区间不被其他极小区间真包含的 i构成的集合，即

T = {i ∈ [1, n − 1] | ¬(∃ j ∈ [1, n − 1],MS (i) ⊊ MS ( j))}。

引理 4.2. 对于 i ∈ [1, n − 1]，若存在 t ∈ T，使得 MS (i) ⊇ [t, t + 1]，则 i ∈ T。

证明. 假设 i � T，那么存在 j ∈ [1, n − 1]，使得 MS (i) ⊊ MS ( j)。

因为 MS (t) 是包含 [t, t + 1] 的极小区间，且 MS (i) ⊇ [t, t + 1]，所以 MS (t) ⊆ MS (i)。

又因为 MS (i) ⊊ MS ( j)，有 MS (t) ⊆ MS (i) ⊊ MS ( j)，与 t ∈ T 矛盾。 □
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引理 4.3. 对于所有 i ∈ [1, n − 1]，存在 T 中的元素 t，使得 MS (t) 包含 [i, i + 1]。

证明. 对于 i ∈ [1, n − 1]，取 MS ( j) ( j ∈ [1, n − 1]) 中包含 [i, i + 1] 且长度最大的，设其为

MS (t)。

若 MS (t) 被 MS (u) 真包含，则 MS (u) 包含 [i, i + 1] 且长度更大，因此 MS (t) 不被其他

极小区间真包含，即 t ∈ T。 □

引理 4.4. 若存在 i, j ∈ T, i � j 使得 MS (i) = MS ( j)，则 ∀t ∈ T,MS (t) = [1, n]。

证明. 设 i, j ∈ T, i � j 满足 MS (i) = MS ( j)。

若 mlS (i) � 1，取 k = mlS (i) − 1。

• 若 mrS (k) ≥ i + 1，则 MS (k) ⊇ [i, i + 1]，因为 [mlS (i),mrS (i)] 是包含 [i, i + 1] 的极小区

间，MS (k) ⊇ MS (i)，又因为 k ∈ MS (k), k � MS (i)，所以 MS (k) ⊋ MS (i)，与 i ∈ T 矛盾。

• 若 mrS (k) ≤ i，则 k ≤ mlS (i) ≤ mrS (k) ≤ i，根据引理 4.1，有 mrS (k) = i；而 k ≤ mlS ( j) ≤
mrS (k) ≤ j，根据引理 4.1，有 mrS (k) = j，矛盾。

因此 mlS (i) = 1。同理，mrS (i) = n。

根据 T 的性质，∀t ∈ T,¬(MS (t) ⊊ MS (i) = [1, n])，即 ∀t ∈ T,MS (t) = [1, n]。 □

引理 4.5. 当 MS (t), t ∈ T 互不相同时，不存在 i, j ∈ T, i � j 使得 MS (i) ⊇ [ j, j + 1]。

证明. 若存在 i, j ∈ T, i � j 使得 MS (i) ⊇ [ j, j + 1]，根据极小区间的定义，有 MS (i) ⊇ MS ( j)。

又因为 MS (i) � MS ( j)，所以 MS (i) ⊋ MS ( j)，与 j ∈ T 矛盾。故不存在 i, j ∈ T, i � j 使得

MS (i) ⊇ [ j, j + 1]。 □

引理 4.6. 当 MS (t), t ∈ T 互不相同时，设 T = {t1, t2, . . . , tk}, t0 = 0 < t1 < t2 < · · · < tk <

tk+1 = n，有 MS (ti) = [ti−1 + 1, ti+1]。

证明. 根据引理 4.5，有 MS (ti) ⊆ [ti−1 + 1, ti+1]。

只需证明 mlS (ti) =


1 i = 1

ti−1 + 1 i ≤ 2
，同理可得 mrS (ti) 的部分。

若 mlS (t1) > 1，则有 [1, 2]未被任何一个 MS (ti)包含，与引理 4.3矛盾，因此 mlS (t1) = 1。

对于 i ∈ [2, k]，若 mrS (ti−1) < mlS (ti)，则 [mlS (ti)−1,mlS (ti)]未被任何一个 MS (ti)包含，与

引理 4.3矛盾，因此 ti−1+1 ≤ mlS (ti) ≤ mrS (ti−1) ≤ ti，根据引理 4.1，可得 mlS (ti) = ti−1+1。 □

定理 4.3. 设区间集 S 是 I, II, III 类封闭区间集。
当 n ≥ 2 时，区间 [1, n] 总能被划分成 k 个子区间 [l1, r1], [l2, r2], . . . , [lk, rk] (k ≥ 2, l1 =

1, rk = n, li ≤ ri, ri + 1 = li+1)，使得：

• 对于所有的 i ∈ [1, k]，子区间 [li, ri] ∈ S。
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• 所有 S 中的元素要么被某个子区间 [li, ri] 包含，要么可以表示成若干个完整子区间

的并，即 S ⊆ ∪k
i=1{[l, r] | [l, r] ⊆ [li, ri]} ∪ {[li, r j] | 1 ≤ i ≤ j ≤ k}。

• 所有可以表示成若干个完整子区间的并的连续区间构成的集合满足以下两个条件之

一：

– 包含所有可以表示成若干个完整子区间的并的区间，即 S ⊇ {[li, r j] | 1 ≤ i ≤ j ≤
k}。将这类划分称作合划分。

– 仅包含所有完整子区间与 [1, n]，且 k ≥ 3 6，即 S ∩ {[li, r j] | 1 ≤ i ≤ j ≤ k}
= {[li, ri] | i ∈ [1, k]} ∪ [1, n], k ≥ 3。将这类划分称作析划分。

证明. 取 T = {t1, t2, . . . , tk} = {i ∈ [1, n− 1] | ¬(∃ j ∈ [1, n− 1],MS (i) ⊊ MS ( j)}), t0 = 0 < t1 < t2 <

· · · < tk < tk+1 = n。

区间 [1, n] 可以被划分为 k + 1 个子区间 [t0 + 1 = 1, t1], [t1 + 1, t2], . . . , [tk + 1, tk+1 = n]。

对于子区间 [ti + 1, ti+1]，由引理 4.2，有 ∀ j ∈ [ti + 1, ti+1 − 1],MS ( j) ⊆ [ti + 1, ti+1]。根据

定理 4.2，可得 [ti + 1, ti+1] ∈ S。

• 若 MS (t), t ∈ T 互不相同，根据引理 4.6，有 MS (ti) = [ti−1 + 1, ti+1]，根据定理 4.2，该
划分满足 S ⊇ {[li, r j] | 1 ≤ i ≤ j ≤ k}，即该划分是合划分。

• 否则 k ≥ 2,∀t ∈ T,MS (t) = [1, n]，根据定理 4.2，该划分满足 S ∩ {[li, r j] | 1 ≤ i ≤ j ≤ k}
= {[li, ri] | i ∈ [1, k]} ∪ [1, n]，即该划分是析划分。

以上两种情况都有 MS (ti) ⊇ [ti−1 + 1, ti+1]。设 [l′, r′] ∈ S \∪k
i=1{[l, r] | [l, r] ⊆ [li, ri]}, ti +

1 ≤ l′ ≤ ti+1 ≤ t j + 1 ≤ r′ ≤ t j+1，根据定理 4.2，[l′, r′] ⊇ MS (ti+1), [l′, r′] ⊇ MS (t j)，即

[l′, r′] = [ti + 1, t j+1]。因此 S ⊆ ∪k
i=1{[l, r] | [l, r] ⊆ [li, ri]} ∪ {[li, r j] | 1 ≤ i ≤ j ≤ k}。

综上所述，该划分满足条件。 □

定理 4.4. 定理 4.3 中的划分方式唯一。

证明. 设区间集 S 上区间 [1, n]有两种划分方式，划分 i为 [li,1, ri,1], [li,2, ri,2], . . . , [li,ki , ri,ki ], (i ∈
[1, 2], ki ≥ 2)。

找到最小的 i，使得 [l1,i, r1,i] � [l2,i, r2,i]，不妨设 r1,i < r2,i。

• 若划分 1 是合划分：

– 若 i = 1，对于划分 2，[r1,i + 1, n] 即不被某个子区间 [l2, j, r2, j] 包含，也不能表

示成若干个完整子区间的并，矛盾。

6若不要求 k ≥ 3，则 k = 2 的划分可能同时满足合划分和析划分的要求。
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– 若 i ≥ 2，对于划分 2，[1, r1,i] 即不被某个子区间 [l2, j, r2, j] 包含，也不能表示成

若干个完整子区间的并，矛盾。

• 若划分 1 是析划分，[l2,i, r2,i] 即不被某个子区间 [l1,i, r1,i] 包含，也不是 [1, n]，矛盾。

故原假设不成立。 □

4.3 析合树

析合树由刘承奥在WC2019 营员交流提出并给出线性构造算法，可以参见 [3]。这里的
定义与原营员交流课件的析合树定义略有不同，但本质相同。

定义 4.6 (析合树). 区间集的析合树是含有以下三类节点的有根树：

• 叶子节点：(L, i) 7代表区间 [i, i]。

• 合点：(J, l, r) 代表区间 [l, r]。

• 析点：(C, l, r) 代表区间 [l, r]。

区间集 S 的析合树需要满足以下限制：

• 根节点代表区间 [1, n]。

• 所有节点代表的区间属于区间集 S。

• 非叶节点至少有 2 个子节点，并且这些子节点代表的区间构成该节点代表的区间的

一个划分。特别地，析点至少有 3 个子节点。

• 对于非叶节点 (c, u, v) (c ∈ {J, C})，设其子节点代表的区间分别为 [l1, r1], [l2, r2], . . . , [lk, rk]

(k ≥ 2, l1 = u, rk = v, li ≤ ri, ri + 1 = li+1)。S 中所有在 [u, v] 内的区间要么被某个子区

间 [li, ri] 包含，要么可以表示成若干个完整子区间的并，即 S ∩ {[l, r] | [l, r] ⊆ [u, v]}
⊆ ∪k

i=1{[l, r] | [l, r] ⊆ [li, ri]} ∪ {[li, r j] | 1 ≤ i ≤ j ≤ k}。

• 对于合点 (J, u, v)，设其子节点代表的区间分别为 [l1, r1], [l2, r2], . . . , [lk, rk] (k ≥ 2)。S

包含所有可以表示成若干个完整子区间的并的区间，即 S ⊇ {[li, r j] | 1 ≤ i ≤ j ≤ k}。

• 对于析点 (C, u, v)，设其子节点代表的区间分别为 [l1, r1], [l2, r2], . . . , [lk, rk] (k ≥ 3)。S

中所有可以表示成若干个完整子区间的并的区间仅有 [l1, r1], [l2, r2], . . . , [lk, rk], [u, v]，

即 S ∩ {[li, r j] | 1 ≤ i ≤ j ≤ k} = {[li, ri] | i ∈ [1, k]} ∪ [u, v]。

7L 代表 leaf，J 代表 join，C 代表 cut。
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定理 4.5. 对于 I, II, III 类封闭区间集 S，S 的析合树存在且唯一。

证明. 当 n = 1 时，仅包含一个叶子节点 (L, 1) 的析合树满足条件，并且显然不存在其他析

合树满足条件。

假设对于 n ≤ N (N ≥ 1)，结论成立。当 n = N+1 ≥ 2时，按照定理 4.3描述的方式，把区
间 [1, n] 划分为 k 个子区间 [l1, r1], [l2, r2], . . . , [lk, rk] (k ≥ 2, l1 = 1, rk = n, li ≤ ri, ri + 1 = li+1)。

容易验证对于所有 i ∈ [1, k]，S ∩ {[l, r] | [l, r] ⊆ [li, ri]} 在每个元素都进行平移后满足 I, II,
III 类封闭，根据归纳假设，k 个子集在每个元素都进行平移后均存在唯一的析合树。

• 若 S 包含所有可以表示成若干个完整子区间的并的区间，建立合点 (J, 1, n)。

• 否则 S 中所有可以表示成若干个完整子区间的并的区间仅有 [l1, r1], [l2, r2], . . . , [lk, rk],

[1, n]，建立析点 (C, 1, n)。

将 k 个子集的析合树的每个节点平移回原区间后的根节点作为新建节点的 k 个子节点，

容易验证这样构造出的析合树满足条件，故 S 的析合树存在。

当 n = N + 1 ≥ 2 时，析合树的根节点的若干个子节点代表的区间构成定理 4.3 描述的
划分方式，根据定理 4.4，划分方式唯一，因此对于 S 的所有析合树，根节点的类型和子节

点代表的区间都相同。根据归纳假设，每个子树都唯一，故 S 的析合树唯一。 □

定理 4.6. 对于区间集 S，S 的析合树存在的充分必要条件是 S I, II, III 类封闭。

证明. 充分性：已由定理 4.5 给出。
必要性：

设区间集 S 存在析合树。

由于 S 的析合树中一定存在 n 个叶子节点 (L, i) (i ∈ [1, n]) 和代表 [1, n] 的根节点，

[1, n] ∈ S ,∀i ∈ [1, n], {i} ∈ S，即 S 正规。

对于两个交集不为空的区间 [l1, r1], [l2, r2]，设 u 为代表的区间包含 [l1, r1] 且深度最大

的节点，v 为代表的区间包含 [l2, r2] 且深度最大的节点。

取 i ∈ [l1, r1] ∩ [l2, r2]。因为 u, v 都是 (L, i) 的祖先，所以 u, v 必为祖先后代关系。不妨

设 u � v 时 u 是 v 的祖先。

• 若 u = v，根据 u 的类型分类讨论。

– 若 u 是叶子节点或析点，[l1, r1], [l2, r2] 都是 u 代表的区间，[l1, r1] ∪ [l2, r2] =

[l1, r1] ∩ [l2, r2] = [l1, r1] = [l2, r2] ∈ S。

– 若 u 是合点，[l1, r1]∩ [l2, r2], [l1, r1]∪ [l2, r2] 都是 u 代表的区间被划分成的若干

个子区间的并，根据合点的性质，[l1, r1] ∩ [l2, r2], [l1, r1] ∪ [l2, r2] ∈ S。

• 若 u 是 v 的祖先，[l1, r1] ∪ [l2, r2] = [l1, r1] ∈ S。
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因此 S I, II 类封闭。
若 [l1, r1], [l2, r2] 互不包含，u = v 且 u 是合点，[l1, r1] \ [l2, r2] 是 u 代表的区间被划分

成的若干个子区间的并，根据合点的性质，[l1, r1] \ [l2, r2] ∈ S。

因此 S III 类封闭。 □

L, 1 L, 2 L, 3 L, 4 L, 5 L, 6 L, 7 L, 8 L, 9

J, 1, 2

J, 5, 6

C, 3, 6
J, 7, 9

C, 1, 9

S = {[1, 9], [1, 2], [3, 6], [5, 6], [7, 9], [7, 8], [8, 9]} ∪ {[i, i] | i ∈ [1, 9]}

图 1: 区间集 S 的析合树

4.4 析合树的构造

在实际问题中，区间集的极小区间序列通常不易快速求出，因此我们引入伪极小区间

序列。

定义 4.7 (伪极小区间序列). 区间序列 ([l1, r1], . . . , [ln−1, rn−1]) 是 I, II 类封闭区间集 S

的伪极小区间序列当且仅当 ∀i ∈ [1, n − 1], [li, ri] ⊇ [i, i + 1],∀1 ≤ u ≤ v ≤ n, [u, v] ∈ S ⇐⇒
(∀i ∈ [u, v − 1], [li, ri] ⊆ [u, v])。

换句话说，伪极小区间序列具有定理 4.2 描述的极小区间的性质。

4.4.1 朴素算法

给定 I, II, III 类封闭区间集 S 的伪极小区间序列，可以用贪心合并的方法构造 S 的析

合树。

Algorithm 1 Naive Algorithm for Constructing Cut-Join Tree from a Pseudo Minimal
Interval Sequence
Require: ([l1, r1], . . . , [ln−1, rn−1]) is a pseudo minimal interval sequence of S

Ensure: Stack s eventually contains the root node of the cut-join tree
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1: s← empty stack
2: for i = 1 to n do
3: u← Node(L, i, i,∅) {denotes type, left, right, child, respectively}
4: sufmin← i

5: sufmax← i

6: m← |s|
7: for j = m to 1 do
8: sufmin← min{sufmin, ls j.right}
9: sufmax← max{sufmax, rs j.right}

10: if sufmin ≥ s j.left and sufmax ≤ i then
11: if j = |s| then
12: if s j.type = J and sufmin ≥ s j.child|s j.child|.left then
13: s j.child.append(u)

14: s j.right← i

15: u← s j

16: else
17: v← Node(J, s j.left, i, (s j, u))

18: u← v

19: end if
20: else
21: v← Node(C, s j.left, i, (s j, s j+1, . . . , s|s|, u))

22: u← v

23: end if
24: while |s| ≥ j do
25: s.pop()

26: end while
27: end if
28: end for
29: s.push(u)

30: end for

可以发现该算法新建的节点代表的区间总在 S 中。对于 S 的析合树中的一个非叶节

点，该算法不会将不同子树的节点合并，并且能正确地建立合点与析点，因此该算法总能给

出正确的结果。

4.4.2 线性算法

由于析合树的节点总数是 O(n) 的，朴素算法的瓶颈是寻找新建的点。
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朴素算法中，若 sufmax > i，则对于当前的 i 不可能再新建节点，因此可以直接退出内

层循环。

若 ls j.right < s j.left，则 s j 不可能再作为某次新建节点的左端点，因此之后可以不再判断。

利用上述优化思想，可以得到线性算法。

Algorithm 2 Linear-Time Algorithm for Constructing Cut-Join Tree from a Pseudo
Minimal Interval Sequence
Require: ([l1, r1], . . . , [ln−1, rn−1]) is a pseudo minimal interval sequence of S

Ensure: Stack s eventually contains the root node of the cut-join tree
1: ln ← 1

2: s← empty stack
3: t ← empty stack
4: for i = 1 to n do
5: u← Node(L, i, i,∅)

6: while t is not empty and rt.top() ≤ i do
7: j← |s|
8: while s j.left > t.top() do
9: j← j − 1

10: end while
11: if j = |s| then
12: if s j.type = J and ls j.right ≥ s j.child|s j.child|.left then
13: s j.child.append(u)

14: s j.right← i

15: u← s j

16: else
17: v← Node(J, s j.left, i, (s j, u))

18: u← v

19: end if
20: else
21: v← Node(C, s j.left, i, (s j, s j+1, . . . , s|s|, u))

22: u← v

23: end if
24: while |s| ≥ j do
25: s.pop()

26: end while
27: t.pop()

28: end while
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29: s.push(u)

30: t.push(u.left)

31: while t.top() > li do
32: t.pop()

33: end while
34: rt.top() ← max{rt.top(), ri}
35: end for

可以验证上述线性算法与朴素算法等价，因此该算法总能给出正确的结果。

4.5 求右端点对应的左端点处信息之和

给定区间集 S 和 n 个信息 a1, a2, . . . , an，信息的合并满足半群的性质
8，需要对每个

r ∈ [1, n] 求出
∏

l∈[1,r],[l,r]∈S al。

对于 I, II, III 类封闭的区间集，可以建立析合树后通过一次 DFS 解决。
对于 I, II 类封闭的区间集，若信息的合并满足群的性质9，存在线性的算法解决该问

题。

Algorithm 3 Linear-Time Algorithm for Finding the Product of the Information at the
Left Endpoint Corresponding to the Right Endpoint
Require: ([l1, r1], . . . , [ln−1, rn−1]) is a pseudo minimal interval sequence of S , the multipli-

cation of ai satisfies the properties of a group
Ensure: bi =

∏
j∈[1,i],[i, j]∈S a j

1: for i = 1 to n − 1 do
2: ci ← 0

3: end for
4: t ← empty stack
5: for i = n − 1 to 1 do
6: t.push(i)

7: while t.top() < ri − 1 do
8: ct.top() ← i

9: c.pop()

10: end while
11: end for
12: s← empty stack
13: s.push(0)

8即封闭性、结合律。将信息的合并记作 ×。
9即除半群的性质外，还要求存在单位元，每个元素都有逆元。将单位元记作 1，a 的逆元记作 a−1。
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14: p0 = 1

15: b1 ← a1

16: for i = 1 to n − 1 do
17: pi ← ps.top() × ai

18: s.push(i)

19: while s.top() > li do
20: Erase(s.top())

21: s.pop()

22: end while
23: v← Query(ci)

24: bi+1 ← p−1
v × ps.top() × ai+1

25: end for

解释 该算法中的 ci 是最大的 k ∈ [1, i]，使得 rk > i+ 1（若不存在这样的 k，则 ci = 0），伪

极小区间序列中 r 的限制转化为 j > ci，而 l 的限制转化为了弹出 s 顶端的元素。该算法需

要一个数据结构：

• 维护长度为一个 n + 1 的 01 串 s，初始全为 1。

• Erase(x)：把 sx 改成 0。

• Query(x)：查询最大的 y，使得 y ≤ x, sy = 1。

数据结构的实现 在Word RAM 模型下，可以使用压位并查集实现该数据结构。大致方法
是将串 s 每 w 位分为一块，块内用位运算 O(1) 处理，块间使用路径压缩、启发式合并的并

查集处理。根据 [2]，复杂度为 O(nα(n, n/w)) = O(n)。

上述算法与通过析合树解决该问题，都是在线的，即可以依次求出 r = 1, 2, . . . , n 的答

案，在求 r = r0 的答案时，不需要知道 ar0+1, . . . , an。

5 对连续段的进一步分析

链（排列）的连通集是正规、I 类封闭、II 类封闭、III 类封闭的。
树的连通集是正规、I 类封闭、II 类封闭的。
图的连通集是正规、I 类封闭的。
由于若干个满足正规、I 类封闭、II 类封闭、III 类封闭中的某个性质的集合族的交仍

满足该性质，可以直接得到一些结构组合的性质。
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10: end while
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8即封闭性、结合律。将信息的合并记作 ×。
9即除半群的性质外，还要求存在单位元，每个元素都有逆元。将单位元记作 1，a 的逆元记作 a−1。
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30: t.push(u.left)

31: while t.top() > li do
32: t.pop()

33: end while
34: rt.top() ← max{rt.top(), ri}
35: end for

可以验证上述线性算法与朴素算法等价，因此该算法总能给出正确的结果。

4.5 求右端点对应的左端点处信息之和

给定区间集 S 和 n 个信息 a1, a2, . . . , an，信息的合并满足半群的性质
8，需要对每个

r ∈ [1, n] 求出
∏

l∈[1,r],[l,r]∈S al。

对于 I, II, III 类封闭的区间集，可以建立析合树后通过一次 DFS 解决。
对于 I, II 类封闭的区间集，若信息的合并满足群的性质9，存在线性的算法解决该问

题。

Algorithm 3 Linear-Time Algorithm for Finding the Product of the Information at the
Left Endpoint Corresponding to the Right Endpoint
Require: ([l1, r1], . . . , [ln−1, rn−1]) is a pseudo minimal interval sequence of S , the multipli-

cation of ai satisfies the properties of a group
Ensure: bi =

∏
j∈[1,i],[i, j]∈S a j

1: for i = 1 to n − 1 do
2: ci ← 0

3: end for
4: t ← empty stack
5: for i = n − 1 to 1 do
6: t.push(i)

7: while t.top() < ri − 1 do
8: ct.top() ← i

9: c.pop()

10: end while
11: end for
12: s← empty stack
13: s.push(0)

8即封闭性、结合律。将信息的合并记作 ×。
9即除半群的性质外，还要求存在单位元，每个元素都有逆元。将单位元记作 1，a 的逆元记作 a−1。
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朴素算法中，若 sufmax > i，则对于当前的 i 不可能再新建节点，因此可以直接退出内

层循环。

若 ls j.right < s j.left，则 s j 不可能再作为某次新建节点的左端点，因此之后可以不再判断。

利用上述优化思想，可以得到线性算法。

Algorithm 2 Linear-Time Algorithm for Constructing Cut-Join Tree from a Pseudo
Minimal Interval Sequence
Require: ([l1, r1], . . . , [ln−1, rn−1]) is a pseudo minimal interval sequence of S

Ensure: Stack s eventually contains the root node of the cut-join tree
1: ln ← 1

2: s← empty stack
3: t ← empty stack
4: for i = 1 to n do
5: u← Node(L, i, i,∅)

6: while t is not empty and rt.top() ≤ i do
7: j← |s|
8: while s j.left > t.top() do
9: j← j − 1

10: end while
11: if j = |s| then
12: if s j.type = J and ls j.right ≥ s j.child|s j.child|.left then
13: s j.child.append(u)

14: s j.right← i

15: u← s j

16: else
17: v← Node(J, s j.left, i, (s j, u))

18: u← v

19: end if
20: else
21: v← Node(C, s j.left, i, (s j, s j+1, . . . , s|s|, u))

22: u← v

23: end if
24: while |s| ≥ j do
25: s.pop()

26: end while
27: t.pop()

28: end while
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5.1 2 条链

5.1.1 性质

将一条链上的元素依次重标号为 1, 2, . . . , n，可得 2条链的连续段等价于排列的连续段。

类似地，含有链的组合都可以进行类似的转化。

2 条链的连续段集是正规、I 类封闭、II 类封闭、III 类封闭的，这意味着可以使用析
合树来刻画排列的连续段。

排列 p的连续段集的一个伪极小区间序列是 ([min j∈Ai p−1
j ,max j∈Ai p−1

j ])i∈[1,n−1]，其中 Ai =

[min{pi, pi+1},max{pi, pi+1}]。

5.1.2 复杂性

定理 5.1. 对于一棵析合树，若其所有析点的子节点个数都至少为 4，则存在一个排列

p，使得 p 的连续段集的析合树为该析合树。

定义 combine(p, q1, q2, . . . , q|p|) 为给每个 qi 整体加上一个数并按顺序拼接，且 qi 间的

相对大小与 p 匹配的唯一排列。例如 combine ((1, 3, 2), (1, 2), (2, 1), (1)) = (1, 2, 5, 4, 3)。

定义 flip(p) = (|p| + 1 − pi)i∈[1,|p|]。例如 flip ((1, 4, 2, 3)) = (4, 1, 3, 2)。

对于一棵满足条件析合树，可按照如下方式构造 p：

• 若根是叶子节点，令 p = (1)。

• 否则设各个子树按照此方式构造出的排列为 p1, . . . , pk。

– 若根是合点，令

p = combine
(
(1, . . . , k), flip(p1), . . . , flip(pk)

)
.

– 若根是析点，令

p = combine




(2, 4, . . . , k, 1, 3, . . . , k − 1) 2 | k

(2, 4, . . . , k − 1, 1, k, 3, . . . , k − 2) 2 ∤ k
, flip(p1), . . . , flip(pk)

 .

5.2 更多条链

5.2.1 性质

定义 5.1 (多个排列的连续段). 对于由 m 个排列构成的序列 p = (p1, . . . , pm)，若区间

[l, r] 是所有 pi 的连续段，则称 [l, r] 是 p 的连续段。
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k (k ≥ 3) 条链的连续段等价于 k − 1 个排列的连续段。

k 条链的连续段集是正规、I 类封闭、II 类封闭、III 类封闭的，这意味着仍然可以使用
析合树来刻画多个排列的连续段。

排列构成的序列 p 的连续段集的一个伪极小区间序列是其中各个排列 pi 的伪极小区

间序列对应位取并得到的序列。

5.2.2 复杂性

定理 5.2. 对于任意一棵析合树，存在 2 个排列 p1, p2，使得 (p1, p2) 的连续段集的析

合树恰为该析合树。

由于所有 I, II, III 类封闭区间集都对应唯一一棵析合树，该定理事实上指出了 2 个排

列的连续段集可能为所有的 I, II, III 类封闭区间集。
对于一棵满足条件析合树，可按照如下方式构造排列对 (p, q)：

• 若根是叶子节点，令 (p, q) = ((1), (1))。

• 否则设各个子树按照此方式构造出的排列对为 (p1, q1), . . . , (pk, qk)。

– 若根是合点，令

p = combine
(
(1, . . . , k), flip(p1), . . . , flip(pk)

)
,

q = combine
(
(1, . . . , k), flip(q1), . . . , flip(qk)

)
.

– 若根是析点，令

p = combine





(2, 3, 1) k = 3

(2, 4, . . . , k, 1, 3, . . . , k − 1) k ≥ 4, 2 | k

(2, 4, . . . , k − 1, 1, k, 3, . . . , k − 2) k ≥ 4, 2 ∤ k

, flip(p1), . . . , flip(pk)


,

q = combine





(3, 1, 2) k = 3

(2, 4, . . . , k, 1, 3, . . . , k − 1) k ≥ 4, 2 | k

(2, 4, . . . , k − 1, 1, k, 3, . . . , k − 2) k ≥ 4, 2 ∤ k

, flip(q1), . . . , flip(qk)


.
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L, 1 L, 2 L, 3 L, 4 L, 5 L, 6 L, 7 L, 8 L, 9

J, 1, 2
(1, 2), (1, 2)

J, 5, 6
(1, 2), (1, 2)

J, 3, 6
(1, 2, 4, 3), (1, 2, 4, 3) C, 7, 9

(2, 3, 1), (3, 1, 2)

C, 1, 9
(5, 4, 9, 8, 6, 7, 2, 1, 3), (9, 8, 4, 3, 2, 1, 5, 7, 6)

图 2: 对给定析合树构造 2 个排列

5.3 链，树

5.3.1 性质

定义 5.2 (树的连续段). 对于一棵树 T = (V, E),V = [1, n]，若区间 [l, r] 满足树 T 点集

为 [l, r] 的导出子图是连通图，则称 [l, r] 是 T 的连续段。

“链，树”组合的连续段等价于树的连续段。

“链，树”组合的连续段集是正规、I 类封闭、II 类封闭的，这意味着可以使用 n− 1 个

极小区间来刻画树的连续段。

树的连续段集的一个伪极小区间序列是 ([min path(i, i + 1),max path(i, i + 1)])i∈[1,n−1]，其

中 path(i, i + 1) 表示树上 i 到 i + 1 的路径的点集。

5.3.2 复杂性

树的连续段集不是 III 类封闭的。
考虑图 T = (V, E),V = {1, 2, 3, 4}, E = {(1, 3), (2, 3), (3, 4)}，区间 [1, 3] 和 [3, 4] 都是其连

续段，而 [1, 3] \ [3, 4] = [1, 2] 不是其连续段。
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1

2

3

4

[1, 3]

[3, 4]

[1, 2]

[1, 3], [3, 4] 都是树 T 的连续段，而 [1, 2] 不是。

图 3: 树 T = ({1, 2, 3, 4}, {(1, 3), (2, 3), (3, 4)})

5.4 链，多棵树

5.4.1 性质

定义 5.3 (多棵树的连续段). 对于由 m 棵树构成的序列 T = (T1, . . . , Tm),V(Ti) = [1, n]，

若区间 [l, r] 是所有 Ti 的连续段，则称 [l, r] 是 T 的连续段。

“链，多棵树”组合的连续段等价于多棵树的连续段。

“链，多棵树”组合的连续段集是正规、I类封闭、II类封闭的，这意味着可以使用 n−1

个极小区间来刻画多棵树的连续段。

树构成的序列 T 的连续段集的一个伪极小区间序列是其中各个树 Ti 的伪极小区间序

列对应位取并得到的序列。

5.4.2 复杂性

对于由 n−1个区间构成的序列 A = (A1, . . . , An−1), Ai = [ui, vi]，若对于所有 i ∈ [1, n−1]，

都有 Ai ⊇ [i, i + 1],∀ j ∈ [ui, vi − 1], Aj ⊆ Ai，则称 A 是合法的。

由极小区间的定义及引理 4.2 可知，I, II 类封闭区间集的极小区间序列 MS 是合法的。

定理 5.3. 对于任意一个由 n − 1 个区间构成的合法序列 A，都存在 2 棵树 T1, T2，使

得 (T1, T2) 的连续段集合的极小区间序列恰为 A。

由于所有 I, II 类封闭区间集都对应一个极小区间序列，而极小区间序列都是合法的，
该定理事实上指出了 2 棵树的连续段集可能为所有的 I, II 类封闭区间集。

2025 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 17



2025年信息学奥林匹克中国国家集训队论文           18 2025年信息学奥林匹克中国国家集训队论文           19

浅谈连续段及相关问题 宁波市镇海中学 刘恒熙

对于一个极小区间序列 ([l1, r1], . . . , [ln−1, rn−1])，令

V = [1, n], E1 = {(li, i + 1) | i ∈ [1, n − 1]}, E2 = {(ri, i) | i ∈ [1, n − 1]}, T1 = (V, E1), T2 = (V, E2).

可以验证 (T1, T2) 的连续段集合的极小区间序列恰为 ([l1, r1], . . . , [ln−1, rn−1])。

5.5 链，图

5.5.1 性质

定义 5.4 (图的连续段). 对于一张图 G = (V, E),V = [1, n]，若区间 [l, r] 满足图 G 点集

为 [l, r] 的导出子图是连通图，则称 [l, r] 是 G 的连续段。

“链，图”组合的连续段等价于图的连续段。

“链，图”组合的连续段集是正规、I 类封闭的。

5.5.2 复杂性

图的连续段集不是 II 类封闭的。
考虑图 G = (V, E),V = {1, 2, 3, 4}, E = {(1, 2), (2, 4), (4, 3), (3, 1)}，区间 [1, 3] 和 [2, 4] 都

是其连续段，而 [1, 3] ∩ [2, 4] = [2, 3] 不是其连续段。

1

2

3

4

[1, 3]

[2, 4]

[2, 3]

[1, 3], [2, 4] 都是图 G 的连续段，而 [2, 3] 不是。

图 4: 图 G = ({1, 2, 3, 4}, {(1, 2), (2, 4), (4, 3), (3, 1)})
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5.6 2 棵树

5.6.1 性质

2 棵树的连续段集是正规、I 类封闭、II 类封闭的。但由于没有链的存在，不能重标号
元素，使得连续段为区间。

5.6.2 复杂性

对 2 棵树的连续段计数是 #P − complete 的。

根据 [1]，对给定偏序集上的反链计数是 #P − complete的。因此只需将反链计数多项式

时间归约到 2 棵树的连续段计数，即可证明对 2 棵树的连续段计数是 #P − complete 的。

设给定偏序集为 (S ,⪯)，为了方便起见，设 S = {1, 2, . . . , n}。
令 {xi,1, xi,2, . . . , xi,ki} = { j ∈ S | i ⪯ j, i � j}。
构造点集

V = {a} ∪ {bi | i ∈ S } ∪ {ci | i ∈ S } ∪ {di | i ∈ S } ∪ {ei, j | i, j ∈ S , i � j, i ⪯ j}.

令 (hi,1, hi,2, . . . , hi,ki+4) = (a, bi, di, ei,xi,1 , ei,xi,2 , . . . , ei,xi,ki
, ci)。

构造边集

E1 =
∪
i∈S
{(hi, j, hi, j+1) | j ∈ [1, ki + 3]},

E2 =
∪
i∈S
{(a, di), (a, ci), (ci, bi)} ∪

∪
i, j∈S ,i� j,i⪯ j

{(ei, j, bj)}.

2 棵树 T1 = (V, E1), T2 = (V, E2) 的连续段数量减去 |V | 即为给定偏序集 (S ,⪯) 的反链数

量。

这是因为所有非平凡连续段10与反链存在一一对应关系。

连续段的形式 所有非平凡连续段都能表示成 a ∪ {bi | i ∈ A} ∪ {ci | i ∈ A} ∪ {di | i ∈ A} ∪ {ei, j |
i ∈ A, j ∈ S , i � j, i ⪯ j} 的形式，其中 ∅ � A ⊆ S。

连续段对应到反链 非平凡连续段 a ∪ {bi | i ∈ A} ∪ {ci | i ∈ A} ∪ {di | i ∈ A} ∪ {ei, j | i ∈ A, j ∈
S , i � j, i ⪯ j} 对应反链 {i | i ∈ A,∀ j ⪯ i, j � A}。

反链对应到连续段 反链 A对应非平凡连续段 a∪{bi | i ∈ B}∪ {ci | i ∈ B}∪ {di | i ∈ B}∪ {ei, j |
i ∈ B, j ∈ S , i � j, i ⪯ j}，其中 B = {i | ∃ j ∈ A, j ⪯ i}。

10指至少含有 2 个元素的连续段。
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a

b1

b2

b3

c1

c2

c3

d1

d2

d3

e1,3

e2,3

a

b1

b2

b3

c1

c2

c3

d1

d2

d3

e1,3

e2,3

S = {1, 2, 3},⪯= {(1, 3), (2, 3), (1, 1), (2, 2), (3, 3)}

图 5: 偏序集 (S ,⪯) 和对应的 2 棵树

上述过程把含有 n 个元素偏序集的反链计数问题，归约到了 2 棵 O(n2) 个点的树的连

续段计数问题，因此对 2 棵树的连续段计数是 #P − complete 的，这意味着如果存在该问题

的多项式算法，那么 P = NP。

6 总结

本文中的问题和结构的复杂性或困难性可以大致表示为：

容易

简单

困难

复杂

2 条链 更多条链

I, II, III 类封闭区间集
析合树

链，树 链，多棵树

I, II 类封闭区间集
极小区间序列

链，图

已知多项式算法

2 棵树

本文指出了一类连续段问题的本质——若干个结构上“连通”的子集构成的集合的交。

本文通过极小区间序列刻画了 I, II 类封闭的区间集 S，并给出了对某个右端点 r 求出所有

满足 [l, r] ∈ S 的左端点 l 处的信息之和的线性算法，但需要被维护的信息存在逆元，较为

局限。由于笔者能力有限，没有找到对于半群信息的算法或证明其不存在。此外，本文还给

出了区间集 S 有析合树的充分必要条件，即 S I, II, III 类封闭。最后，本文将区间集 S 上

2025 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 20
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的算法用于解决连续段问题，并证明了一些连续段问题复杂性或困难性，例如计算 2 棵树

的连续段的数量是 #P − complete 的。

希望本文能让读者对连续段有更深刻的理解，并作进一步的研究。
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OI题目中凸性的证明方法
重庆市南开中学校苟竞予

摘 要

在本文中归纳总结了一些 OI题目中的凸性的证明方法，将证明方法分为了三个大类，
分别是规约为常见模型、代数方法、针对几何题的方法，并分别列举了一些例题。

1 前言

凸性在竞赛题目中很常见，研究凸性的文献和资料也已经有很多。在 2023年国家集训
队论文集中，郭羽冲的论文 [3]总结了一些常见的利用凸性解决问题的算法和技巧，并辅以
一些例题。该论文主要通过多个例题讲述具体的算法设计，展示出作者丰富的技巧。通过

网络检索或者在各大题库查找，也能找到非常多与凸性相关的题目和题解。确实，在信息

学竞赛中，很多题目都需要选手发现题目中的凸性，并利用凸性解决问题。近年来这类题

目日益增多，涉及到了很多种算法和技巧。笔者注意到，无论是这类题目的题解，还是选手

对于这类题目的讨论，一般都不太重视凸性的证明。笔者查阅大量相关资料后发现大部分

资料的关注点都集中在如何利用凸性解题上，即算法设计层面，而题目中的凸性如何证明

却常常被忽略或过于简略。基于这一现象，笔者结合自己做题积累的经验，将证明凸性的

方法分为了三个大类，以例题的方式展现，主要从分析题目性质的角度出发，着重探讨如何

严谨的证明题目中的凸性。

2 基本概念

2.1 凸函数

函数的凸性是一种带有几何意义的数学性质。凸函数和凹函数的定义，在一些不同的

中文数学教材中完全相反，而以英文为主的外文资料中有统一的定义。外文资料中凸函数

定义为：

定义 2.1 (Convex Function). 定义在某个向量空间的凸子集 C上，对于 ∀a, b ∈ C满足

f
(
a + b

2

)
≤ f (a) + f (b)

2
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特别的，如果定义域为实数区间，则函数图像为一条开口向上的曲线，曲线上方的区域

是凸集。凹函数的定义与凸函数定义的不等号相反，其函数图像为开口向下的曲线。

中文数学教材中有一些与国际保持一致，也有一部分与之恰恰相反。笔者认为这可能

是因为汉字中“凸”和“凹”这两个字的语义造成的，“凸”让人产生一种函数曲线开口向

下的直觉，而“凹”则让人觉得曲线开口向上。对于这些定义中的争议，笔者建议各位读者

在阅读相关文献时保持谨慎的态度，先确认作者对凸函数究竟如何定义。另外笔者倡议各

位读者如果要自己进行写作，最好在合适的位置给出明确的解释，并在同一语境下保证定

义的一致性，以避免给他人造成阅读障碍。

在本文中，函数凸性延续了参考文献 [3]的定义，将具有凸性的函数分为上凸函数和下
凸函数两类。具体的：

定义 2.2 (上凸函数). 函数 f (x)是上凸函数，当且仅当对于定义域内的 ∀a, b都满足

f
(
a + b

2

)
≥ f (a) + f (b)

2

定义 2.3 (下凸函数). 函数 f (x)是下凸函数，当且仅当对于定义域内的 ∀a, b都满足

f
(
a + b

2

)
≤ f (a) + f (b)

2

2.2 凸序列

序列可以视为定义域内的元素都是整数的函数。对于序列这样的函数，凸性的定义可

以等价的写为任意连续 3项之间的大小关系。

定义 2.4 (上凸序列). 序列 {an}是上凸的，当且仅当

∀i, 2ai ≥ ai−1 + ai+1

定义 2.5 (下凸序列). 同理，序列 {an}是下凸的，当且仅当

∀i, 2ai ≤ ai−1 + ai+1

当序列项数 ≥ 3时以上定义才会生效，而项数 < 3的序列讨论凸性没有意义。然而，在

实际问题中往往存在边界情况，因此序列项数 < 3也很常见。一般情况下，可以认为项数

< 3的序列既是上凸的，也是下凸的。

序列 {an}的差分序列定义为 {bn}，满足 bi = ai − ai−1 。

序列是上凸的，等价于差分序列是单调递减的。这可以通过将凸序列的定义稍加变形

得到。

2ai ≥ ai−1 + ai+1

⇔ ai − ai−1 ≥ ai+1 − ai

⇔ bi ≥ bi+1

XXXX 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 2
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同理，序列下凸等价于差分序列单调递增。

序列 {an}的二阶差分序列 {ci}定义为 {bn}的差分序列，即 ci = bi − bi−1 。则序列上凸等

价于二阶差分序列 ci ≤ 0，序列下凸等价于二阶差分序列 ci ≥ 0。

3 规约为常见算法模型证明

竞赛题目中要证明凸性，可以优先考虑将题目归结为比较常见的算法模型。与凸性密

切相关的算法模型有费用流模型和四边形不等式模型，二者都有丰富的理论系统可以直接

套用。于是，只要能够将题目中的模型规约到费用流或者四边形不等式的模型上，证明凸

性就变得轻而易举。

3.1 费用流

竞赛中很多问题可以用费用流模型来理解，可能转化为建图后用费用流算法求解，也可

能用数据结构或者其他手段模拟费用流来更高效的解决。OI中建图求解费用流一般用 SSP
算法 [2]，即每次找最短路进行增广，直到图上不存在增广路为止。以最小费用最大流问题
为例，随着算法的进行，图中流量不断增加，增广路的长度也在不断增加。如果将总费用写

成关于流量的函数，则该函数的差分单调不降，所以是下凸函数。同理，最大费用最大流问

题费用是关于流量的上凸函数。

例题 3.1 (House Deconstruction 简化版 1). 大小为 x 的环上有 n 个人 m 座房子，其中

n < m。给每个人分配一座房子，代价为环上的距离。求最小总代价。

数据范围 1 ≤ n < m ≤ 2 × 105 ，n + m ≤ x ≤ 109 。

算法 1 考虑 n = m时如何快速计算。若钦定没有人经过位置 1和 x之间的边，则此时

的环等价一条链。设计 ci 为前 i个位置人的数量减去前 i个位置的房子数量。容易注意到，

一条边不会有两人分别从两个方向经过，若有，则交换这两个人的房子不劣。

因此，此时对应的代价即为
x−1∑
i=1

∣∣∣ci

∣∣∣。
考虑钦定有 k人经过走过了边 x → 1，或者 k < 0表示有 −k个人经过边 1 → x时，怎

么计算代价。

当 k > 0时，等价于环最后加一个点 x + 1，x到 x + 1有一条边，而 x + 1上额外增加 k

个房子，并在 1处额外增加 k个人。当 k < 0同理。

令此时的代价为 h(k) =
x∑

i=1

∣∣∣k + ci

∣∣∣。注意到 h(k)表达式中每个绝对值均为关于 k的下凸

函数，所以 h(k)也是下凸函数。本题答案为 h(k)的最小值，直接对 k三分即可求解。时间

复杂度 O((n + m) log(n + m))

1来源：The 3rd Universal Cup. Stage 0: Trial Contest，原题除了求最小总代价，还要计算方案数
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算法 2 考虑直接建模为有源汇最小费用最大流：源点向每个人的位置连一条容量为 1

费用为 0的边，每个房子的位置向汇点连一条容量为 1费用为 0的边，而环上相邻两点间

正向与反向分别连一条容量为 +∞费用为 1的边。参考图 1

图 1: 费用流建图示例。环长 x = 8，在位置 2, 4各有一人，在位置 3, 5, 7各有一座房子。

令 g(k)表示钦定费用流图中点 x和点 1之间两条边流量之差为 k 时（k > 0则方向为

x→ 1流量为 k，否则为 1→ x流量为 −k），原图的最小费用最大流。

引理 3.1. 函数 g(k)在定义域 [−n, n]上是一个下凸函数。

证明. 等价于一个有源汇有上下界最小费用可行流问题，其中 x → 1流量的上下界限制为

[−n, n]。

不妨先令 x→ 1的流量为 −n，等价于钦定 1→ x的流量为 n，并在当前图上先跑有源

汇有上下界最小费用可行流，令此时的费用为 y。现在可以考虑 k从 [−n, n]的过程中 x→ 1

的费用变化，这等价于当 k ∈ [−n, 0]时每增加 1流量费用减少 1；当 k ∈ [0, n]时每增加 1流

量费用增加 1。

因此可以在残量网络上新建一条 x→ 1的边，容量为 n，费用为 1。考虑当 k变成 k+ 1

时：

• 若 k < 0，则一定会在 1→ x的边退回 1流量；

• 若 k ≥ 0，则一定会在 x→ 1的边增加 1流量。

因此，直接添加一条超级源至位置 x的容量为 2n费用为 0的边，设其为 e，并添加一条
位置 1至超级汇的容量为 2n费用为 0的边。在当前图上再次跑上下界最小费用可行流，则

g(k)的答案就是 e流量为 k + n时的最小费用，加上原图的费用 y。根据费用流的性质可知，

当 k增加 1时 g(k)增加量单调不降，因此 g(k)时下凸函数，引理 3.1得证。
□

算法 3 考虑结合算法 1与算法 2。显然算法 1的 h(k)与算法 2的 g(k)相等。所以我们

仍对 k三分，接下来则只需解决固定 k时的问题。修改 ci 的定义，令 ci 为前 i个位置人的
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数量减去前 i个位置中有人匹配的房子数量。我们考虑利用 dp解决此问题，设 dp(i, j)表示

考虑了前 i个位置，ci + k = j的最小代价。初始值为 dp(0, k) = 0，转移如下：

dp(i, j) =



dp(i − 1, j − 1) + | j| 位置i是人

min
(
dp(i − 1, j + 1), dp(i − 1, j)

)
+ | j| 位置i是房子

dp(i, j) = dp(i − 1, j) + | j| 位置i为空

最终的答案即为 dp(x, k)。

注意到 dp(i, j)对于固定的 i，关于 j是下凸的。程序实现为了方便，可以把状态改为

dp(i, j)表示前 i个位置选了 j个房子的最小代价。这时最小值的位置 j一定是单调不降的，

可以用数组维护最小值右侧的斜率的差分。对于房子只需插入一个 0的斜率，连续的空位

置和人可以合并处理。

算法时间复杂度 O(m log n)，空间复杂度 O(n + m)。

3.2 四边形不等式

定义 3.1 (四边形不等式). 如果对于 a ≤ b ≤ c ≤ d，二元函数 w满足以下条件则称为满

足四边形不等式：

w(a, c) + w(b, d) ≤ w(a, d) + w(b, c)

四边形不等式在各种 OI学习资料，例如 OI-wiki [1]等，都已经有很多非常详细的讲述
和论证。本文中不再详细描述，只将几个常用的题目模型和与之对应的结论罗列出来，具

体证明可以参考其他资料和文献。在证明题目凸性时，如果要将问题规约到四边形不等式

模型，核心在于找到题目中满足四边形不等式的代价函数 w。

例题 3.2 (划分问题). 将 1, 2, · · · , n划分成多段，段 l, · · · , r的代价为 w(l, r)，求最小总

代价。

DP转移方程形如

f (i) = min
1≤ j≤i

f ( j − 1) + w( j, i)

只要 w( j, i)满足四边形不等式，则状态转移具有决策单调性。用这个结论可以将 DP用二分
队列优化到 O(n log n)时间复杂度。

例题 3.3 (段数划分问题). 将 1, 2, · · · , n划分成 m段，段 l, · · · , r的代价为 w(l, r)，求最

小总代价。

DP转移方程形如

f (i, k) = min
1≤ j≤i

f ( j − 1, k − 1) + w( j, i)
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只要 w( j, i)满足四边形不等式，则 f (i, k)是关于 k的下凸函数。这个结论是 wqs二分算法的
基础，将计算 f (n,m)的时间复杂度优化到 O(n log n log W)，其中W 是某个与 w( j, i)值域相

关的常数。

例题 3.4 (Bar Cover 2). 给一个长度为 n的整数序列 a1, · · · , an ，一张卡片可以覆盖连续

k个数，卡片不能重叠。对 i = 1, 2, · · · , ⌊ n
k ⌋分别计算恰好用 i张卡片时被覆盖所有数字之和

的最大值。

数据范围 1 ≤ n ≤ 2 × 105 ，1 ≤ k ≤ min(5, n)，|ai| ≤ 109 。

为方便描述，设使用 i张卡片的答案为 f (i)，其中 0 ≤ i ≤ ⌊ n
k ⌋。

引理 3.2. f (i)是上凸函数。即对于 0 < i < ⌊ n
k ⌋都有 f (i − 1) + f (i + 1) ≤ 2 f (i)。

本题可以直接利用题目中的组合意义证明，也可以套用四边形不等式模型来证明凸性。

以下是用组合意义证明：

证明. 设 f (i− 1)对应最优方案的 i− 1张卡片起点位置分别是 b1, b2, · · · , bi−1，设 f (i+ 1)对

应最优方案的 i + 1张卡片起点位置分别是 c1, c2, · · · , ci+1 。它们满足相邻两项之差至少为 k

，即 bj + k ≤ bj+1 ，c j + k ≤ c j+1 。

将 b1, · · · , bi−1 和 c1, · · · , ci+1 归并，设归并后的序列为 d1, d2, · · · , d2i 。按归并后的下标

奇偶性重新划分成两个子序列 D1 = (d1, d3, d5, · · · , d2i−1)和 D2 = (d2, d4, d6, · · · , d2i)。序列 D1

和 D2 也满足相邻两项之差至少为 k，即 dj + k ≤ dj+2 。这是因为：

• 如果 dj 和 dj+2 来自归并前的同一个序列则相差至少为 k；

• 如果来自不同序列，则考虑中间项 dj+1 ，无论 dj+1 与 dj 和 dj+2 中哪一项来自归并前

的同一个序列，都会相差至少为 k。又因为 dj ≤ dj+1 ≤ dj+2 ，从而 dj + k ≤ dj+2 。

也就是说序列 D1 和 D2 分别对应了合法方案，方案的卡片数量等于 i。上述过程并未

增删或移动卡片，所以这两个方案的数字之和的和等于 f (i − 1) + f (i + 1)。而 f (i)是 i张卡

片的最优方案的代价，必然不小于这两个方案中的任意一个，所以 f (i − 1) + f (i + 1) ≤ 2 f (i)

。引理 3.2得证。
可以参照图片 2中的实例理解上述过程。

□

以下是利用四边形不等式模型证明：

2来源：Atcoder ABC383 G
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图 2: 组合意义证明 f (3) + f (5) ≤ 2 f (4)的一个示例

图 3: 该示例的 f (i)函数曲线

证明. 设 w(l, r)表示在 al, · · · , ar 范围内放置一张卡片时的最大值。则

w(l, r) =


−∞ r − l + 1 < k

max
l≤p≤r−k+1

(
ap + · · · + ap+k−1

)
r − l + 1 ≥ k

上式中的∞在实际程序中设置远大于 |ai|值域上限的常数。设 bp = ap + · · ·+ ap+k−1，其

中 1 ≤ p ≤ n − k + 1。考虑 ∆ = w(l, r − 1) + w(l + 1, r) − w(l + 1, r − 1) − w(l, r)的正负性，设

bp1 和 bp2 分别是 bl, · · · , br−k+1 中的最大和次大

• 若 l < p1 < r − k + 1，则这四个区间的代价均为 bp1 ，从而 ∆ = 0；

• 若 p1 = l或者 p1 = r − k + 1
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– 若 l < p2 < r − k + 1，则四个区间有两个代价为 bp1 ，另外两个为 bp2 ，从而

∆ = 0；

– 若 p2 等于 l和 r − k + 1中的另一个，则 w(l + 1, r − 1)的值为第三大的 bp ，此

时 ∆ ≥ 0；

由 ∆ ≥ 0得 w(l, r)满足四边形不等式。也就是说，本题符合“段数划分问题”的 DP模
型，所以划分 i段的总代价关于 i是上凸函数。

□

在确定了此题的答案具有凸性之后，可以利用凸性解决问题。

算法 1 使用分治算法，将子问题 (l, r)设置为：对每个子序列 al+x, · · · , ar−y 分别计算原

题答案的凸序列 fx,y(i)，其中 0 ≤ x, y ≤ k− 1。每个子问题共 O(k2)个答案序列，每个答案序

列的长度为 O( r−l+1
k )。分治时先递归求解子问题 (l,mid)和 (mid + 1, r)，然后将它们的答案

合并为子问题 (l, r)的答案，合并时需要用 k3 次凸序列 (max,+)卷积，即闵可夫斯基和，时

间复杂度 O
(
k3 · r−l+1

k

)
。算法总时间复杂度 O(k2n log n)，空间复杂度 O(kn log n)。

由四边形不等式，本题的 DP算法还具有决策单调性，算法也可以基于这一点设计。
算法 2 设 f (p, i)表示 a1, · · · , ap 放置 i张卡片的最大总和。转移方程

f (p, i) = max


f (p − 1, i)

f (p − k, i − 1) + bp−k+1

根据决策单调性，存在整数 ip ，当 i ≤ ip 时状态从 f (p − 1, i) 转移，当 i > ip 时状态从

f (p − k, i − 1) + bp−k+1 转移。用可持久化平衡树维护 DP状态数组，对每个 p用一棵平衡树

Tree(p)存储 i = 0, 1, 2 · · · 的状态 f (p, i)。那么状态转移可以视为取 Tree(p − 1)的前 ip 个节

点，再取 Tree(p−k)的从第 ip起的后面所有节点，打标记后再拼接在一起。可以先二分 ip的

值，在平衡树上查询 f (p − 1, i)和 f (p − k, i − 1) + bp−k+1比较谁更优来验证 ip偏小或者偏大。

每个 p的状态转移需要 O(log2 n)时间复杂度求 ip，然后 O(log n)的时间复杂度构建 Tree(p)

。算法总时间复杂度 O(n log2 n)，空间复杂度 O(n)。

算法 2的时间复杂度与 k 无关，对于 k 数据范围稍大的情况仍然可以处理，适用范围

比算法 1更广。但因为其常数较大，所以在本题 k ≤ 5的数据范围下比算法 1稍慢。

4 基于代数方法的证明

凸性的定义本身具备代数形式，因此有些题可以采用代数方法证明凸性。这样的证明

方法一般来说不容易拓展到其他题目，只能作为个例。本章展示两道例题的代数证明过程。
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4.1 一个例题

例题 4.1 (高性能计算机 3). 把 nA 个 A类任务和 nB 个 B类任务分配给一台计算机的 p

个计算节点。第 i个计算节点有四个参数 tA
i , t

B
i , k

A
i , k

B
i ，表示这个节点连续执行 x个 A类任

务需要 tA
i + kA

i · x2纳秒，连续执行 x个 B类任务需要 tB
i + kB

i · x2纳秒。所有计算节点同时启

动，求完成所有任务最少需要多少纳秒。

数据范围 1 ≤ nA, nB ≤ 60，1 ≤ p ≤ 20，1 ≤ tA
i , t

B
i ≤ 1000，1 ≤ kA

i , k
B
i ≤ 50。

值得注意的是此题年代久远，设计算法需要以当时的评测机性能为参考。

算法 1 在不分析题目性质的情况下，可以分两步进行 DP，先计算每一个计算节点的信
息，再算将它们合并到一起。第一步设 f (i, a, b, c)表示第 i个计算节点解决 a个 A类任务
和 b个 B类任务，且最后一个任务的类型是 c的最短用时。其中 1 ≤ i ≤ p，1 ≤ a ≤ nA ，

1 ≤ b ≤ nB，c ∈ {0, 1}。状态转移需要枚举最后一段任务的数量：

f (i, a, b, 0) = min
1≤x≤a

(
f (i, a − x, b, 1) + tA

i + kA
i · x2

)

f (i, a, b, 1) = min
1≤x≤b

(
f (i, a, b − x, 0) + tB

i + kB
i · x2

)

接下来不妨设 f (i, a, b) = min
(
f (i, a, b, 0), f (i, a, b, 1)

)
。第二步设 g(i, a, b)表示前 i个计

算节点解决 a个 A类任务和 b个 B类任务的最短用时。状态转移需要枚举第 i台机器解决

的两类任务数量 x和 y：

g(i, a, b) = min
0≤x≤a

min
0≤y≤b

max
(
g(i − 1, a − x, b − y), f (i, x, y)

)

该算法第一部分 DP 的时间复杂度 O(pn3) ，第二部分 DP 的时间复杂度高达 O(pn4) ，

整个算法的空间复杂度为 O(pn2)。以现代评测机的运行效率，这个算法可以轻松通过本题；

但如果以 2001年的评测机效率为准，则有一定的超时风险。算法时间复杂度的瓶颈在于第
二部分 DP，所以需要针对第二部分优化。
算法 2 发现 f (i, a, b)固定 a时是 b的单谷函数。如果A类任务数量固定的情况下，每个计

算节点能在一定时间内解决的 B类任务数量是一个连续区间，即固定 a, t时满足 f (i, a, b) ≤ t

的 b是一段连续区间。如果增大时间限制 t，区间范围扩大。将算法 1的第二部分 DP改成
二分答案：二分时间限制 ans，先利用第一阶段DP结果 f (i, a, b)算出第 i台机器在 ans时间

内必须恰好解决 a个 A类任务的情况下至少和至多可以解决多少个 B类任务，记为 h(i, a)。

hmin(i, a) = min{b | f (i, a, b) ≤ ans}

hmax(i, a) = max{b | f (i, a, b) ≤ ans}

再设 g(i, a)表示在 ans时间内前 i个计算节点必须恰好解决 a个 A类任务的同时最少和最

3来源：WC2001
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多可以解决多少个 B类任务。二分要验证 nB在 g(p, nA)的区间内。

gmin(i, a) = min
0≤x≤a

(
gmin(i − 1, a − x) + hmin(i, x)

)

gmax(i, a) = max
0≤x≤a

(
gmax(i − 1, a − x) + hmax(i, x)

)

该算法将第二部分优化到 O(pn2 log ans)。虽然效率提高，但遗留了一个关键问题：为

什么 f (i, a, b)固定 a时是 b的单谷函数？如果用程序打表观察这个性质很容易被发现，但是

要证明这个性质却并不容易。而且事实上，本题中隐藏的性质并不止于此，还有更多可以

挖掘的性质，以凸性为主，单谷性的证明需要依赖这些隐藏的凸性。

因为只考虑单个计算节点，以下为方便描述将 f (i, a, b)简记为 f (a, b)，省略了计算节点

的编号 i。f (a, b)的最优策略将 a个 A类任务和 b个 B类任务分别划分成连续段，设连续段
的长度分别为 a1, a2, · · · , ar和 b1, b2, · · · , bs，其中 |r− s| ≤ 1，a1+ · · ·+ar = a，b1+ · · ·+bs = b

。

引理 4.1. 最优策略中不存在 |aj1 − aj2 | ≥ 2，也不存在 |bj1 − bj2 | ≥ 2。

证明. 由于对称性，只需证明不存在 |aj1 − aj2 | ≥ 2，用反证法证明。假设存在 aj1 − aj2 ≥ 2，

若将这两个连续段的长度调整 a′j1 = aj1 − 1，a′j2 = aj2 + 1，其他连续段长度均不变。新方案

与原方案代价之差为

∆ = kA
i ·
(
(aj1 − 1)2 + (aj2 + 1)2 − a2

j1 − a2
j2

)

= kA
i ·
(
2 − 2(aj1 − aj2 )

)

≤ kA
i · (2 − 2 × 2)

< 0

即调整后的新方案比原方案更优，这与原方案是最优策略的假设相矛盾。因此最优策

略中一定不存在 |aj1 − aj2 | ≥ 2，由对称性，也一定不存在 |bj1 − bj2 | ≥ 2。引理 4.1得证。
□

由引理 4.1可知，最优策略的连续段长度满足所有 aj 至多相差 1，所有 bj 也至多相差

1。基于这一性质，其实已经不用 DP就可以计算 f (a, b)的值了。枚举 A类任务的连续段数
量 r = 1, 2, · · · , a，则 A类任务连续段的长度为 ⌊ a

r ⌋和 ⌊
a
r + 1⌋，两种长度的连续段数量分别

为 r − (a mod r)和 a mod r。不妨设 a = α · r + β，其中 0 ≤ β < r。则 a个 A类任务分成 r

段的的最小总代价为

fA(a, r) = r · tA
i + kA

i · (r − β) · α2 + kA
i · β · (α + 1)2

显然 B类任务分成 s段的最小总代价 fB(b, s)具有相同的形式。

函数 fA(a, r)形式较为复杂，这使得发觉其性质的难度很高。此时不妨先采用不严谨的

方式进行观察，确定可能的性质明确研究方向后再尝试严谨证明。将划分连续段限制放宽，

XXXX 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 10
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允许连续段的长度不必是整数，从而使函数定义域从整数区间变成实数区间。r个“连续段”

长度均为 a
r ，新的代价函数为

f ∗A(a, r) =r · tA
i + kA

i · r ·
(a

r

)2

=r · tA
i + kA

i · a2 · 1
r

根据均值不等式， fA(a, r) ≥ f ∗A(a, r)，取等条件当且仅当 a
r 是整数。

观察 f ∗A(a, r)的表达式可以发现：

• 固定 r时，函数 f ∗A(a, r)是关于 a的下凸函数，且单调递增；

• 固定 a时，函数 f ∗A(a, r)是关于 r的下凸函数。

• 设 r0 = a ·
√

kA
i

tA
i

– 若 r0 ≤ a，则函数 f ∗A(a, r)在 r ∈ [1, r0]单调递减，在 r ∈ [r0, a]单调递增，在

r = r0 处时取得最小值；

– 否则函数 f ∗A(a, r)在定义域内 r ∈ [1, a]单调递减，在 r = a处取得最小值。

事实上函数 fA(a, r)也满足上述下凸的性质，且取得最小值的点为 r0取整（向上或向下

均有可能）。该证明过程需要用到较多的分类讨论，较为繁琐。

引理 4.2. fA(a, r)是关于 a的下凸函数，且单调递增。

图 4展示了 fA(a, r)关于 a的函数曲线，图中三种情况均为下凸函数。

图 4: 不同情况下 fA(a, r)关于 a的函数曲线示例（tA
i = 22, kA

i = 19）
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证明. 假设 r固定，考虑 a增加 1时 fA(a, r)变成 fA(a + 1, r)。显然，最优划分方案是将一

个长度为 α的连续段变成 α + 1，其他连续段长度都不变。这个操作显然使代价增大，所以

即 fA(a, r)在固定 r时关于 a时单调递增的。考虑增加量：

∆(a) = fA(a, r) − fA(a − 1, r)

=kA
i · (α + 1)2 − kA

i α

=kA
i · (2α + 1)

=kA
i ·
(
2
⌊a

r

⌋
+ 1
)

> 0

即增加量 ∆(a)关于 a单调不降且恒大于零，所以 fA(a, r)关于 a是单调递增的下凸函数。

□

引理 4.3. fA(a, r)是关于 r在每个整除分块 ⌊ a
α+1 ⌋ < r ≤ ⌊ a

α
⌋内是一次函数。

证明. 如果 r和 r+1在同一个整除块内，设 a = α·r+β = α′ ·(r+1)+β′，则 α = ⌊ a
r ⌋ = ⌊

a
r+1 ⌋ = α′

，β′ = β − α。函数 fA(a, r)的变化量：

∆(r) = fA(a, r + 1) − fA(a, r)

=
(
(r + 1) · tA

i + kA
i · (r + 1 − β + α) · α2 + kA

i · (β − α) · (α + 1)2
)

−
(
r · tA

i + kA
i · (r − β) · α2 + kA

i · β · (α + 1)2
)

=tA
i + kA

i · (α + 1) · α2 + kA
i · (−α) · (α + 1)2

=tA
i − kA

i · α · (α + 1)

当 r在同一个整除块内时 ∆(r)是定值，所以每一个整除块内 fA(a, r)是一次函数，斜率

为 ∆(r)。

□

用直线 Lα表示该一次函数，解析式为：

Lα(r) =tA
i · r + kA

i ·
(
(r − β) · α2 + β · (α + 1)2

)

=tA
i · r + kA

i ·
(
(r − a + α · r) · α2 + (a − α · r) · (α + 1)2

)

注意到这样的定义，即使 α的整除块内只有一个整数 r，或者没有整数 r，也可以确定

一条直线。

每个整除块的 α随着 r 增大而减小，所以随着 r 增大，每个整除块的一次函数的斜率

随着 r增大而增大。如果要进一步证明 fA(a, r)是下凸函数，则需要证明每段整除块之间的

连接处也满足下凸性质。
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引理 4.4. 对于 1 ≤ r ≤ a有 fA(a, r) = max
1≤α≤a

Lα(r)，即 fA(a, r)是所有直线的半平面交，是

关于 r的下凸函数。

图 5展示了 fA(a, r)关于 r的函数曲线，图中三种情况均为下凸函数。

图 5: 不同情况下 fA(a, r)关于 r的函数曲线示例（a = 12, kA
i = 19）

证明. 设 r0 − 1是整除块 ⌊ a
α+1 ⌋ < r ≤ ⌊ a

α
⌋的右端点，即 r0 − 1 = ⌊ a

α
⌋。r0 是下一个整除块 Lα′

的左端点，其中 α′满足 α > α′。下证：在 r0 处 Lα < Lα−1 < · · · < Lα′ 。设 α ≥ δ > α′

Lδ(r0) =tA
i · r0 + kA

i ·
(
(r0 − a + δ · r0) · δ2 + (a − δ · r0) · (δ + 1)2

)

=tA
i · r0 + kA

i ·
(
− r0 · δ · (δ + 1) + a · (2δ + 1)

)

那么

Lδ(r0) − Lδ−1(r0) =kA
i ·
(
− r0 · δ · (δ + 1) + a · (2δ + 1)

)

− kA
i ·
(
− r0 · (δ − 1) · δ + a · (2δ − 1)

)

=kA
i · 2 ·

( − r0 · δ + a
)

<0

同理可以证明，在 r0 − 1处 Lα > Lα−1 > · · · > Lα′ 。因此，Lα, Lα−1 · · · , Lα′ 这些直线任
意两条的交点都在开区间 (r0 − 1, r0)内，当 r ≤ r0 − 1时 Lα > Lα−1 > · · · > Lα′ ，当 r ≥ r0 时

Lα < Lα−1 < · · · < Lα′ 。结合这些直线斜率单调递增的性质，这样就证明了 fA(a, r)是所有直

线 Lα的半平面交。并由此推论 fA(a, r)是关于 r的下凸函数，引理 4.4得证。
□
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值得一提的是，事实上 fA(a, r)可以 DP计算，且符合四边形不等式中“段数划分问题”
的模型，因此可以跳过前几个引理直接证明 fA(a, r)关于 r是下凸函数。但这样的证明相当

于将四边形不等式理论当做一个黑盒使用，对函数本身的性质的分析并不够深入，无法说

明连续段长度至多相差 1，也无法得到函数的解析式，更无法说明函数最小值在 r 满足什

么条件时取得。然而，这些结论恰恰又是本文的后续证明中需要用到的。

现在已经深度挖掘了函数 fA(a, r)的性质，即仅考虑一种任务时任务数、段数、总时间

之间的关系，可以开始着手研究两种任务整体的情况，也就是

f (a, b) = min
|r−s|≤1

(
fA(a, r) + fB(b, s)

)

考虑 f (a, b)取得最小值时候的段数的二元组 ⟨r, s⟩。根据引理 4.4可以知道 fA(a, r)和

fB(b, s)分别是关于 r和 s的下凸函数，设二者取得极小值的点分别为 r0和 s0。若 kA
i < tA

i 则

r0 ≈ a ·
√

kA
i

tA
i
（向上或向下取整），否则 r0 = a。s0 同理。在增设限制 |r − s| ≤ 1后， f (a, b)

取得整体最优的 ⟨r, s⟩分为以下三种情况：

1. r < s：因为 ⟨r, s⟩比 ⟨r + 1, s⟩优，即 fA(a, r) ≤ fA(a, r + 1)，或者 r = a，所以 r0 ≤ r。

因为 ⟨r, s⟩比 ⟨r, s − 1⟩优，所以 s ≤ s0 。也就是 r0 ≤ r < s ≤ s0 。

2. r = s：因为 ⟨r, s⟩比 ⟨r ± 1, s⟩和 ⟨r, s ± 1⟩都要优，所以必然是 fA(a, r)和 fB(b, s)同时

取到了各自的极小值，即 r0 = r = s = s0 。

3. r > s：与情况 1同理，s0 ≤ s < r ≤ r0 。

固定 b考虑 a从 1开始逐渐增大，则 s0固定而 r0逐渐增大。故取得整体最优的 (r, s)初

始为情况 1，某个时刻变成情况 2，再某个时刻变成情况 3。且随着 a每次增加 1，r每次至

多增加 1。

引理 4.5. 若 f (a, b) ≥ f (a + 1, b)，则 f (a, b)最优方案的 A类任务划分段数 r = a。

证明. 反之，考虑 r < a的时候。

若 f (a, b)变成 f (a+1, b)时，最优段数 (r, s)变成 (r′, s′)，其中 r ≤ r′ ≤ r+1，s ≤ s′ ≤ s+1

。考虑中间状态 fA(a, r′) + fB(b, s′)，即任务数量为 a, b但钦定段数为 (r′, s′)的答案。中间

状态与 f (a, b)相比不优。而 f (a + 1, b)与中间状态相比，B类任务方案不变，A类任务方
案中某个连续段长度加 1 。因此 f (a, b) ≤ fA(a, r′) + fB(b, s′) < f (a + 1, b) 。即当 r < a 时

f (a, b) < f (a + 1, b)。

如果 f (a, b) ≥ f (a + 1, b)，则只可能是在 f (a, b)最优方案满足 r = a时。引理 4.5得证。
□

引理 4.6. 当最优方案满足 r = a时，固定 b，则 f (a, b)是关于 a的下凸函数。
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证明. 此时 f (a, b) = fA(a, a) + fB(b, a + 1)。其中 fA(a, a) = (tA
i + kA

i ) · a，是关于 a的一次函

数， fB(b, a + 1)已经证明是关于 a的下凸函数。所以 f (a, b)在该情况下是下凸函数。

□

由此引理 4.5和引理 4.6可以得到推论：固定 b时， f (a, b)可以视为一段下凸函数和一

段递增函数的拼接，所以 f (a, b)是单谷函数。至此，算法 2中用到的结论终于得到可严格
的证明。

图 6展示了 f (a, b)关于 a的函数曲线，图中三种情况均为单谷函数。每条曲线上的符

合 r = a的空心点满足下凸性质；而从最后一个空心点起，曲线单调递增。每条曲线都呈现

为单谷函数。

图 6: 不同情况下 f (a, b)关于 a的函数曲线示例，参数 tA
i = 16，kA

i = 14，tB
i = 19，kB

i = 16

。图中空心点表示最优方案满足 r = a的点。

4.2 另一个例题

例题 4.2 (Dedenne 4). 单词是不含连续 0的 01串，词典是任意两个单词不形成前缀关系

的单词集合。一个 01串如果是词典中 k个单词的前缀则代价为
∑k

j=1(1 + ⌊log2 j⌋)，词典的
代价为所有 01串的代价之和（含空串）。求 n个单词的词典的代价的最小值。

数据范围 1 ≤ n ≤ 1015 ，多组数据 1 ≤ t ≤ 50000。

算法 1 题目中的代价函数 w(k) =
∑k

j=1(1 + ⌊log2 j⌋)可以在 O(log k)时间复杂度内计算。

词典的代价显然和词典的 Trie树有关，每个对代价有贡献的 01串与词典的 Trie树节点一一
对应。设答案为 f (n)，考虑 Trie树根节点左子树包含 k个叶子节点，右子树包含 n− k个叶

4来源：XX Open Cup named after E.V. Pankratiev, Grand Prix of Warsaw
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子节点，可以列出 DP状态转移方程：

f (1) = w(1) = 1

f (n) = w(n) + min
1≤k≤n−1

(
w(k) · [k > 1] + f (k) + f (n − k)

)

时间复杂度 O(n2)。对这个算法进行优化需要分析性质。

引理 4.7. 代价函数 w(k)是下凸函数。

图 7: 函数 w(k)的曲线

证明. w(k) − w(k − 1) = 1 + ⌊log2 k⌋。因为 w(k)差分序列单调不降，所以 w(k)是下凸函数。

□

引理 4.8. DP状态 f (n)是单调递增的下凸函数。

引理 4.9. 状态 f (n)的 DP转移具有决策单调性，最优决策点 kn 满足 0 ≤ kn − kn−1 ≤ 1。

证明. 将两个引理一起证明，证明采用数学归纳法，两个引理的证明过程需要相互用到对方
作为归纳假设。

由于最优转移点为 k = 1时 DP转移方程具有特殊性，所以数学归纳法需要验证足够项
数直到最优转移点 kn > 1。
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图 8: 函数 f (n)的曲线

n f (n) kn f (n) − f (n − 1)

1 1
2 5 1 4
3 11 1 6
4 20 1 9
5 30 2 10
6 41 3 11

表中列举了 n ≤ 6时的 DP状态 f (n)、最优转移点 kn、以及 DP状态的差分序列，在这
个范围内引理成立。设 n0 ≥ 6，假设引理 4.8和引理 4.9的结论对于 2 ≤ n ≤ n0 都成立，下

证 n = n0 + 1时结论同样成立。

设 w(n)的差分序列为 dw(n)，则 dw(n)单调不降。设 f (n)的差分序列为 d f (n) = f (n) −
f (n − 1)，则在引理结论成立的范围内 d f (n)单调不降。

先证明 n0 + 1处的决策单调性，即证 0 ≤ kn0+1 − kn0 ≤ 1。

在计算 f (n0)时，决策点 kn0 最优，那么从转移点 k � kn0 转移与从最优转移点转移的代

价之差大于零：

∆(n0, k, kn0 ) =
(
w(k) + f (k) + f (n0 − k)

)

−
(
w(kn0 ) + f (kn0 ) + f (n0 − kn0 )

)

≥0
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在计算 f (n0 + 1)时，若 k < kn0 ，考虑从 k转移和从 kn0 转移的代价之差：

∆(n0 + 1, k, kn0 ) =
(
w(k) + f (k) + f (n0 + 1 − k)

)

−
(
w(kn0 ) + f (kn0 ) + f (n0 + 1 − kn0 )

)

=
(
w(k) + f (k) + f (n0 − k)

)
−
(
w(kn0 ) + f (kn0 ) + f (n0 − kn0 )

)

+
(

f (n0 + 1 − k) − f (n0 − k)
)
−
(

f (n0 + 1 − kn0 ) − f (n0 − kn0 )
)

=∆(n0, k, kn0 ) + d f (n0 + 1 − k) − d f (n0 + 1 − kn0 )

≥0

即从 k < kn0 的任何转移点进行状态转移都不如从 k = kn0 转移优，所以 kn0+1 ≥ kn0 。

同理，若 k > kn0 + 1，考虑从 k转移和从 kn0 + 1转移的代价之差：

∆(n0 + 1, k, kn0 + 1) =
(
w(k) + f (k) + f (n0 + 1 − k)

)

−
(
w(kn0 + 1) + f (kn0 + 1) + f (n0 − kn0 )

)

=
(
w(k − 1) + f (k − 1) + f (n0 + 1 − k)

)

−
(
w(kn0 ) + f (kn0 ) + f (n0 − kn0 )

)

+
(
w(k) − w(k − 1)

)
−
(
w(kn0 + 1) − w(kn0 )

)

+
(

f (k) − f (k − 1)
)
−
(

f (kn0 + 1) − f (kn0 )
)

=∆(n0, k − 1, kn0 ) + dw(k) − dw(kn0 + 1) + d f (k) − d f (kn0 + 1)

≥0

即从 k > kn0 + 1的任何转移点进行状态转移都不如从 k = kn0 + 1转移优，所以 kn0+1 ≤ kn0 + 1

。结合起来，就得到了 0 ≤ kn0+1 − kn0 ≤ 1，即引理 4.9在 n0 处也成立。

接下来证明 n0 + 1处的凸性，即 d f (n0 + 1) ≥ d f (n0)。

若 kn0+1 = kn0 ，则

d f (n0 + 1) = f (n0 + 1) − f (n0)

=
(
w(n0 + 1) + w(kn0 ) + f (kn0 ) + f (n0 + 1 − kn0 )

)

−
(
w(n0) + w(kn0 ) + f (kn0 ) + f (n0 − kn0 )

)

=dw(n0 + 1) + d f (n0 + 1 − kn0 )

若 kn0+1 = kn0 + 1，则

d f (n0 + 1) = f (n0 + 1) − f (n0)

=
(
w(n0 + 1) + w(kn0 + 1) + f (kn0 + 1) + f (n0 − kn0 )

)

−
(
w(n0) + w(kn0 ) + f (kn0 ) + f (n0 − kn0 )

)

=dw(n0 + 1) + dw(kn0 + 1) + d f (kn0 + 1)
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所以

d f (n0 + 1) = min


dw(n0 + 1) + d f (n0 + 1 − kn0 )

dw(n0 + 1) + dw(kn0 + 1) + d f (kn0 + 1)

同理 d f (n0)也可以写成上述形式

d f (n0) = min


dw(n0) + d f (n0 − kn0−1)

dw(n0) + dw(kn0−1 + 1) + d f (kn0−1 + 1)

观察比较 d f (n0 + 1)和 d f (n0)的公式，发现其中取 min的两种情况可以对应比大小

dw(n0 + 1) + d f (n0 + 1 − kn0 ) ≥ dw(n0) + d f (n0 − kn0−1)

dw(n0 + 1) + dw(kn0 + 1) + d f (kn0 + 1) ≥ dw(n0) + dw(kn0−1 + 1) + d f (kn0−1 + 1)

所以有 d f (n0 + 1) ≥ d f (n0)，即 f (n)在 n0 处也满足凸性。

根据数学归纳法，引理 4.8和引理 4.9得证。
□

算法 2 根据引理 4.2，算法 1可以加上决策单调性优化，时间复杂度降低到 O(n)。

算法 2已经比算法 1有了大幅优化，但仍然无法通过本题 n ≤ 1015 的数据范围。如果

仍然采用传统思路优化 DP，则必然会求出 n以内的所有状态，时间复杂度至少为 O(n)，即

算法 2已经无法再进一步优化了。那么如果要解决本题，必须找寻其他思路，避免求出所
有 DP状态。
算法 3 观察状态转移方程，发现其中取min的部分是三个关于 k的下凸函数 w(k)，f (k)

和 f (n − k)相加。下凸函数相加得到的函数也必然是下凸函数，所以可以在计算 f (n)时用

三分法找出最优的 k。三分法需要知道 f (k)和 f (n − k)的值，递归处理。打表发现最优的

kn ≈ n
3 ，这与观察词典的 Trie树的直觉相符合。所以这样的递归方式计算 f (n)，其递归深

度约为 log 3
2

n = O(log n)。

算法 3时间复杂度分析较为困难，且有很多地方可以加一些优化，例如基于 kn ≈ n
3 优

化三分法的初始范围等。可以验证，算法 3的实际运行效率远高于 O(n)的算法 2，但仍然
还不够。

引理 4.10. w(n)的渐进上下界是 w(n) = Θ(n log n)。

证明. 可以直接根据函数 w(n)的定义式进行代数不等式缩放。
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渐进上界：

w(n) =
n∑

j=1

(1 + ⌊log2 j⌋)

≤ n · (1 + ⌊log2 n⌋)

= O(n log n)

渐进下界：

w(n) =
n∑

j=1

(1 + ⌊log2 j⌋)

≥
n∑

j=n/2

(1 + ⌊log2 j⌋)

≥ n
2
· (1 + ⌊log2

n
2
⌋)

= Ω(n log n)

综上 w(n) = Θ(n log n)。

□

引理 4.11. f (n)的渐进上下界是 f (n) = Θ(n log2 n)。

证明. 直接利用状态转移方程不方便证明，但可以通过修改状态转移来分别确定 f (n)的渐

进上界和渐进下界。

对于渐进上界，假设 DP转移的不取最优的 kn，而取 k∗n = ⌊ n
2 ⌋，设这样转移的状态记为

f ∗(n)。显然 f (n) ≤ f ∗(n)。在不考虑 n的奇偶性的情况下，根据状态转移列出：

f ∗(n) = w(n) + w
(n
2

)
+ 2 f ∗

(n
2

)

= Θ(n log n) + 2 f ∗
(n
2

)

将上式迭代 log2 n次展开并求和可得 f ∗(n) = Θ(n log2 n)，所以 f (n) = O(n log2 n)。

对于渐进下界，假设 DP 转移方程不含 w(k) 这一项，新的状态记为 f∗(n) ，转移方程

f∗(n) = w(n) +mink

(
f∗(k) + f∗(n − k)

)
。显然 f (n) ≥ f∗(n)。采用与引理 4.2相同的方法可以证

明 f∗(n)也是下凸函数。由于 f∗(k) + f∗(n − k)是关于 k的下凸函数，且对称轴为直线 k = n
2 ，

所以此状态转移方程的最优转移点就是 k = ⌊ n
2 ⌋。在不考虑 n的奇偶性的情况下，根据状态

转移列出：

f∗(n) = w(n) + 2 f∗
(n
2

)

= Θ(n log n) + 2 f∗
(n
2

)
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与渐进上界的 f ∗(n)同理可得 f∗(n) = Θ(n log n)，所以 f (n) = Ω(n log2 n)。

综上 f (n) = Θ(n log2 n)，引理 4.11得证。
□

引理 4.12. f (n)的差分序列 d f (n)的渐进上下界为 d f (n) = Θ(log2 n)。

证明. 利用 d f (n)的单调性构建估值：

f (n) − f (1) = Θ(n log2 n) − 1

f (n) − f (1) =
n∑

k=2

d f (k)

≤ (n − 1) · d f (n)

f (2n) − f (1) =
2n∑

k=2

d f (k)

≥
2n∑

k=n+1

d f (k)

≥ n · d f (n)

所以

d f (n) ≥ 1
n − 1

· Θ(n log2 n)

= Θ(log2 n)

d f (n) ≤ 1
n
· Θ((2n) log2(2n)

)

= Θ(log2 n)

证得渐进上下界 d f (n) = Θ(log2 n)。

□

图 9展示了引理 4.10、引理 4.11和引理 4.12中的结果。
算法 4 注意到 d f (n) = Θ(log2 n)而且单调递增，那么从 d f (2)到 d f (n)这 n − 1项必然

被划分为 O(log2 n)个连续段。考虑从小到大枚举整数 δ，计算 δ = d f (n)的最大整数 n。差

分 < δ的连续段端点已经算出，可以倍增的假设差分 = δ的连续段右端点是 n然后用算法 3
的三分法进行验证。为了避免验证 f (n)时递归求 f (k)和 f (n − k)，可以将倍增的倍数设为
3
2 ，这样只需查找 k和 n − k属于哪一段即可验证，每次验证的时间复杂度不超过连续段的

数量，即 O(log2 n)。求出差分 = δ的连续段端点时间复杂度为 O(log3 n)，算法总时间复杂

度为 O(log5 n)。

算法 5 经程序验证，本题数据范围 n ≤ 1015 下 δmax < 1850。所以实际做题时可以先在

本地使用算法 4求出所有连续段端点，然后在最终提交的程序中打表存储。
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图 9: 函数 w(n)， f (n)，d f (n)与渐进上下界的比值曲线，水平坐标轴为对数刻度

5 计算几何问题中的凸性证明

计算几何题目中常常包含凸多边形、凸包等，或者是以圆为主的二次曲线，这些几何

图形都具有凸性。如果题目中的核心问题是伴随着这些几何图形而生的，则很可能也具有

隐藏的凸性。这类题目的凸性证明则主要围绕几何图形本身的凸性，并可能需要用到少量

数学技巧。

根据笔者的经验，题目本身如果是关于凸多边形，在证明前最好先考虑接下来要证明

的性质是否是对于任何凸的几何图形都成立，如果是，则在证明过程中要尽量避免使用多

边形这一性质，从而避免或减少分段函数所引发的分类讨论。本章展示一个笔者认为具有

代表性的例题。

5.1 一道例题

例题 5.1 (Easy Geometry 5). 坐标系中有一个 n个顶点的凸多边形，在凸多边形内部构

造一个面积尽量大的矩形，矩形的边必须平行于坐标轴。参考图 10。
数据范围 3 ≤ n ≤ 105 ，|xi|, |yi| ≤ 109 ，坐标都是整数。

算法 1 三分套三分，外层三分矩形的左右宽度 w，内层三分矩形的左边界坐标 l。确

定的对于 l和 r = l + w求最大矩形面积，只需求出上边界和下边界的位置 u, d ，可以二分

查找到 l, r分别位于上轮廓和下轮廓的哪条边。算法总时间复杂度 O(n + log3 n)，其中 O(n)

是读入和预处理的时间复杂度。

算法本身不难，但算法的正确性取决于两层三分法的函数是否是单峰函数。事实上，这

两层三分法针对的都是上凸函数。

5来源：ICPC 2013-2014 NEERC
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图 10: 题意参考图例

设 sw(l)表示固定宽度 w后左边界为 l时的最大矩形面积。设 hw(l)表示固定宽度 w后

左边界为 l时的最大矩形高度。二者显然有以下关系：

sw(l) =w × hw(l)

引理 5.1. sw(l)是关于 l的单峰函数。

图 11: 函数 hw(l)几何意义

证明. 函数 hw(l)有如图 11所示的几何意义：将原凸多边形自身和自身向左平移 w的相交

区域，直线 x = l被相交区域截取部分的长度。当相交区域非空时，相交区域必然是凸多边

形。因此被直线 x = l截取部分长度 hw(l)必然是关于 l的上凸函数。而 sw(l)等于上凸函数

hw(l)乘常数 w，必然也是上凸函数。

□

设 S (w)表示宽度为 w的最大矩形面积。设 H(w)表示宽度为 w时矩形的最大高度。显

然有以下关系：

H(w) =max
l

hw(l)

S (w) =w × H(w)
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引理 5.2. H(w)非严格单调递减。

证明. 根据几何意义，w增大时的相交区域缩小，缩小后的相交区域被完全包含在原相交区

域内。所以缩小后 H(w)对应的线段必然也在原相交区域内，因此 H(w)非严格单调递减。参

考图 12所示。

图 12: w增大，相交区域缩小，函数 H(w)非严格递减

□

引理 5.3. S (w)和 H(w)都是上凸函数。

证明. 设原多边形上轮廓和下轮廓的纵坐标分别为上凸函数 u(x) 和下凸函数 d(x) ，那么

hw(l)可以写成

hw(l) =min
(
u(l), u(l + w)

) −max
(
d(l), d(l + w)

)

=min



u(l) − d(l)

u(l) − d(l + w)

u(l + w) − d(l)

u(l + w) − d(l + w)

其中取 min的四个表达式均为关于 l的上凸函数。

设实数 0 < a < b。设 w = a时 hw(l)在 la 处取得最大值，设 w = b时 hw(l)在 lb 处取得

最大值。那么

H(a) = ha(la)

H(b) = hb(lb)

再设 c = a+b
2 ，lc =

la+lb
2 。当 w = c时 hw(l)不一定在 lc 处取得最大值，即

H(c) ≥ hc(lc)
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对于 hc(lc)，按取 min的四种情况分别考虑，并利用函数 u(x)的上凸性质和 d(x)的下

凸性质：

• 函数 u(l) − d(l)：与 w无关，所以显然

2
(
u(lc) − d(lc)

) ≥u(la) + u(lb) − d(la) − d(lb)

• 函数 u(l) − d(l + w)：

2
(
u(lc) − d(lc + c)

)
= 2u

(
la + lb

2

)
− 2d

(
la + lb

2
+

a + b
2

)

≥ u(la) + u(lb) − d(la + a) − d(lb + b)

• 函数 u(l + w) − d(l)：

2
(
u(lc + c) − d(lc)

)
= 2u

(
la + lb

2
+

a + b
2

)
− 2d

(
la + lb

2

)

≥ u(la + a) + u(lb + b) − d(la) − d(lb)

• 函数 u(l + w) − d(l + w)：

2
(
u(lc + c) − d(lc + c)

)
= 2u

(
la + lb

2
+

a + b
2

)
− 2d

(
la + lb

2
+

a + b
2

)

≥ u(la + a) + u(lb + b) − d(la + a) − d(lb + b)

结合四种情况得

2hc(lc) ≥ ha(la) + hb(lb)

所以

2H(c) ≥2hc(lc)

≥ha(la) + hb(lb)

=H(a) + H(b)

所以函数 H是上凸函数。以上过程可以参考图 13。
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图 13: 图中展示 2H(c) ≥ 2hc(lc) ≥ H(a) + H(b)中的四个值之间的关系

又因为 S (w) = w × H(w)，所以

2S (c) =c · 2H(c)

≥c · (H(a) + H(b)
)

=
1
2

(a + b)
(
H(a) + H(b)

)

=a · H(a) + b · H(b) +
1
2

(b − a)
(
H(a) − H(b)

)

≥a · H(a) + b · H(b)

=S (a) + S (b)

所以 S (w)是关于 w的上凸函数。

□

6 总结

凸性是数学性质，OI题目中证明凸性与数学上的与凸性相关的证明题其实没有本质区
别。如果一定要找出区别，则数学证明题的证明过程就是题目的答案，证明完成时问题就解

决了；而 OI题目的凸性证明仅仅只是为算法服务，证明完成只是解题过程的一个开始，后
面还需要设计算法、优化算法、编写程序等很多环节。

本文阐述了三类凸性的证明方法，这是笔者自己学习积累的经验，并不代表证明凸性

的方法只有这三类。笔者对于这三类证明方法只是基本掌握，不能保证遇到类似问题一定

能够给出严谨的证明，事实上，在编写本论文时笔者多次遇到障碍，不知证明如何继续或者

发现证明有漏洞需要修改，所幸这些困难最终都得以克服。学术研究是无止境的，笔者希
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望以这篇论文作为抛砖引玉，期待以后更多有能力的竞赛选手提出其他证明方法。
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浅谈树上邻域问题的一种基于长链剖分的解法

中山纪念中学刘海峰

摘 要

本文从长链剖分角度出发，介绍了静态情况下长链剖分对树上常见的四种邻域问题的

处理方法，其中包括了离线情况和在线情况，并利用长链剖分将部分关于邻域的问题在线

性复杂度内转化为了序列上的区间查询问题和树上的树链查询问题。

1 前言

静态树上邻域问题常见的处理方法是点分治和静态 Top tree。长链剖分作为一个常用技
巧，通常用于优化一些和深度相关的问题，而邻域的结构也和深度相关，所以理论上也可以

尝试长链剖分。本文将探讨长链剖分对于各种静态树上邻域问题的处理。

2 前置知识

基本的树论知识。

3 一些约定 &定义
下文中的树默认是一个 n个点的有根树，其中根节点为 1，并且每条边的距离都是 1，

并且无修改操作。

为了方便，下文所称的“半群”在非特殊说明下都默认为是交换半群，“群”在非特殊

说明下都默认是交换群。

定义 3.1 (深度). 定义一个节点的深度为该节点到根节点的树上最短距离 +1。

设 f ax 表示 x的父亲节点。
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3.1 长链剖分基本定义

定义 3.2 (高度). 定义一个节点的高度为该节点子树内距离该节点最远的点到该节点的
距离 +1，叶子的高度是 1，x节点的高度记作 hx。

定义 3.3 (长儿子). 定义一个节点的长儿子所有儿子中高度最大的儿子，如果有多个可
以任选一个，如果是叶子则无长儿子。

定义 3.4 (短儿子). 定义一个节点的短儿子为不是长儿子的那些儿子构成的集合。

定义 3.5 (长链). 对于所有非叶节点只保留到长儿子的边之后构成的那些链（可以为单
点）称之为是长链。定义长链的长度为其包含的节点数。

定理 3.1 (长链剖分基本定理). 设 f (x)为点 x的短儿子的高度和。
∑n

i=1 f (i) = n−根节点的高度。

证明. 对
∑n

i=1 f (i)进行贡献拆解之后可以发现，只有根节点所在的长链没有被算进去，其它

的长链都恰好被算了一次。 □

3.2 邻域相关定义

注意，本部分很多定义的名字是作者自己取的。

定义 3.6 (邻域). 定于二元组 (x, d)表示的邻域为树上距离 x ≤ d的点构成的点集。

定义 3.7 (内邻域). 定义二元组 (x, d)表示的内邻域为 x子树内距离 x ≤ d的点构成的点

集。有些人也会把这个称之为是有向邻域。

定义 3.8 (外邻域). 定义二元组 (x, d)表示的外邻域为 x子树外距离 x ≤ d的点构成的点

集。

定义 3.9 (链邻域). 定义三元组 (x, y, d)（要求 y是 x的祖先）表示的链邻域为所有节点

满足：

1. 在 x子树外且在 y子树内。

2. 存在 x到 y路径上的一个点到该点的距离 ≤ d。x

构成的点集。

接下来的两节，我们将处理离线情况下的各种邻域的群和半群信息查询。
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4 群信息查询

为了方便，不妨假设本部分我们将讨论求各种邻域的点权和的做法。本部分将会在离

线的情况下把这些各种邻域问题做到线性。

4.1 内邻域

我们对于一条长度为 m、链顶节点为 x的长链，我们先预处理出 x子树内距离 x = i的

那些点的权值和。根据长链剖分基本定理，这部分直接暴力处理时间复杂度为线性。

然后现在我们对于每条长链进行考虑，我们对于一个点 x，我们预处理出一个长度为其

所有短儿子高度的最大值的数组，其中第 i项表示所有短儿子的子树中距离 x = i的点的点

权和。

然后我们就可以把树看作是若干条长链，然后每个点除了所在长链外还可能挂了一条

额外的链表示短儿子里面的信息，并且点数之和是 O(n)的，于是我们可以对于每条长链分

别进行处理了。

我们直接从链底向上扫（不妨假设链低编号为 m，链顶编号为 1），然后维护当前距离

链顶为 i的点权和，可以发现，扫到 i号点的时候会更改 i− 1以及向后的若干个位置，并且

更改量总和是 O(n)的。然后我们把询问挂到对应的长链的点上进行查询，相当于若干次查

区间和，可以用线段树等数据结构进行维护。但注意到我们可以维护后缀和，所以我们可

以直接做到线性。

考虑到我们本质上要做的是，给定一个类似如下图的结构，然后查询形如给定一个点，

求这个点左下方的点权和。

图 1: 一个例子，黄色区域表示查询的区域，红线上的点为长链上的点，灰色的链表示每个
点挂的额外的链

一个想法是，对于查询的 (x, y)（表示第 x行第 y列），我们先快速求出其下方第一个和

他所在的列相同并且有值的位置 (x′, y)，然后提前预处理这类位置的答案，该位置向上到原

位置显然就是 [x, x′)这些行的所有点的权值和。预处理所有有值位置的答案是容易的，考虑

对于 (x, y)如何找到其下方第一个和他所在的列相同并且有值的位置，我们将强制在线的问

题转化成该问题，该问题的解决方法将在第六节内讲述。
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4.2 邻域

外邻域可以转化成邻域减去内邻域，所以我们只需要考虑邻域的情况。

对于一个邻域 (x, d)，如果将其变成 ( f ax, d − 1)，那么 x子树外的点所否在这个邻域内

的情况是没有改变的，如果 d ≥ hx + 1，那么邻域 (x, d), ( f ax, d − 1)都包含了 x子树内的所

有点，那么我们转化成求 ( f ax, d − 1)是不会改变答案的。

我们不断父亲直到不能跳为止。

直接跳可以采取倍增，不过复杂度是 O(log n)的，不优美，然而该问题做起来比较困难，

我们实际上可以适当放宽限制。

定义 4.1 (跳链操作). 对于 (x, d)，找到 x 最近的一个祖先 y 满足 y 所在的长链长度

×2 ≥ d，然后跳到 y 位置，并将 d 减去跳的深度差，可以发现，得到的 (y, d′) 满足 d′ ≤
2 × y所在长链长度。

接下来我们将证明跳链操作换成一步一步向上跳，即 (x, d) 每次变成 ( f ax, d − 1) 直到

x = y之前时都有 d ≥ hx + 1。

证明. 注意到 x子树中任何一个点到 x的距离均 < x的高度，而对于 x到 y路径上除 y之外

的点 z，都满足其所在的长链长度 ×2 ≥ d，也就是说从 x跳到 z时，d的减小少量小于 z所

在长链长度，所以满足条件。 □

该问题本质上来说就是给定 x, k，找到最近的祖先 y满足 y所在长链长度 ≥ k。考虑允

许离线的情况下怎么做，我们 DFS并开 n个栈，第 i个栈表示当前 d = i的时候 x应该跳到

哪一条长链上。DFS过程中我们优先 DFS长儿子，当 DFS到一个短儿子的时候，设这个短
儿子所在的长链编号为 k，长度为 m，我们在第 1 ∼ m个栈中压入 k，在完成这个短儿子的

DFS之后再弹出第 1 ∼ m个栈的栈顶。然后我们就可以快速知道最后这个点会在哪条长链

上。

我们在 DFS过程中再维护一点简单的信息就可以确定 (x, d)邻域经过跳链操作之后得

到的结果。

然后对于每条长链的顶端节点 x，如果这条长链长度为 m，则我们再预处理出外邻域

(x, 1), (x, 2), · · · , (x, 2m)的答案。

如果我们能够预处理出来，那么可以发现，处于该长链的所有满足 d ≤ 2 ×该长链长度
的外邻域询问都可以像内邻域那样用同样的方式进行处理，具体来说，我们把贡献拆成链

顶子树内的和链顶子树外的，而链顶子树外的（也就是链顶的一个外邻域）已经被预处理

了，而链顶子树内的情况我们可以像内邻域那样求出该链链顶子树内的答案，如图：

显然，我们只查询了删去 x这个短儿子时 f ax 的其它短儿子的大小为 1 ∼ O(m)内邻域

半群信息，这个可以直接暴力做。

再拼上预处理的链顶节点的一个外邻域答案即可。现在变成了如何处理顶端节点的外

邻域答案，简单观察一下，对于一个顶端节点 x和其父亲节点 y，外邻域 (x, d)可以转化成
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图 2: 一个例子，各种颜色所表示的含义同图 1

外邻域 (y, d − 1)再加上链邻域 (x, y, d − 1)（本质上是 y子树除去 x子树之后的一个内邻域），

可减情况下这个可以通过容斥来实现。

可以发现，预处理的整个过程复杂度都是 O(n)的，对于 Q次询问，离线下来并处理的

复杂度是 O(n + Q)的。

4.3 链邻域

做法和邻域类似。设 A(x, d)为链邻域 (x, 1, d)拼上内邻域 (x, d)的权值和。

可以发现，如果 d > x所在长链长度，那么有 A(x, d) = A( f ax, d)。于是我们类似邻域那

样做一个跳链操作，只不过此时要求的是找到最近的祖先 y满足 d ≤ y所在长链长度。
然后对于每一条长链，设链顶节点为 x、链长为m，我们预处理出链邻域 (x, 1, 1), (x, 1, 2), · · · , (x, 1,m)

的值，具体思路还是将链邻域 (x, 1, i)转化成链邻域 ( f ax, i, 1)再加上内邻域 ( f ax, i)减去内邻

域 (x, i − 1)。

如果查询的链邻域 (x, 1, d)满足 d ≤ x所在长链长度，设 y为 x所在长链链顶节点，那

么我们可以将询问拆成链邻域 (x, y, d)和 (y, 1, d)，其中链邻域 (y, 1, d)已经被预处理，对于

链邻域 (x, y, d)，也就是查询 x到其长链链顶这部分的贡献，本质上就是查询图所示的结构

的点权和：

图 3: 一个例子，各种颜色所表示的含义同图 1

于是我们可以先求出 A(x, d)再减去内邻域 (x, d)即可，复杂度依然是线性。
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5 半群信息查询

本部分我们的目标是在 O(n + Q)（其中 Q为询问次数）的复杂度下将内邻域和外邻域

交换半群信息查询问题转化为序列上的区间半群信息查询1，将链邻域交换半群信息查询转

化为树上链半群信息查询。显然，对于内邻域和外邻域的半群查询，这是不弱于区间半群

信息查询的，对于链邻域的半群信息查询，这是不弱于树链半群信息查询的。

5.1 内邻域

回顾一下内邻域查询的本质（详见图 1），我们考虑如何在不用减法的情况下解决该问
题。

对于查询的 (x, y)（表示第 x行第 y列），我们先快速求出其下方第一个和他所在的列相

同并且有值的位置 (x′, y)，然后提前预处理这类位置的答案，显然预处理这部分的答案是不

需要利用可减性的，至于如何找到对应的 x′，在允许离线的情况下，直接从下往上扫即可，

对每个 y用桶记录当前访问过的最小的 x即可，然后再求出第 [x, x′)行的半群信息，合并起

来就是答案。

5.2 邻域

我们同可减情况一样做跳链操作，考虑做完操作之后相当于查对应的外邻域和内邻域

拼起来的结果。

5.3 外邻域

我们先回到可减情况下预处理，可以发现，预处理的时候有一个部分用到了减法。具

体来说，对于一条长度为 m、链顶节点为 x的长链，我们预处理了 f ax去掉 x之后的 1 O(m)

的内邻域半群信息，更加具体的来说，是查询链邻域 (x, f ax, 1), (x, f ax, 2), · · · , (x, f ax,O(m))

的半群信息。

这个其实可以不用可减性的，设 y为 f ax的长儿子，预处理出内邻域 (y, 1), (y, 2), · · · , (y,O(m))

的半群信息，然后我们只需要考虑 f ax 的其余的短儿子的内邻域半群信息了，虽说比较简

单但还是值得一提，具体来说，把 f ax的所有短儿子拎出来，然后进行若干次如图 4所示的
查询：

可以看出，最直接的方法是拆成前后缀来查，这里比较简单，直接暴力即可。

回到可减的情况下邻域的做法，具体来说，如果外邻域 (x, d)满足 d ≤ 2×当前点所在长链长度，
那就直接做，不然还是和之前那样，设 x最后会跳到长链 i上，那么考虑找到最近的祖先 y

满足 y所在长链长度 × 2 ≥ d，设 d′ = d − x,y高度差，我们先求出外邻域 (y, d′)的值，我们

1https://www.luogu.com.cn/problem/P11265
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图 4: 一个例子，各种颜色所表示的含义同图 1

还要预处理出 y的所有儿子中是 x祖先的那个儿子（设为 z），这个可以询问离线然后一次

DFS直接算出。
于是我们现在还要计算 y子树删除 z子树后大小为 d′ 内邻域的半群信息，其实就是链

邻域 (z, y, d′)，处理方法也比较类似，我们先处理掉 y的长儿子的贡献，然后考虑短儿子的

贡献，查询内容同图 3但不保证 d′ 和 z所在长链长度同阶，不过我们可以用类似 5.1中讲
述的方法进行处理。

当然，这个做法实现起来比较麻烦，有一种稍微简单一点的做法，具体来说，对于一条

长链，我们对其所有短儿子进行编号，满足深度浅的短儿子编号更小，深度相同可以随意钦

定编号，然后我们对于 (x, d)，我们先直接找到 y, z, d′（含义同上），并求出 z所在的儿子的

编号，然后算出 > z的短儿子子树的贡献（具体来说，对于每个短儿子，求出其子树内到 y

距离 ≤ d′ 的点的半群信息）、< z的短儿子的贡献（两侧是对称的）以及 y所在的链顶的子

树外的贡献（这部分显然已经被预处理了），我们只考虑 > z部分的贡献，这里放一个查询

的例子：

图 5: 一个例子，这里只画了所有短儿子对应的贡献

查询本质上和 5.1所述情况相同。
然后如果我们从 a跳到了 b，我们还需要加上 b子树除去 a子树的半群信息，这个直接

转到 DFS序上就是两个区间的半群信息查询。
于是综上，我们成功把离线内邻域和外邻域的半群信息查询通过 O(n + Q)的预处理转

化成了序列上的半群信息查询。
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5.4 链邻域

注意到如果是到根的链的话做法本质上和外邻域是相同的。

先考虑一个简单一点的情况，如果 x, y在同一条长链内该怎么做。

类似图 1，画出对应的结构和查询区域，如图 6：

图 6: 一个例子，各种颜色所表示的含义同图 1

可以发现，因为信息不可减，我们还是可以像内邻域那样，假设是查询第 [l, r]行前 d

列的半群信息，我们可以找到第 d列第 l行向下第一个有值的位置和第 r行向上第一个有值

的位置，因为有值的位置的总数量为 O(n)的，所以我们可以对每一列，用数据结构维护所

有有值的位置之间的区间半群信息，这个是容易的。

考虑设 gx 为 x的所有短儿子的高度最大值，如果 x不存在短儿子则 gx = 0。

考虑构造一个该树的生成森林，具体的，该生成森林有 n层，所有的边所在的两个端

点都在同一层中，对于原树上的点 x，在该生成森林的第 1 ∼ gx 层各有一个编号为 x的点，

可以发现，总点数 ≤ n。对于 x，对于第 i层的点 x（显然有 gx ≥ i），找到 x在原树上最近

的祖先 y满足 gy ≥ i，然后向 y对应的第 i层的点连边。

对于第 i层一条 x连向 y的边，设其边权为链邻域 (x, y, d)的半群信息。显然一种想法

是暴力处理，不过后文将提到更优秀的处理方法，我们这里先考虑求出该信息之后该怎么

做。

对于链邻域 (x, y, d)，我们还是先做跳链操作，使得 x所在长链长度 ≥ d，跳过的部分的

贡献可以类似 5.4那样进行计算。
然后不妨假设现在的询问满足 x所在长链长度 ≥ d，我们令 z为 x所在长链链顶节点，然

后先快速求出 (x, f az, d)（链邻域 (x, f az, d)可以转化为链邻域 (x, z, d)拼上链邻域 (z, f az, d)，

前者是好做的，后者在外邻域部分已经被预处理了），然后变成求 ( f az, y, d)。

下文不妨假设我们求的依然是 (x, y, d)，但 gx ≥ d并且 (x, y)不在同一条长链上。

我们再找到 y到 x路径上第一次走到的短儿子 k，那么 gf ak ≥ d，于是我们可以通过实

现链半群信息查询快速求出 (x, f ak, d)，然后此时 f ak, y处于同一条长链上了，再使用之前

处于同一条链时的做法即可。
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接下来我们将讨论生成森林中所有边查询的半群信息的求法。

可以发现，如果第 i层中 x向 y连边了，那么 x, y之间的其它点的 g值均 ≤ i。

不妨假设 x, y在同一条长链上（如果 x, y不在同一条长链上，那么 y显然就是 x的链顶

节点的父亲），该问题本质上就是维护这么一个数据结构：

• 对一个前缀每个位置加上一个指定的半群，并对这个前缀以后的部分再加上固定的
半群。

• 查询一个前缀的所有位置半群信息，并将查询的位置清空。

并且保证总修改量是 O(n)的，我们考虑懒标记，对于一个对后缀加半群的操作，我们

直接在对应位置打上一个懒标记，然后在做前缀操作的时候，我们把懒标记进行后推，这样

复杂度就是线性了。

6 其它的情况

对于部分问题，信息是不可拆解的，换句话讲，我们对于子树 x，我们只能维护 x子树

内距离 x ≤ i的那些点构成的信息，而不能单独维护距离 x = i的那些点的信息，在一些转移

能够快速合并且满足结合律的情况下，该问题还是可以轻松计算的。下面这题是一个例子。

例题 6.1. 2给定一棵点带权的树，每次询问给定 x, d，求内邻域 (x, d)的最大权独立集。

我们还是跟之前一样，对于每条长链，对于长链范围内的每个 i求出距离链顶 ≤ i的点

构成的邻域的信息，具体来说，对于每个 x，我们先求出 x除去长儿子的子树之后剩余的子

树的所有内邻域的信息，然后再由长儿子的 dp进行转移。
具体来讲，在一条长链上，我们修改到链顶节点距离为 i的点时，相当于对 i开始的一

段前缀（设长度为 j、即对 i ∼ i + j − 1进行暴力修改），然后再对 i + j以及之后的部分做一

个乘上同一个矩阵，类似于 5-4，这个可以通过懒标记来实现，每次直接向后推懒标记即可。
然后是查询，内邻域具体查询示意图详见图 1。
可以发现，所有有值的位置的信息左下方的信息都可以在对应的修改过程中得出。然

后同样的，转化成一个区间的矩阵乘法再加上一个有值的位置的左下方的信息。

事实上，还可以从另一个角度思考该问题的做法，具体来说，我们对一个位置进行查询

的时候，需要讲这个位置前面的懒标记全部推到这个位置后面，当然我们还可以直接查该

位置的值以及该位置之前的所有懒标记按顺序合并之后的结果。注意到一个懒标记相当于

一个点的除去长儿子的子树之后剩余的子树的信息，所以本质和上述做法相同。为了让读

者更好理解，这里放一张示意图：

2本题无来源
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图 7: 一个例子，右图表示从第五行扫到第二行时懒标记所处的位置，数组开了六个位置是
为了方便标记存放

在该问题中，扫到第二行时直接查询 (2, 5)位置的结果，因为前面存在没有处理的懒标

记，所以查询到的时 (4, 5)位置的值，此时还要再算上第三行和第二行对答案的贡献。

对于其余的邻域情况类似，不过比较繁琐，所以这里留作读者自行思考。

7 强制在线

本部分需要读者掌握在线 O(n) − O(1)最近公共祖先以及在线 O(n) − O(1)树上 k 级祖

先。本部分将讨论强制在线情况下之前所属的各种邻域问题的解决方法。

7.1 序列前驱问题

接下来我们先探讨一个简单的问题：

给定正整数序列 a1···n，有若干次询问，每次询问给定 i, x，你需要找到最大的 j 满足

j ≤ i, aj ≥ x或报告不存在，强制在线。设 S =
∑n

i=1 ai，要求 O(n + S )预处理 O(1)查询。

允许离线情况下，我们只需要对下标扫描线，用桶维护最后依次访问到 i的位置即可，

扫到 i的时候暴力更新 1 ∼ ai 这些位置。

对于在线的情况，我们考虑建一个 S 个点的图，其中对于 i = 1 ∼ n，建立 ai 个点，分

别为 (i, 1), (i, 2), · · · , (i, ai)。

然后对于每个存在的点 (x, y)，找到最大的 z满足 z ≤ x并且 (z, y + 1)存在，然后 (x, y)

向 (z, y + 1)连边，如果不存在则不连边。不难发现，这构成了一棵内向树森林。

不难发现，对于每次询问，我们只需要找到 (i, 1)的 x−1级祖先即可，这可以用O(n)−O(1)

树上 k级祖先来实现。
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7.2 跳链方面的问题

之前的问题无论是外邻域还是链邻域，都需要做一个操作：对于 x，找到最近的祖先 y

满足 y 所在的长链长度大于等于一个指定的数 k。该问题离线下的做法已经在 4.2 中讲述，
接下来尝试在线做。

具体来说，我们对于一个已经长链剖分好的树，我们将每个长链看作一个点，长链 a向

长链 b连边当且仅当 a链顶的父亲节点为于长链 b上。

事实上，做到这里，该问题已经变成了树上前驱问题，具体做法根序列前驱问题相同，

对于点 x，设其代表的长链长度为 ax，则建立节点 (x, 1), (x, 2), · · · , (x, ax)，然后对于 (x, y)，

找到 x最近的祖先（可以是 x）z满足 (z, y + 1)存在，然后 (x, y)向 (z, y + 1)连边，然后查询

的时候找到 x所在长链 i，求 (i, 1)的 k − 1级祖先即可。

注意我们现在求出的内容是 x会一直跳直到跳到某条置顶的长链的链上节点时会停止，

为了求出这个点是哪个点，我们可以求出该链链底节点与 x的 LCA。

7.3 各种邻域问题求法

同样的，我们的目标是用 O(n) − O(1)的复杂度把问题转化成在线区间半群信息查询和

在线树链半群信息查询。

回到内邻域问题的求法，我们的目标相当于是对于查询 (x, y)，如何找到其下方第一个

和他所在的列相同并且有值的位置。

考虑该问题可以转化为树上 k级祖先问题，和 7.1的做法类似。具体来说，对于每个有
值的点 (x, y)，找到最小的 i满足 (i, y + 1)有值且 i ≥ x并向 (i, y + 1)连边（如果不存在这样

的 i则不连边）。这样的话，对于查询，我们可以先找到 (x, x)（显然一定有值），然后查询

其 y− x级祖先即可，使用在线 O(n)−O(1)树上 k级祖先可以解决此问题。剩余部分都可以

通过序列上和树上的半群信息查询实现。

对于外邻域和链邻域问题，我们还是先处理好跳链操作。可以发现，外邻域和链邻域

的查询都可以用类似的方法来做到强制在线。
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转置原理在一类动态规划问题中的应用

华中师范大学第一附属中学徐骁扬

摘要

转置原理（Transposition Principle），是一种利用矩阵转置改写线性变换算法的思想，
可以有效优化部分线性变换算法问题的时空复杂度。本文将其引入了动态规划（Dynamic
Programming，DP）问题的求解中，将转置原理与部分线段树上操作相结合，并借由两道例
题具体说明了利用转置原理在解决线段树优化动态规划问题中的优势，提供了一种新的求

解动态规划问题的思路。

1 引言

转置原理自上个世纪起被用于优化线性变换算法，其将线性变换算法和该算法转置紧

密联系在一起。在此之前，大多数线性变换算法与该算法转置都是分别进行优化的（例如

多项式乘法和它的转置）。而转置原理可以说明，这两个问题是可以在几乎相同的时空复杂

度之内解决。因此，在解决与优化线性变换算法的同时，也能够解决与优化该线性变换算

法的转置，这样能够简化部分问题的求解。

对于较为简单的问题，直接优化是较为容易的，所以转置原理的优势在于较为困难的

问题中。又因为转置原理只能解决线性变换算法相关问题，这导致目前使用转置原理解决

的算法问题是较少的，且基本都与生成函数和多项式运算相关。

而转置原理在线段树合并优化 DP 问题上的应用还未见于文献，因此本文将对此问题
展开研讨。

2 转置原理

2.1 简介

定义 2.1 (线性变换算法). 对于给定的 m × n矩阵 A，对于任意的 n × 1向量 a均可计算
并输出乘积 b = Aa的算法，被称为针对矩阵 A的线性变换算法。
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很显然，朴素的矩阵乘法就是一种线性变换算法，但是线性变换算法还包括其他的实

现形式。

在针对矩阵 A的线性变换算法中，a可以是 Rn内的任意向量，与算法的具体操作无关。

例如对于后缀和算法，就有矩阵 A为上三角矩阵



1 1 . . . 1

1 . . . 1
. . .

...

1


。算法的实现和向量 a

无关，只与矩阵 A有关。

定义 2.2 (线性变换算法的转置). 对于针对给定矩阵 A的线性变换算法 f，称针对转置

矩阵 A⊤的线性变换算法 g为算法 f 的转置。即算法 g为对于任意 m× 1向量 a′均可计算并
输出乘积 b′ = A⊤a′的算法。
作为算法 f 的转置的输入，a′是一组与 a没有数值关联的向量。

仍以后缀和算法为例，有 A的转置 A⊤ =



1
...
. . .

1 . . . 1

1 . . . 1 1


，这个算法与向量 a′ 的取值无

关。容易看到该算法为前缀和算法。在这种意义上，可以认为后缀和算法的转置是前缀和

算法。

根据转置原理 [1]，可以将一个线性变换算法改写成其转置后的算法，同时保持时空复
杂度不变。因此通过对算法转置进行优化，即可实现对原算法的优化。

在上面的例子中，如果后缀和算法是难以优化的，但是前缀和算法是很容易优化的，就

可以通过将前缀和算法优化后进行转置，来实现对后缀和算法的优化。

2.2 算法改写

为了便于处理，可以通过对 A添加若干行和若干列，使得其变成一个可逆的方阵。具

体的，通过添加 n行和 m列，构造出矩阵


A Em

En O

（其中 En表示 n阶单位矩阵，O为全零

矩阵）。同时向量 a会添加 m行，但这 m个值不由输入给出，可以设置为 0，不会影响 b前
m行的值，而 b的后 n行刚好就是原先的 a。容易发现，额外添加的部分不会影响算法的正
确性和时空复杂度。在未特别说明的情况下均默认矩阵 A是可逆的。

定义 2.3. 定义如下的三种矩阵为初等矩阵：

1. 把单位矩阵中的第 i行和第 j行交换得到的矩阵。

2. 单位矩阵以数 k � 0乘第 i行得到的矩阵。

3. 以 k乘单位矩阵的第 j行加到第 i行得到的矩阵。
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根据可逆矩阵的性质 [2]，可以将给定的任意可逆方阵 A拆成若干个初等矩阵的乘积，

即存在初等矩阵 V1,V2, . . .Vk，使得 A = V1V2 . . .Vk。

在此列举将三种初等矩阵左乘到 a = [a1, a2 . . . an]⊤上的操作：

1. 交换 ai 与 aj，将这个操作对应的矩阵记为 P1(ai, aj)，简记为 ai ↔ aj。

2. ai 变为 k × ai，将这个操作对应的矩阵记为 P2(ai, k)，简记为 ai ← k × ai。

3. ai 加上 k × aj，将这个操作对应的矩阵记为 P3(ai, aj, k)，简记为 ai ← ai + k × aj。

所以对于所有的线性变换算法，都可以表示成以上三种操作的组合。

又因为 A⊤ = V⊤k V⊤k−1 . . .V
⊤
1，所以如果存在求解 b′ = A⊤a′的算法，其每一步都可以被表

示成初等矩阵，那么就可以通过逆序执行所有的步骤的转置，得到 b = Aa的算法。
接下来考察三种初等矩阵的转置左乘到 a上的结果：
1. P1(ai, aj)，其转置数值上等于 P1(ai, aj)。

2. P2(ai, k)，其转置数值上等于 P2(ai, k)。

3. P3(ai, aj, k)，其转置数值上等于 P3(aj, ai, k)。

发现对于前两种初等矩阵，其转置后效果不变；而第三种则交换了 i和 j。

因此，将指定线性变换算法改写成该算法的转置时，需要将所有的操作改写成对应转置

并逆序执行。对于前两种初等矩阵对应操作，也就是交换两个数和让一个数扩大常数倍，都

是不变的；而对于第三种初等矩阵对应操作，让一个数加上另一个数的若干倍 x← x+ k × y

都应变成 y← y + k × x。

3 转置原理与动态规划

3.1 基本思想

使用转置原理求解问题，需要先将问题描述成一个线性变换算法，并根据 A矩阵的具

体含义，得到线性变换算法 b′ = A⊤a′的实际含义。如果转置后的新问题可以被使用动态规
划解决，那么原问题便可以通过将动态规划的过程转置之后进行求解。

3.2 动态规划优化

事实上，对于绝大多数可以通过转置去解决的动态规划问题，是可以不使用转置原理

而直接设计状态和转移。但有些情况下直接去设计会比较困难，尤其是在需要使用 DP优化
的问题上，就会显得繁琐与不自然。在 DP问题需要使用较复杂的算法或者数据结构优化的
情况下，使用转置原理来解决此类问题，将会在算法设计方面带来一定程度上的便利。

能够进行转置的前提是动态规划问题可以被写成线性变换算法，目前相关问题主要涉

及如下两类知识：

• 生成函数与多项式
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• 线段树
针对前者的研究较为广泛 [3]，而对于后者的研究目前较少，所以本文将着重研究转置

原理在需要线段树优化 DP的问题中的应用。

4 线段树上部分操作的转置

由于要讨论使用线段树优化 DP 的算法的转置，那么就需要优先考虑对于线段树上部
分操作的转置分别对应的是什么。在实施转置前，必须将线段树算法描述成线性变换算法

的形式。在具体问题中，需要将所有输入的数据合理地分配设计到 A或 a中，使得相关线
段树算法变成线性变换算法。

4.1 区间加单点查询

维护一个长度为 n的序列 ai，初始全部为 0，需要支持如下两种操作：

1. l r x，让下标在区间 [l, r]的 ai 增加 x。

2. q y，查询 aq 的值，存储到 y中。

这个问题相当于输入 l, r, x, q四类数，将结果输出到 y中。

操作 1的输入记为 li, ri, xi（i = 1, 2 . . . n1），操作 2的输入输出记为 qi, yi（i = 1, 2 . . . n2）。

对于每一次操作 2，可以找到一个集合 S i，有 yi =
∑
j∈S i

x j。这个集合 S i就是所有满足在

第 i个操作 2之前执行，且 qi ∈ [l j, r j]的操作 1的下标 j构成的集合。

记矩阵 A = (ai j)n2×n1，其中 ai j = [ j ∈ S j]。则线段树算法可以被描述成



y1

y2
...

yn2


= A



x1

x2
...

xn1


，将

xi 看作输入，而将 li, ri 和 qi 设计到 A中，则区间加单点查询算法就是针对矩阵 A的线性变

换算法。

4.1.1 暴力操作的转置

为了方便处理，将 A扩张成一个 (n+ n1 + n2)阶方阵，同样 a和 b变成了 (n+ n1 + n2)× 1

的向量。其中 a中的元素依次为：输入的 n1 个 xi，用来存储序列 a的 n个 ai，存储答案 n2

个 yi。这里约定输入向量的后 n2 + n个数初始时均为 0。

尝试对于每一次操作构造出一个矩阵 Bi，使得最终有 A = Bn1+n2 Bn1+n2−1 . . . B1。

1. li ri xi 操作：在这一次操作中，会让 ali , ali+1 . . . ari 增加 xi，写出该操作对应矩阵为

P3(ali , xi, 1)P3(ali+1, xi, 1) . . . P(ari , xi, 1)。
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2. qi yi操作：在这一次操作中，会让 yi赋值乘 aqi，由于初始时钦定 yi = 0，也就是执行

操作 yi ← yi + aqi。对应矩阵等于 P3(yi, aqi , 1)

考察 A 的转置 A⊤，由于有 A⊤ = B⊤1 B⊤2 . . . B
⊤
n1+n2
，所以可以考虑每一个操作 Bi 的转置

B⊤i 。即考察上面两种操作的转置：

1. li ri xi 操作：原操作矩阵为 P3(ali , xi, 1)P3(ali+1, xi, 1) . . . P(ari , xi, 1)，那么其转置就是

P3(xi, ari , 1)P3(xi, ari−1, 1) . . . P3(xi, ali , 1)。还原其具体含义就是，让 xi依次加上 ari , ari−1 . . . ali

的值。

2. qi yi操作：原操作矩阵为 P3(yi, aqi , 1)，那么其转置就是 P3(aqi , yi, 1)。还原其具体含义

就是，让 aqi 加上 yi 的值。

通过分析，可以让新问题输入在 yi 处输入任意值，所有 ai 与 xi 初始 0。那么 A⊤ 得到

的线性变换算法实际含义如下：

有一个长度为 n的序列，其所有元素初始为 0，支持两种操作：

1. li ri xi 操作：将 ali , ali+1 . . . ari 的和赋值到 xi。

2. qi yi 操作：让 aqi 增加 yi。

容易看到，以上对应的是单点加区间和操作。

4.1.2 线段树上操作的转置

实现方式使用标记永久化，也就是对于每一个节点维护 spos 表示对应区间的所有 ai 都

会增加 spos。

将 A扩张成一个 (n1 + 2n− 1+ n2)阶方阵。对于输入的向量 a，相较于上面的暴力算法，
前 n1 和后 n2 位的含义不变，仍然为 xi 与 yi，只是将中间原本的 n个数 ai 替换成了 2n − 1

个线段树节点 spos。其中所有 spos 和 yi 初始为零。

• li ri xi 操作：将 [li, ri]划分成若干个线段树上对应区间，记这些区间对应的节点集合

为 S i，对于所有的 pos ∈ S i，让 spos 增加 xi。该操作对应的矩阵为
∏

pos∈S i

P3(spos, xi, 1)

（这 |S i|个矩阵的对应的修改操作两两独立，所以这些矩阵之间的相对顺序不影响矩
阵乘法计算结果）。

• qi yi 操作：找到线段树上包含 qi 的所有区间，记这些区间对应的节点集合为 S ′i，对

于所有 pos ∈ S ′i，让 yi 增加 spos。该操作对应的矩阵为
∏

pos∈S ′i
P3(yi, spos, 1)（同上可知

这 |S ′i |个矩阵之间的相对顺序不影响矩阵乘法计算结果）。
考虑将这两个操作进行转置：

• li ri xi操作：原操作矩阵为
∏

pos∈S i

P3(spos, xi, 1)，其转置为
∏

pos∈S i

P3(xi, spos, 1)。还原其具

体含义为，让 xi 依次加上所有 pos ∈ S i 的 spos 的值。

• qi yi操作：原操作矩阵为
∏

pos∈S ′i
P3(yi, spos, 1)，其转置为

∏
pos∈S ′i

P3(spos, yi, 1)。还原其具体

含义为，让所有 pos ∈ S ′i 的 spos 增加 yi 的值。
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• 线段树
针对前者的研究较为广泛 [3]，而对于后者的研究目前较少，所以本文将着重研究转置

原理在需要线段树优化 DP的问题中的应用。

4 线段树上部分操作的转置

由于要讨论使用线段树优化 DP 的算法的转置，那么就需要优先考虑对于线段树上部
分操作的转置分别对应的是什么。在实施转置前，必须将线段树算法描述成线性变换算法

的形式。在具体问题中，需要将所有输入的数据合理地分配设计到 A或 a中，使得相关线
段树算法变成线性变换算法。

4.1 区间加单点查询

维护一个长度为 n的序列 ai，初始全部为 0，需要支持如下两种操作：

1. l r x，让下标在区间 [l, r]的 ai 增加 x。

2. q y，查询 aq 的值，存储到 y中。

这个问题相当于输入 l, r, x, q四类数，将结果输出到 y中。

操作 1的输入记为 li, ri, xi（i = 1, 2 . . . n1），操作 2的输入输出记为 qi, yi（i = 1, 2 . . . n2）。

对于每一次操作 2，可以找到一个集合 S i，有 yi =
∑
j∈S i

x j。这个集合 S i就是所有满足在

第 i个操作 2之前执行，且 qi ∈ [l j, r j]的操作 1的下标 j构成的集合。

记矩阵 A = (ai j)n2×n1，其中 ai j = [ j ∈ S j]。则线段树算法可以被描述成



y1

y2
...

yn2


= A



x1

x2
...

xn1


，将

xi 看作输入，而将 li, ri 和 qi 设计到 A中，则区间加单点查询算法就是针对矩阵 A的线性变

换算法。

4.1.1 暴力操作的转置

为了方便处理，将 A扩张成一个 (n+ n1 + n2)阶方阵，同样 a和 b变成了 (n+ n1 + n2)× 1

的向量。其中 a中的元素依次为：输入的 n1 个 xi，用来存储序列 a的 n个 ai，存储答案 n2

个 yi。这里约定输入向量的后 n2 + n个数初始时均为 0。

尝试对于每一次操作构造出一个矩阵 Bi，使得最终有 A = Bn1+n2 Bn1+n2−1 . . . B1。

1. li ri xi 操作：在这一次操作中，会让 ali , ali+1 . . . ari 增加 xi，写出该操作对应矩阵为

P3(ali , xi, 1)P3(ali+1, xi, 1) . . . P(ari , xi, 1)。
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分析这两种操作的实际意义，让新问题输入在 yi 处输入任意值，所有 spos 与 xi 初始 0，

这就是区间和以及单点加操作。发现这和不使用线段树优化，而得到暴力区间加单点查的

转置得到的结果是一致的。

4.2 求解线段树上操作转置的两种方式

基于以上分析，可以看到对于线段树上的操作，有两种求解其转置的方式：

1. 通过分析在线段树上进行的操作直接得到其转置。
2. 先找到暴力操作的转置，然后对其使用线段树优化。

图 1: 求解线段树上操作的转置的两种途径

这两种流程分别对应了图 1中两种从左上角到右下角的路径。
第一种方式在分析线段树算法的转置时会较为复杂，但适用于线段树上的任意操作；而

使用第二种方式，在原算法较简单时是容易的，但在原算法较为复杂时，分析实际含义并

进行优化相比第一种方式可能更为困难。例如在下面的部分例子中，使用第二种方法得到

暴力算法的转置之后，不仅不好使用线段树优化，同时还需要进行一些额外的证明才能够

保证算法的时空复杂度和正确性。所以在实际算法中使用时需要仔细比较两种方式的优劣，

并选择更为合适的方式。

在下文中，分析转置算法时，将不再具体给出每一步操作的对应的矩阵，而是会直接使

用前文中简记的三种符号 ai ↔ aj，ai ← k × ai，ai ← ai + k × aj 来表示三种初等矩阵。

4.3 线段树合并的转置

本节暂时不关注数值计算，只考虑将线段树合并的操作进行逆序。在实际问题中，一般

会进行一次正常的线段树合并的过程，然后再逆序过来处理，所以这个过程将会和撤销非

常相似，本文将这个过程称为线段树分裂。这里定义的线段树分裂和一般的线段树分裂的

定义有一定的出入。线段树分裂一般指将线段树上的所有节点按照值域不交的两部分（若

值域为 [1, n]，一般分裂成 [1, k]和 (k, n]两部分），而此处线段树合并的撤销分裂出的两棵

线段树值域可能相交，这取决于被撤销合并的两棵线段树的值域。

考虑对两棵线段树 T1 和 T2 进行合并，在选出两棵树的根节点 rt1 和 rt2 后进行如下合

并操作：
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• 如果 rt1 或 rt2 为空，则直接返回不为空的一个（如果二者均为空则返回空结点）。

• 否则，将 rt1 和 rt2 的左右儿子分别合并作为 rt1 新的左右儿子，更新 rt1 的信息并返

回 rt1。

这样可以合并得到新的线段树 T。

考虑将 T 分裂成 T1 和 T2 的过程。会先对 T 的根 rt进行分裂：

• 如果 rt是通过合并中的 1情况得到的，那么就将其还原到对应子树的儿子。
• 否则，递归将 rt的左右儿子分别分裂到 rt1 和 rt2 的左右儿子上，更新 rt1 和 rt2 的信

息。

不难发现，由于合并的时空复杂度均为 O(n log n)，若需要维护撤销，可以在进行线段

树合并时额外记录每一次合并被修改的信息，在撤销时还原对应合并修改过的所有信息即

可，这样处理时空复杂度仍保持为 O(n log n)。

4.4 线段树合并优化MAX卷积

4.4.1 MAX卷积

如无特殊说明，下文中所有小写字母表示的数列将使用其对应大写字母表示其形式幂

级数，例如：F =
n∑

i=0
fixi，Di =

n∑
i=0

di, j x j。

定义 4.1 (形式幂级数的MAX卷积运算). 称 H为形式幂级数 F和G的MAX卷积，当
且仅当对于所有 k = 0, 1 . . . n，有 hk =

∑
max(i, j)=k

fi × gj。记为 H = F ⊗G。

4.4.2 MAX卷积的转置

将 MAX卷积描述称线性变换算法的形式：认为 F 对应输入向量 a，由 G生成矩阵 A，

H对应计算结果 b。在此定义下，记MAX卷积 H = F ⊗G的转置为 F = H ⊗⊤ G。

从定义的角度考虑MAX卷积的转置的实际含义。MAX卷积的操作可以被认为是枚举
所有的 i, j，令 k = max(i, j)，执行操作 hk ← hk+ fi×gj。那么对于一对 i, j的操作 hk ← hk+ fi×gj

其转置即为 fi ← fi + hk × gj。

将所有的操作再整合到一起，则 MAX 卷积的转置对应操作为：枚举所有的 i, j，令

k = max(i, j)，执行操作 fi ← fi + hk × gj。可以得到若 F = H ⊗⊤ G，则有 fi =
n∑

j=0
hmax(i, j) × gj；

讨论 i和 j的大小关系，也可以将转移写为 fi =
i∑

j=0
hi × gj +

n∑
j=i+1

hj × gj。

4.4.3 MAX卷积的计算

考虑如下计算 H = G⊗F的算法：从 0到 n枚举 i，同时实时维护 s f =
i−1∑
j=0

f j和 sg =
i−1∑
j=0

gj，

讨论 fi 和 gi 是否为 0。
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• 如果 fi = gi = 0，有 hi = 0。

• 如果 fi = 0，gi � 0，有 hi = s f × gi，同时 sg← sg + gi。

• 如果 fi � 0，gi = 0，有 hi = sg × fi，同时 s f ← s f + fi。

• 如果 fi � 0，gi � 0，有 hi = s f × gi + sg× fi + fi × gi，同时 s f ← s f + fi，sg← sg+ gi。

4.4.4 线段树合并优化MAX卷积原理

定理 4.1. 若 H = F ⊗G，则对于所有 k = 0, 1 . . . n，hk � 0的必要条件是 fk � 0或 gk � 0。

证明. 反证法。若 fk = gk = 0，又因为 hk =
∑

max(i, j)=k
fi × gj，而对于所有满足 max(i, j) = k的

i, j而言，i = k和 j = k至少有一个成立，那么 fi = 0和 gj = 0至少有一个成立。那么就有

fig j = 0恒成立，则 hk =
∑

max(i, j)=k
fi × gj = 0，与 hk � 0矛盾。 □

而在树形 DP问题中，若有 DP数组 di, j，且转移过程如下：

1. 将 Di 中的 O(1)位初始化为非 0数。

2. 依次枚举每一个儿子 v，令 Di ← Di ⊗ Dv。

如果记 S i 为 Di 初始非零位置的集合，在每一次合并的过程中，让 S i ← S i ∪ S v，那么

Di 中的非零位集合一定是 S i 的子集。所以可以用线段树单独维护出这 |S i|个位置的值，其
余位置节点为空表示这些位置值为 0。

那么就可以将上面的 MAX卷积计算方法放到树上，对 i和 v的两棵线段树进行合并，

假设当前要合并的节点为 pos1和 pos2。为了与前文标记保持一致，记 F = Di，G = Dv，同

样维护 s f 和 sg（含义与上面一致）。记 pos1 节点对应区间所有 fi 的和为 fpos1，gpos2 同理。

• 如果 pos1 和 pos2 均为空，返回空。

• 如果 pos1 不为空，pos2 为空，令 s f ← s f + fpos1，给 pos1 打上乘 sg的标记，返回

pos1。

• 如果 pos1 为空，pos2 不为空，令 sg ← sg + gpos2，给 pos2 打上乘 s f 的标记，返回

pos2。

• 如果 pos1 和 pos2 均不为空，如果 pos1 和 pos2 已经是叶子了，直接和上面一样计算

这个位置的值即可；否则递归到左右儿子分别处理（优先遍历左儿子），然后再更新

当前点的值。

这一过程和普通线段树合并的时空复杂度完全一致，即 O(n log n)。

4.4.5 线段树合并优化MAX卷积转置

在上述 DP中，由于卷积为 Di ← Di ⊗Dv，如果将 dpi, j均看作变量则该 DP算法将不再
是线性变换算法，所以需将其看作常数，同时额外维护一个数组 ci, j，考虑更为复杂的转移：

2025 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 8

转置原理在一类动态规划问题中的应用 华中师范大学第一附属中学 徐骁扬

Di ← Di ⊗ Dv，Ci ← Ci ⊗ Dv + Cv ⊗ Di。这样就可以将问题看作关于 c的线性变换算法，原

先的 d数组被看作常数。

单独考虑其中 Ci ← Ci ⊗ Dv 的转置：Ci ← Ci ⊗⊤ Dv。

考虑上面合并的逆序过程，就是要将合并后的线段树中由原属于 v的部分剥离出去。将

Ci记作 F，Dv记作 G，发现 sg由于维护的是 Dv，而 Dv在此处为常数，所以含义不变，只

需要重新考虑 s f。

假设当前访问到的节点为 pos，记当前的 pos是由 pos1与 pos2合并得来的。其中 pos1

对应将要计算出的 Ci 对应的线段树节点。

• 如果 pos为空，直接返回。

• 如果 pos1 不为空，pos2 为空，对于 pos1 节点区间内的每一个 fi， fi ← sg × fi + s f。

• 如果 pos1 为空，pos2 不为空，运算不与 f 或 s f 相关，不在此处讨论。

• 如果 pos1 和 pos2 均不为空，如果 pos1 和 pos2 已经是叶子了，那么有 s f ← gi × fi

fi ← fi × (sg + gi) + s f 同时进行；否则递归到左右儿子分别处理（优先遍历右儿子），

然后再更新当前点的值。

如果先考虑MAX卷积的转置，然后再进行线段树优化，也可以得到类似的结果。但是，
MAX卷积的转置并不保证 Di 的非零位的集合是 S i 的子集。是可以证明只有在 S i 中的这

些位置才会有意义，也就是使用线段树只维护这些位置的值是正确的。

5 例题

5.1 例题 1

题目来源 NOI2024 D2T2登山1

题目大意给定一个以 1为根的树，第 i个点的父亲为 pi，记一个点的深度 di 为其到 1

节点的边数。每一个点有对合法登山路径进行限制的参数 li, ri, hi。

定义一条从 x节点开始的合法登山路径对应一个登山序列 a1 = x, a2, a3 . . . am = 1，其

满足对于所有 1 ≤ i < m，ai+1 为 ai 的 k（lai ≤ k ≤ rai）级祖先或 pai+1 = ai，且对于所有

1 ≤ i < j ≤ m且 paj � aj−1，有 da j < dai − hai。

记 fx 为从 x开始走到 1的合法登山路径条数，两条登山路径不同当且仅当登山序列不

同，求 f2, f3 . . . fn。

解法记 A =
[
f2, f3 . . . fn

]⊤，令 a = [1]，相当于要求向量 b = Aa。
考虑它的转置问题：假设现在有系数向量 a′ = [v2, v3 . . . vn]⊤，求解 b′ = F⊤a′。
则问题转化为：定义一条合法登山路径的权值为其起点 s处的权值 vs，求所有合法登

山路径的权值和。

1https://www.noi.cn/zxzy/lnzl/jszl/2024-08-21/829056.shtml
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根据登山路径的定义，发现每一次冲刺到的点必然是之前冲刺到的点的祖先，所以可

以设计 DP状态 gx 表示所有冲刺到 x的路径的权值和。

设计辅助状态 ci, j 表示在以 i 为根的子树中，向上冲刺到深度为 j 的祖先处的路径数，

ti, j 表示在以 i为根的子树中，可以向上冲刺到深度为 j的祖先处的路径的权值之和。

记 S x 为 x的儿子集合，那么就有 gx = vx +
∑

i∈S x

ti,dx，

cx, j =


[dx − rx ≤ j ≤ dx − lx] +

∑
i∈S x

ci, j , j < dx − hx

0 , j ≥ dx − hx

(1)

tx, j =


gx +

∑
i∈S x

ti, j , j < dx − hx

0 , j ≥ dx − hx

(2)

最终答案就是 g1。

具体在单个节点 x处的操作如下：

1. cx, j =
∑

i∈S x

ci, j，tx, j =
∑

i∈S x

ti, j。

2. 令 gx ← vx + tx,dx。

3. 对于 cx, j ，对于 j ∈ [dx − rx, dx − lx]的范围内的加上 1； j ≥ dx − hx 的部分清空。

4. 对于 tx, j，对于 j < dx − hx 的部分加上 cx, jgx； j ≥ dx − hx 的部分清空。

使用线段树合并优化 c, t数组的维护，可以在 O(n log n)的时空复杂度内解决该问题。

考虑该问题的转置。c数组在整个过程中只作为系数出现，所以针对该数组的维护直接

撤销即可。

初始时有 d1,0 = 1。将上面在单个节点 x处的操作转置处理：

1. 令 gx ←
∑

j<dx−hx

cx, jtx, j。

2. 令 fx ← gx，tx,dx ← gx。

3. 对于每一个儿子 i有 ti, j ← tx, j。

最终 fx就是答案。使用线段树合并以及撤销线段树合并，可以在 O(n log n)的时间复杂

度内解决问题。

直接从实际含义的角度观察这个 DP，发现 f = g，同时 tx, j 就是 x的深度为 j的祖先 u

的 gu。

根据 ci, j的含义“从 i出发，休息若干次之后冲刺到其深度为 j的祖先处的方案数”，可

知 gx =
∑

y∈Fax

gycx,dy，其中 Fax表示 x在树上所有祖先构成的集合，这样也可以直接得到上述

做法。

在这道题中，直接考虑原问题的求解可能会易于使用转置原理求解，但在考虑对于系

数 c的维护去设计优化可能会有一定的障碍，通过转置去考虑这个问题不失为一种有效的

方法。
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5.2 例题 2

题目大意给定一棵树，点 i有点权 pi，定义一个连通子图的权值为其包含的所有点中

的点权最大值。对于每一个点 k，求树上包含 k的所有连通子图的权值之和。

解法记 ai, j表示包含第 i个节点且最大点权为 j的连通子图数量，矩阵 A = (ai, j)。记系

数向量 a = [1, 2, . . . , n]⊤。原题意就是要求解 b = Aa。
考虑其转置问题，假设有一系数向量 a′ = [v1, v2 . . . vn]⊤，考虑求解 b′ = A⊤a′。通过分析

可以得到转置后的问题题意如下：给每一个点定义一个重量 vi，定义一个连通子图的重量

为其所有点的重量之和。对于 i = 1, 2 . . . n，求所有权值为 i的连通子图的重量之和。

这个问题是容易使用 DP解决的：
将树定义为以 1为根的有根树，定义一个点的深度为其到 1号点路径上的点数量，定

义一个连通子图的根为其中深度最小的点，不能证明这样的有且仅有一个。

记 fi, j 表示以 i为根且权值为 j的连通子图数量，gi, j 表示以 i为根且权值为 j的连通子

图的重量之和。

考虑对于 i求解 Fi 和 Gi，假设已经对于 i的每一个儿子 v求出了其 Fv 和 Gv：

• 初始时有 Fi = xpi ,Gi = vixpi，表示在只考虑节点 i时的 Fi 和 Gi。

• 考虑将每一个儿子 v逐个合并进来，此时以 i为根的连通子图可能包含了 v子树内的

一个连通子图，而这个连通子图必然时以 v节点为根的，因此可以得到转移：Fi ←
Fi ⊗ (1 + Fv)，Gi ← Gi ⊗ (1 + Fv) +Gv ⊗ Fi。

最终答案需要统计权值为所有连通子图的重量之和，也就是对 Gi 求和，在每一次合并

完成之后令 y← y +Gi。

将 i及其儿子 v合并的过程是MAX卷积，是可以使用线段树合并优化的。这样可以在
O(n log n)的时间复杂度内解决这个问题，最终答案存储在数组 y中。

考虑将上面的过程逆序过来，将线段树合并变成线段树分裂，同时逆序实现所有的转

移。发现 F 的所有转移都和 a′无关，所以将其看作系数，只需要做撤销还原即可。
转置问题中最终答案存储在 y数组中，则对于原问题应有 y =

n∑
i=1

ixi。

逆序考虑在 i节点执行的所有操作的逆：

• Gi ← Gi + y。

• 将所有的儿子逆序分裂出来：Gv ← Gi ⊗⊤ Fi，Gi ← Gi ⊗⊤ (Fv + 1)。

• 分裂结束后有 vi ← [xpi ]Gi。

那么最终的答案就是 v数组。

在线段树分裂的过程中处理 ⊗⊤ 根据上一节的讨论时可以做到 O(n log n)，即就能够在

O(n log n)的时空复杂度下解决原问题。

同样，可以得到原问题的 DP g实际含义：gi, j表示“对于一个以 i为根的连通子图，和

所有包含 f ai 但不包含 i的连通子图（可以为空）合并在一起的连通子图的权值之和”。在

fi, j 仍然沿用上面的定义的情况下，可以得到完全相同的 DP转移。但是在设计状态，得到
转移，以及优化转移复杂度的过程会更加繁琐。
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第二道例题相较于第一道例题，矩阵 A更加复杂，此时直接考虑原问题就会较为复杂，

也难以很自然地想到对于转移的优化，尤其是对于MAX卷积的转置 ⊗⊤的计算与优化。此
时使用转置原理去求解该问题则具有一定的优势。

6 总结

本文介绍的转置原理，并研究了线段树上部分操作的转置，结合两道较为典型的题目，展

示了转置原理在部分可以被描述为线性变换算法的线段树合并（分裂）优化动态规划问题中

的应用，可以大幅降低这些问题在动态规划状态设计、动态规划转移设计以及动态规划转移

优化的难度，并且能够较为容易地实现与线段树合并一致的时空复杂度（一般为O(n log n)）。
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浅谈线性基在 OI中的应用
杭州第二中学 陈昕阳

摘 要

信息学竞赛中的线性基是解决一类子序列异或和问题的利器，且有着许多不同方向的

扩展。本文先详细介绍了线性基最基础的构建方法与应用以及各种常见拓展，再在带删线

性基这一方向提出了一些独到的方法与见解，解决了这一方向之前未能解决的一些问题。

1 导引

1.1 前言与定义

本文用 ⊕符号表示异或运算。
在 OI中，一个由非负整数序列 S 的线性基通常指将这个序列内的所有元素视为二进制

数（通常有较小的位数上界 m，即所有元素在 [0, 2m)之间，本文中一般默认 m ≤ 30即对这

些二进制数进行异或运算是 O(1)的），目标是构造另一个由 m位二进制数序列 T，使得：

1. T 所有子序列（同时注意空子序列也是一种子序列）元素的异或和互不相同。

2. S 所有子序列元素的异或和视为不可重集后，与 T 所有子序列元素异或和构成的集

合完全相同。

3. T 中所有元素最高位严格递减。

这样做的基本想法是借由性质二通过研究 T 子序列的异或和，来研究 S 的子序列异或

和。而 T 因为满足这三点限制，具有更好的性质，研究 T 子序列异或和可能比研究 S 子序

列异或和更简单。值得注意的是，这样的序列 T 并不唯一，存在很多不同但在应用上可能

相互等价的选法。

实际上 OI中的线性基与线性代数有很深的联系，此处谈论的 m位二进制数可以等同为

长度为 m的系数在 F2 中的向量，而要求构造的线性基就是给定的由 m位系数在 F2 中的向

量构成的序列 S，张成的线性空间的一组基。不过这样忽略了限制三，再认为要求取出的基

不允许有两个向量首个非零项值相同即可保持限制三。
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而希望对一些向量张成的线性空间取一组基，方法当然是执行著名的高斯消元法，实

际上这与后文介绍的线性基构建算法是完全等价的。这表明从线性代数的角度观 OI中的线
性基，其实在有相关知识的情况下会发现无非是给线性代数中的一些内容换了个名称，本

质并无差别。

但考虑到大多数 OI选手理应没有学习过线性代数相关知识，且实际上在大多数情况下
引入线性代数的语言也并不能显著简化问题，只是徒增需要线性代数相关知识的门槛，本

文会尽量避免使用线性代数的语言，而尽量使用虽然不甚严谨规范，但在 OI中更广泛流传
的语言来做描述。

1.2 导引

本文除本章引入与导引外，正文一共四章。其中前两章内容较为基础，也比较广为人

知，有很多相关资料；后两章内容较为困难，且目前已有的介绍较少，其中最后一章内容均

为原创，对多个现有的经典问题给出了复杂度更优秀的解法。

第二章会介绍线性基基本的构造方法，以及构造出线性基后的一些经典应用。

第三章则着眼于对于构建出线性基后容易解决的问题，如果每次都构造线性基时间开

销太大该如何优化。即介绍了若干基于线性基性质的常见优化技巧。

第四章从更易懂的角度介绍了正交线性基，它是刻画点值序列以及执行线性基求交的

强大工具。

第五章介绍了动态线性基，重点在于如何对线性基执行删除操作。介绍了本文原创的

两种带删线性基，并展示了带删线性基与数据结构结合后可以发挥的强大功能。

2 构造算法与基本应用

2.1 基本性质观察

正如 1.1所说，线性基最重要的思想是要研究 S 所有子序列异或和的性质，可以借由另

一个具有更好性质，且所有子序列异或和构成的不可重集与 S 所有子序列异或和构成的不

可重集完全相同的序列 T 来研究。为此，可以考虑研究对一个序列 S 做怎样的操作，其所

有子序列异或和构成的可重集不发生改变，在这接下来的几节中这样的相等性质称为等价。

定理：从 S 内任意选出 1 ≤ i � j ≤ |S |，从 S 中删去 S j 加入 S i ⊕ S j，得到的序列 S ′与

S 等价。

证明：如果选出的子序列不包含 S j，显然 S ′中存在对应的完全相同的子序列；如果选

出的子序列同时包含 S i, S j，在 S ′ 中存在对应的子序列中删去 S i, S j 但加入了 S i ⊕ S j 的方

案，异或和是相同的；如果选出的子序列包含 S j而不包含 S i，S ′中存在对应子序列删去 S i，
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加入 S i ⊕ S j 以及 S j，异或和不变。这给出了 S 子序列到 S ′ 子序列的对应方案，反方向的

对应也容易构造，因此构建了子序列之间保持异或和不变的双射，显然具有等价性。

2.2 等价序列的增量构造法

有了基本的给序列内一个元素异或上序列中另一个元素，得到序列与原序列等价的性

质，先介绍一个与常用的线性基的增量构造法略有不同的构造等价序列的增量构造法：

• 增量构造 S ′[1, i]与 S [1, i]等价，且满足 S ′内 0只出现在一段后缀，S ′内非零元素最

高位单调严格递减。

• 初始 i = 0，考虑将 i增加 1时如何从 S ′[1, i]构造到 S ′[1, i + 1]，初始令 S ′i+1 = S i+1。

• 维护指针 j初始指向 1，当 j = i + 1时结束。否则考察若 S ′j 的最高位严格小于 S ′i+1，

将 S ′i+1插入到 S ′j前面并结束将 i增加 1的增量构造；接下来若 S ′j的最高位与 S ′i+1相

同，将 S ′i+1 异或上 S ′j 并将 j增加 1；否则说明 S ′j 的最高位严格高于 S ′i+1，直接将 j

增加 1即可。

可以发现这样确实达成了目标，略微需要注意的一点是当到达 j = i + 1时的停止状态

时，S ′i+1 是否为 0都有可能。

S ′ 非零元素最高位单调递减，0只出现在一段后缀的性质非常有趣。从 S ′ 中选取子序

列考察异或和，异或和的值不与选出了多少个后缀 0有关。而因为非零部分最高位单调递

减，不难发现从非零部分任取子序列，得到的异或和都不相同。证明考虑任取两个不同的

子序列，考察最靠前的出现于一个子序列而未出现于另一子序列的元素即可做到，两个子

序列的异或和在该元素最高位上必然不相同。

这表明了假设 S ′中有 c个 0，S ′所有子序列的异或和构成的可重集可以将看作是 S ′中

非零元素所有子序列的异或和构成的不可重集复制 2c 份拼成一个可重集。

这一结论将在后面被反复用到。

2.3 线性基的增量构造法

2.2构造出的等价序列 S ′ 和在 1.1中提及的目标序列 T 具有相仿、但是略微不同的性

质。实际上注意到只要去掉 S ′中所有后导 0就得到了一个可行的序列 T 即构造出了一组 S

的线性基。但注意在一些应用中实际上 S ′的后导 0数量 c也可能被用到，我们知道它代表

了 S 子序列异或和构成的多重集每个元素的重复出现次数。

仿照等价序列的增量构造法，就得到了流传最广的线性基的增量构造法，这里介绍的

版本记录了 c：
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• 换一种方式描述等价序列。用值 c记录后导 0数量，对于 S ′ 中非零元素，假设其最

高位是 p，将其的值记录在 wp，不难发现不会产生冲突。如果 S ′中不存在非零元素

最高位为 p，wp = 0。

• 初始化 c = 0，w0 ∼ wm−1 均为 0。

• 增量构造加入 S i+1 时，指针 j初始指向 m − 1。如果 S i+1 不包含第 j位，直接将 j减

1，如果减完后 j = −1，将 c加一并退出；否则如果 wj = 0，将 wj 设为 S i+1 并退出；

对于剩下的 wj � 0的情况，将 S i+1 异或上 wj，再将 j减 1，如果减完后 j = −1同理

将 c加 1并退出。

可以发现这样只是换了一种方式描述了等价序列 S ′，本质上没有区别。

增量加入一项 S i+1 的时间复杂度为 O(m)，因此构造序列 S 的线性基的时间复杂度为

O(|S |m)，构造线性基的额外空间复杂度显然为 O(m)。

2.4 使用线性基求最大异或和子序列

假设已经对序列 S 得到了一组线性基 w0 ∼ wm−1，根据 2.2的性质求 S 的最大异或和子

序列相当于求 w0 ∼ wm−1 的最大异或和子序列。

方便起见，将 w0 ∼ wm−1中的所有非零元素按顺序为 a1 ∼ ak。选择一个后缀 a[p, k]，考

察两种 ap ∼ ak 的不同子序列 P,Q。根据等价序列的性质，P与 Q的异或和必然不相同（2.2
节）。更具体地说，P与 Q的异或和一定在某个不低于 ap最高位的位上不相同，而 a1 ∼ ap−1

的最高位都一定严格小于 ap的最高位，因此如果要将 P,Q拓展为一组 a1 ∼ ak的子序列，无

论怎么拼上一组 a1 ∼ ap−1 的子序列，P与 Q中的异或和较小者都不可能反而变得异或和较

大。

这表明要求 ap ∼ ak 的最大异或和子序列，只需要先求出 ap+1 ∼ ak 的最大异或和子序

列，再考虑要不要额外选上 ap 这一项元素即可。

算法流程可以简化为：

• 维护最优答案 ans初始为 0，指针 j初始指向 m − 1。

• 只要 j ≥ 0，将 ans设为 max(ans, ans ⊕ wj)，然后将 j减一。

最后的 ans即为目标答案，该算法时间复杂度为 O(m)。

可以发现即使 ans的初始值并非 0而是某个给出的值 v，即要求的是异或和再异或上给

定值 v后，得到权值最大的子序列的权值，上述的分析也仍然完全可行，因而算法也仍然正

确。
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2.5 使用线性基求异或和为某个定值的子序列个数

根据 2.2的性质，如果 S 序列存在子序列异或和为目标值，子序列个数为 2c，否则为 0。

而要判断 S 序列是否有子序列异或和为目标值 x，只需要尝试向 S 的线性基内插入 x：

如果插入失败表明向 S 序列加入 x后，其所有子序列异或和构成的不可重集没有扩大，因

此 x本来就作为 S 内某个子序列异或和出现；如果插入成功，同理表示不可重集扩大了，因

此 x并未作为 S 内某个子序列异或和出现。

该算法时间复杂度为 O(m)。

实际上该问题可视作 2.6的一个特例。

2.6 使用线性基求异或和小于某个定值的子序列个数

仍然利用 2.2的性质，将问题转化为求 w所有非零项的异或和小于某个定值 lim的子序

列个数，最后将答案乘上 2c。设 w非零项依次为 a1 ∼ ak。

仍然考察后缀 a[p, k]，考虑取出的 a的子序列在 a[p, k]内的部分的异或和 cur，将 cur

和 lim的不低于 ap 最高位的所有位做比较：

• cur较大，a1 ∼ ap−1最高位都严格小于 ap的最高位，即使考虑它们也无法改变 cur在

某个高位超过 lim的事实。

• lim较大，同理任意选择 a1 ∼ ap−1 的一个子序列都合法。

• cur与 lim在这些位上完全相同，那么可以认为目标变为数 a1 ∼ ap−1 有多少个子序列

异或和异或上 cur低于 ap 最高位的部分的结果，小于 lim低于 ap 最高位的部分，递

归到更小的子问题。

由此导出了以下算法：

• 维护当前异或和 cur初始为 0，当前答案 ans初始也为 0，指针 j初始指向 m − 1，重

复执行以下操作直到 j < 0或退出：

• 如果 lim在第 j位上为 1

– wj � 0，先将 ans加上 2
j−1∑
k=0

[wk�0]
。如果 cur在第 j位上为 0，将 cur异或上 wj。无

论如何将 j减 1。

– wj = 0，如果 cur在第 j位上为 0将答案加上 2
j−1∑
k=0

[wk�0]
并退出，否则将 j减 1。

• 如果 lim在第 j位上为 0

– wj � 0，如果 cur在第 j位上为 1，将 cur异或上 wj。无论如何将 j减 1。
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– wj = 0，如果 cur在第 j位上为 1则退出，否则将 j减 1。

• 最后将 ans乘上 2c 作为答案。

这些情形的分类讨论无非是基于总可以剪枝掉选择 w非零项一段后缀的子序列时，选

出的异或和与限制在已经考虑的高位上并非完全相同的情况，只留下两者完全相同的情况

继续递归考虑。

该算法的时间复杂度在合理预处理后为 O(m)。

对这个算法稍加修改，利用同样的思想即可在 O(m)时间内求出异或和第 k小的子序列

的异或和值，在此不详细展开。

2.7 利用线性基解决无向图上最大 XOR和路径问题

2.4 ∼ 2.6的应用都局限于研究序列上子序列异或和相关问题，在这一章的最后，我们来
看一个更加有趣的应用：

例题 2.1. 1

给定一张边带权的无向连通图 G = (V, E)，边权在 [0, 2m)之间。求所有从 1到 n的路径

（不要求简单）中，经过的所有边边权异或和最大的一条的边权异或和，注意一条边在异或

和中被计算的次数是它被经过的次数。

|V |, |E| ≤ 105,m ≤ 60。

这个问题当然与无向带权图上的最短路问题非常不同，这是因为一条路径再拓展一步，

即额外加上一条边之后，边权异或和可能减小也可能增大，类似 Dijsktra的分析完全失效。
一个观察是，对于同一条路径正反走两次对异或和不会产生任何影响，虽然走完之后

所在节点也不会发生变化。但其实可以任选一个走过路径上的节点，再选择一条包含这个

节点的回路，在正反走这条路径中首次经过这个节点时，将回路插入到剩余的需要经过的

边前面，就将异或和异或上了该回路的边权异或和。

而给定的图是无向连通图，因此任取一个回路，总能走到回路上的任意一个点再走回

来，因此假设当前找到了一条 1→ n的路径权值异或和为 val，存在一个图上的回路边权异

或和为 x，总能找到一条权值为 val ⊕ x的 1→ n的路径。

定理：将无向图上所有回路边权异或和去重后记录为序列 S，任取一条 1 → n的路径

边权异或和为 v，1→ n的最大异或和路径权值为 S 中任选子序列，子序列内元素异或和异

或上 v的最大值。

证明：设这样算出的答案为 ans′，真实答案为 ans。ans ≥ ans′ 是显然的，因为确实

可以由 v对应的路径拼上 S 内某个子序列对应的回路找到一条权值为 ans′ 的 1 → n路径。

ans ≤ ans′则是考虑，先走最优路径再沿着给出的 1→ n路径返回（即倒着走，无向图因此

1来源：[WC2011]最大 XOR和路径 https://www.luogu.com.cn/problem/P4151
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合法），再沿着给出的 1 → n路径走到 n，前两部分构成一条回路，因此权值为 ans的方案

被考虑到了。

于是问题转化为求出 S 序列的任意线性基即可，但按照定义求解需要枚举无向图上的

所有回路，这有无穷多条，当然不可行。但注意到只需要求出 S 序列的线性基，实际上可

以只考察很少的回路：

定理：考虑任意生成树，只考虑所有非树边 (u, v)加上 u到 v简单路径构成的回路，边

权异或和构成的线性基与原图所有回路构成的线性基等价。

证明：显然这样求出的线性基 basis′ 不可能比原图所有回路边权异或和构成的线性基

basis大，于是只需要证不存在某个原图上的回路，其异或和不能写成 basis′ 内一些元素的

异或和（从而将其插入 basis′ 会扩大 basis′），这只需要真的给出一组写成 basis′ 内一些元

素异或和的方案。考虑任取根 r，记生成树上 r到 u简单路径边权异或和为 du，任意回路边

权异或和也可以表示为对其包含的所有边（经过多次计入多次）(ui, vi,wi)将 dui ⊕ dvi ⊕wi全

部异或起来后得到的结果。对于树边，结果为 0，对于非树边，结果这条非树边所对应的回

路（被考虑过的）的边权异或和。

于是只需要先 O(|V | + |E|)求出任意生成树并找到任意一条 1 → n的路径求出边权异或

和。然后将 O(|E|)条非树边对应的回路的边权异或和插入线性基，再最后做一次 2.4的查询
即可，时间复杂度为 O(|V | + |E|m + m)。

2.8 本章小结

本章先指出了线性基原理中最重要的基本性质，利用基本性质立即推导出了等价序列

的增量构造法，并指出最常用的线性基的增量构造法只是给等价序列的增量构造法换了一

种写法。

接下来 2.4 ∼ 2.6展示了线性基最基本的三个应用，实际上这三个应用基本的想法都是
一致的：利用线性基内元素最高位严格递减的特性，在某个位处考虑选出的方案在不低于

这个位的部分的权值，而这个权值不受线性基内最高位更低的元素的影响，由此可以直接

减枝掉很多局面。利用这一基本思想还可以解决更多更复杂的问题。

2.7是非常经典的图上最大 XOR和路径问题，本文给出做法并详细论证了做法的正确
性。

3 常见优化技巧

3.1 线性基合并

考虑这样一个问题：假设现在已知序列 S 的一组线性基是 S ′，序列 T 的一组线性基是

T ′。现在要将序列 S 和序列 T 拼接在一起，能否在只知道 S ′, T ′的情况下求出 S + T（表示
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序列拼接）的线性基？

从线性基实际上是等价序列去掉所有后导 0的这一点来看，做法是显然的：直接将 S ′, T ′

作为序列拼接起来，求这个序列的线性基得到的就是 S + T 的线性基。这是因为 S ′ 拼上若

干个 0后与 S 等价，T ′拼上若干个 0后与 T 等价，那么显然 S ′+T ′再拼上若干个 0与 S +T

等价，于是直接对 S ′ + T ′构造等价序列即可。

如果额外记录了 c值，合并起来后的 c值也是容易计算的。

一次线性基合并需要将 O(m)个元素插入线性基，因此时间复杂度为 O(m2)。

3.2 结合数据结构

针对序列 S 构造的线性基（在不加下文所介绍的其他的优化前），只能处理类似询问从

整个序列中任取一个子序列，子序列权值异或和最大是多少之类的问题，并且还不支持修

改。如果要面对区间询问或带修，结合数据结构是一种可行的思路。

例题 3.1. 2

维护一个长度为 n值域在 [0, 2m)之间的非负整数序列 a。支持 q次操作分为两种：

• 修改操作：将某个 ax 修改为 y，保证 y ∈ [0, 2m)。

• 查询操作：给出区间 [l, r]，查询从 a的子区间 a[l, r]中任取一个子序列能得到的异或

和最大值。

n, q ≤ 5 × 104,m ≤ 30。

考虑对原序列建立线段树，在对应区间为 [l, r]的节点维护 a[l, r]构成的任意一组线性

基。注意到线性基可以 O(m2)合并，于是可以简单的把一个序列的线性基看作是一种满足

结合律的信息，用 O(n+ q log n)次信息合并来保证每次询问时能顺利求出 a[l, r]的任意一组

线性基，进而回答询问。

该算法的时间复杂度为O((n+q log n)m2)，实际上可以分析到略好的上界但在此不赘述。

可以发现这个算法的时间复杂度并不优秀，本章后面几节会介绍在与这个问题相似的

一些更为简单的问题上该如何优化复杂度，在第五章会真正介绍如何优化这个问题的时间

复杂度降低至 O(nm + qm(log n + m))。

3.3 维护等价序列优化复杂度

如果要维护序列 S 的线性基但这难以做到，可以考虑维护与 S 等价的序列构成的线性

基。这在静态的时候当然没有帮助，但如果要针对序列 S 进行一些修改，有时会很有效果。

2来源：经典问题,出处不明

XXXX 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 8

浅谈线性基在 OI 中的应用 杭州第二中学 陈昕阳

例题 3.2. 3

维护一个长度为 n值域在 [0, 2m)之间的非负整数序列 a。支持 q次操作分为两种：

• 修改操作：给出区间 [l, r]和值 v ∈ [0, 2m)，将 al ∼ ar 全部异或上 v。

• 查询操作：给出区间 [l, r]，查询从 a的子区间 a[l, r]中任取一个子序列能得到的异或

和最大值。

n, q ≤ 5 × 104,m ≤ 30。

设 bi = ai ⊕ ai−1，可以发现 a[l, r]等价于 al + b[l + 1, r]。而对 al ∼ ar 全部异或上 v的操

作对 b的影响只是将 bl, br+1 异或上了 v，可以视作是对 b进行两次单点修改。于是用线段

树维护 b序列做 3.2的问题每次查询出 b[l + 1, r]构成的任意线性基，再将 al 插入该线性基

即可解决此问题，需要略微注意的一点是还需要支持对 a进行区间异或，单点查询，但这

也不难做到，时间复杂度仍为 O((n + q log n)m2)。

注意不要将此题视作孤例，如果希望以“维护等价序列”作为做法命题，很容易就能得

到以下题目：

例题 3.3. 4

维护一个长度为 n值域在 [0, 2m)之间的非负整数序列 a，给定一个常数 k。支持 q次操

作分为两种：

• 修改操作：给出区间 [l, r]和值 v ∈ [0, 2m)，对于 ∀l ≤ i ≤ r且满足 i mod k = l mod k，

将 ai 异或上 v。

• 查询操作：给出区间 [l, r]，查询从 a的子区间 a[l, r]中任取一个子序列能得到的异或

和最大值。

n, q ≤ 5 × 104, k,m ≤ 30。

做法大同小异，维护 bi = ai ⊕ ai−k 即可，时间复杂度为 O((n + q log n)m2 + qkm)。实际

上如果是给 [l, r]内编号模 k在某个每次修改给出的集合 S 中的下标做异或 v的操作，时间

复杂度也可以做到 O((n + q log n + qk)m2)。

3来源：[Ynoi2013]无力回天 NOI2017 https://www.luogu.com.cn/problem/P5607
4来源：原创题
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3.4 前缀线性基

前缀线性基的想法可以从两个动机看出。

1. 最常用的构造序列 S 的线性基的方法是增量构造法，每次考察 S 的首个尚未被考虑

过的元素，考虑加入其对线性基的影响，而我们知道要么没有影响，要么只是将某一

项值由 0填成某个非零值。所以如果记录了每个非零值是在哪一次插入时被填上的，

实际上自然就可以得到 S 所有前缀的线性基信息了：S [1, p]的线性基信息就等于 S

整体的线性基信息，只保留被填上时间不晚于 p的非零值。

2. 实际上对 S 任意重排后，建出的线性基都彼此等价。因此可以给 S 内的每个值额外

分配一个优先级，钦定按照优先级从高到低的顺序增量构造，将值插入线性基。

现在考虑这样一个问题：需要动态维护 (ti, ai)二元组集合 S，你需要在每次向 S 内额外

插入一个二元组后，求出 f (S )表示把所有二元组按照优先级 ti 从大到小排序后，依次将 ai

插入到线性基，线性基的形态。保证 ti 互不相同。

我们先给出以下在 2.2中描述的算法基础上稍加修改后的算法，再说明其正确性：

• 在维护 wi 的基础上记录 pi 表示占领第 i位的二元组的优先级，初始均为 −∞。

• 向 S 内插入 (ti, ai)时，指针 j初始指向 m − 1。如果 ai 不包含第 j位，直接将 j减 1，

如果减完后 j = −1，将 c加一并退出。否则如果 pj < ti，交换 wj, ai，再交换 pj, ti。无

论如何，将 ai 异或上 wj，再将 j减 1，如果减完后 j = −1将 c加 1并退出。

正确性证明：交换相当于保证了一定优先级较高的二元组占领第 i位，将优先级较低的

二元组的 a异或上优先级较高的在“按照优先级降序插入”的题设下显然也确保了等价性。

该算法的时间复杂度仍为 O(m)。

3.5 前缀线性基的多种应用

前缀线性基应用广泛，在此节暂且用以下三个例题说明，后文还有和其他技巧结合的

例题：

例题 3.4. 5

给定长度为 n值域为 [0, 2m)的非负整数序列 a。q次询问区间 [l, r]查询从 a的子区间

a[l, r]中任取一个子序列能得到的异或和最大值。

n, q ≤ 5 × 105,m ≤ 30。

5来源：CF1100F Ivan and Burgers https://codeforces.com/problemset/problem/1100/F
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这是 3.2例题无修改的弱化版，考虑要回答询问 [l, r]，只需要将 ∀1 ≤ i ≤ r, (i, ai)插入

集合 S 然后保留只 f (S )中 pi ≥ l的部分就得到了 a[l, r]的线性基信息。而对 (i, ai)二元组序

列的每个前缀求其 f 显然就是上面描述的问题，因此得到了 O((n + q)m)的算法。

例题 3.5. 6

给定 n个点每个点带 [0, 2m)内非负整数点权的树 T。q次询问 u, v查询 u到 v简单路径

上所有点点权构成的序列中任取一个子序列能得到的异或和最大值。

n ≤ 5 × 105, q ≤ 105,m ≤ 30。

这是上一个例题上树的情形。任意定根 r，先考虑 u, v有祖先后代关系时该如何获取 u

到 v简单路径上点权构成序列的线性基信息。不妨设 u是 v的祖先，可以发现将 v祖先中所

有点 w的 (depw, aw)插入集合 S 然后只保留 f (S )中 pi ≥ depu的部分就得到了目标信息，其

中 depp表示节点 p到根简单路径边数。注意到动态维护 f (S )的是一个增量算法，且该算法

的时间复杂度不依赖于均摊，因此从一个局面增量到不同局面的时间复杂度仍然正确（也

就是可以把一个点的信息复制给它的所有子节点，再插入它子节点对应的那个二元组，也

仍然完全可行）。因此该子问题仍然可以 O((n + q)m)解决。

对于不存在祖先后代关系的情形，只需要求一次 LCA将两条有祖先后代关系的链的线
性基信息 O(m2)合并即可。

因此时间复杂度为 O(nm + qm2)，LCA可能有额外时间开销但这里不关心。

例题 3.6. 7

维护元素在 [0, 2m)内的非负整数集合 S，支持插入、删除元素，每次操作后求选出一

个子集异或和的最大值。

操作次数 q ≤ 5 × 105，m ≤ 30。

注意到本题允许离线，因此可以求出每次插入 ai的操作中，ai在第 ti次操作被删除，不

存在则为 +∞。那么进行前 q′ 次操作后的线性基信息可以看作是将前 q′ 次操作中的所有插

入操作看作二元组 (t j, aj)插入集合 S，询问 f (S )中 pi > q′的部分。

因此该问题也在 O(qm)的时间内得以解决。

本节的第三个例题表明实际上使用前缀线性基的技巧就能一定程度上实现动态线性基，

但实际上这种实现方法是非常“脆弱”的。首先这个算法是离线的，难以优化到在线。另外

为了实现这种虚假的在线，这一算法还已经“消耗”掉了线性基内可以控制优先级的自由

元，这导致就算不要求强制在线，这个算法也不可能做到对一个序列单点修改，支持查询其

任意前缀的线性基信息。在第五章会介绍真正的动态线性基，然而这一算法就算不考虑其

复杂性，也仍然有其自身的缺陷。

6来源：SCOI2016幸运数字 https://www.luogu.com.cn/problem/P3292
7来源：经典问题,出处不明
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3.6 线性基的进一步消元

在建出线性基 w0 ∼ wm−1 之后，其实还可以进行进一步消元以保证若 wi > 0，所有

∀i < j ≤ m − 1的 wj 不包含第 i位。

做法是简单的：升序枚举 i ∈ [0,m)，若 wi > 0，再升序枚举 j ∈ (i,m)，若 wj 含有第 i

位，将 wj 异或上 wi。

该做法的正确性可以归纳证明：假设在前 p轮结束后，保证了 ∀0 ≤ i ≤ p的位 i满足这

一性质。那么若 wp+1 > 0，第 p + 1轮无疑保证了第 p + 1位也满足这一性质，且没有破坏

[0, p]这些位的性质。

做这样的进一步消元有时并不必要，但有时很有帮助，可以通过以下例题看出：

例题 3.7. 8

维护一个长度为 n值域在 [0, 2m)内的非负整数序列 a以及一个元素同样是 [0, 2m)内非

负整数的集合 S 0。初始 a给定 S 0 为空集，支持 q次操作分为三种：

• 对 a的修改操作：给出 x, v，将 ax 异或上 v，v仍然 ∈ [0, 2m)。

• 对 S 0 的修改操作：给出 v，将 v插入 S 0。

• 查询操作：定义 g(x, S ) = max
T⊆S

(x ⊕ xor(T ))，其中 xor(T )表示 T 集合内所有数的异或

和。给出 [l, r]求
r∑

i=l
f (⊕i

j=la j, S 0)，答案对 264 取模。

n ≤ 5 × 105, q ≤ 105,m ≤ 64。

先假设 S 0 是某个一开始就给定的集合，考虑如何回答查询操作。首先对 S 0 建线性基

并执行上述的进一步消元，然后我们考虑如果询问的是 g′(x, S ) = min
T⊆S

(x ⊕ xor(T ))该如何处

理：实际上由于对于某个 wi > 0的 i，由于线性基内除了 wi 之外不存在其他数包含位 i，那

么只要 x包含位 i，在最小异或值方案中就必须选 wi，否则就一定不选，不然一定不优。由

此便可看出最小异或值方案是唯一的使得所有 wi > 0的位 i一定在异或和中不被包含的选

子集的方案。注意到每次用到的 x实际上是若干数 x1 ∼ xk 的异或和，如果对每个 xi都求出

g′(xi, S )并将所有 g′(xi, S )异或起来，其对应的选取子集的方式就是这组方案。即我们证明

了 g′(x, S ) = ⊕k
i=1g′(xi, S )。

但实际上需要研究的是 g(x, S )，不过实际上可以注意到 g(x, S ) ⊕ g′(x, S ) = ⊕m−1
i=0 wi。这

是因为最大异或值方案反过来是使得所有 wi > 0的位 i一定在异或和中被包含的取子集的

方案，所以对于同一个 wj，其一定恰在最大异或和方案与最小异或和方案中被取一次。

于是询问可以这样回答：维护 bi = g′(ai, S 0)，
r∑

i=l
(⊕i

j=lb j) ⊕ bas即为答案，其中 bas表示

⊕m−1
i=0 wi。

8来源：2023-2024集训队互测 Xor Master https://qoj.ac/contest/1417/problem/7765
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回到原问题，对 a做单点修改操作相当于单点修改 b，花费 O(m)时间即可求出修改后

的结果。对 S 0 做修改操作如果没有扩大线性基，所有 b均不变，否则一个暴力的想法是直

接重新 O(nm)求出 b1 ∼ bn，这种事件只会发生 m次。问题可以转化为维护一个长度为 n的

序列，有 m次整体重建，q次单点修改以及查询一个区间所有前缀的异或和再异或上给定

值 C。该部分做法与本文主题无关但可以在 O(nm + q log2 n)内解决。

但这样只能得到 O(nm2 + q log2 n)的解法，实际因为 O(nm2)太大无法通过。

注意到瓶颈在于 O(m)次在 S 0 对应线性基扩大时直接重新计算了所有 b1 ∼ bn，实际上

执行线性基的进一步消元之后，求 g′(x, S 0)不必再按照从高位到低位的顺序将结果向额外

异或上线性基内元素的方案取min，而是任意顺序都可行。同时如果线性基扩大导致线性基

内出现了最高位为第 p位的元素，注意到实际上知道线性基扩大前的 bj，而 bj 在线性基内

其他 wi > 0的 i位上一定均为 0，于是只需要检查 bj 是否包含第 p位即可。这样重新计算

b1 ∼ bn 的时间复杂度降为 O(n)。线性基扩大后再次执行进一步消元也只需要试着消掉 wp

的更低位，并用 wp 去消掉 ∀p < k < m的 wk 的第 p位，于是进一步消元也是 O(m)的。

于是该做法的时间复杂度被优化到了 O(nm + q log2 n + m2)。

实际上 g′(x, S ), g(x, S )之间的结论不用进一步消元的方法也能证明，但做最后的时间复

杂度的优化，进一步消元是必不可少的。

3.7 前缀线性基结合数据结构

让我们考虑 3.2的另一个相仿的问题。

例题 3.8. 9

维护 n个序列 S 1 ∼ S n，初始均为空序列。支持 q次操作分为两种：

• 插入操作：向 S x 的末尾插入 y，保证 y ∈ [0, 2m)。

• 查询操作：给出区间 [l, r]，查询将 S l ∼ S r 这些序列全部按顺序拼接起来后，从中任

取一个子序列能得到的异或和最大值。

n, q ≤ 2 × 105,m ≤ 30。

直接沿用 3.2的做法当然并没有什么问题，但实际上利用前缀线性基的性质，可以做得
更好：

建线段树，对每个线段树上的节点，如果它是一个左儿子，维护对应区间的后缀线性

基；如果它是一个右儿子，维护对应区间的前缀线性基；对根什么都不维护。

查询时，考虑何时查询区间首次被 mid切开，设此时线段树节点管辖 [l, r]，查询区间是

[L,R]，需要的线性基信息可以由 [L,mid], [mid + 1,R]做一次 O(m2)的合并得到，而这两段

9来源：P哥的桶 https://www.luogu.com.cn/problem/P4839
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区间分别是左儿子对应区间的后缀和右儿子对应区间的前缀，信息都可以通过维护的前/后
缀线性基 O(m)提取出来。找查询区间首次被 mid切开的位置其实是求一次 LCA，理论上不
是瓶颈。

修改时，对所有管辖被修改位置的线段树上节点，向这个节点的前/后缀线性基做一次
插入即可。

这个算法相比 3.2的做法，单次修改复杂度降为O(m log n)，单次查询复杂度降为O(m2)。

该例题又一次证明了前缀线性基的强大功能，但要使用前缀线性基，得先拆出“前缀

询问”的形式。

但如果修改并非向某个序列末尾插入元素，而是修改某个序列中的某个元素（即 3.2中
的问题）。如果还想使用类似的方法，会需要解决 3.5中提到的“对一个序列单点修改，支
持查询其任意前缀的线性基信息”这样的问题，而这一问题在目前的讨论中，还暂时没有

较好的方法。

3.8 本章小结

本章主要聚焦于对于需要用线性基解决的题目，如何快速求出需要的线性基信息。3.1
∼ 3.6介绍了线性基合并、使用数据结构维护信息、转而维护更易维护的等价序列、前缀线
性基、对线性基进行进一步消元这些常用技巧。这些常用技巧有时需要配合使用，这正是

3.7的内容。
3.2使用数据结构维护信息的方法基于 3.1的线性基合并。这一方法能力非常强，但线

性基合并单次 O(m2)的代价太高往往难以接受。3.5和 3.7描述了如何使用 3.4介绍的前缀
线性基的技巧尽量少用或不用线性基合并来降低复杂度，这一优化方式非常常见。

3.3描述的维护等价序列的方法是一种转化来简化问题的手法，在转化完之后仍然需要
使用剩下几节的方法维护。

3.6对线性基进行进一步消元的技巧在一些情况下也可以优化时间复杂度，但相对不太
常用。

本章最后遗留下来的问题是，如何延续 3.7中的思路优化 3.2中的问题，这将在第五章
得到解答。

4 正交线性基

4.1 准备工作

事实上正交线性基与线性代数的联系就更为紧密了，但避免从线性代数的角度介绍仍

然是可行的，为此需要先介绍一些概念，但它们在 OI中仍然是为人熟知的。

XXXX 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 14

浅谈线性基在 OI 中的应用 杭州第二中学 陈昕阳

本章会区分原序列 S（不定长）和一些需要用到的，定长为 2m 描述子序列异或和分布

信息的序列，称后者为点值序列，虽然有时用到的点值序列可能找不到其对应的原序列是

什么。

需要用到下面四个定义：

• 序列 S 对应的点值序列：对于某个序列 S，定义其对应的点值序列是长度为 2m，编

号在 [0, 2m)中的序列 v(S )，其中 v(S )i 表示 S 子序列中异或和为 i的子序列数量。

• 点值序列的异或卷积：对于两个点值序列 a, b，定义它们的异或卷积 a × b结果也是

一个点值序列 c，满足 ck =
∑

0≤i, j<2m,i⊕ j=k
aib j。

• 点乘、正交：对于两个m位二进制数 i, j，定义 i⊙ j = popcnt(i& j) mod 2，如果 i⊙ j = 0

称 i和 j正交。

• FWT变换：对于一个点值序列 a，定义对其进行 FWT变换后的结果 â是一个点值序

列，满足 âi =
2m−1∑
j=0

(−1)i⊙ ja j。

可以发现按照异或卷积的定义，事实上对任意原序列 S，有 v(S ) =
|S |∏
i=1

v(S i)，这里连乘

记号指异或卷积。以下针对点值序列整体的连乘记号均指异或卷积，如果取出点值序列具

体某一项进行连乘，当然就是正常乘法。

容易验证点乘与异或运算满足分配律即 i ⊙ ( j ⊕ k) = (i ⊙ j) ⊕ (i ⊙ k)。

对于 FWT变换，需要知道对 â再进行一次 FWT得到的结果是给 a每一项系数乘上 2m。

以及如果 c = a× b，那么 ĉ等于 â和 b̂逐点相乘，下面记 p, q两个点值序列逐点相乘的结果

为 p · q。这两点性质的证明在此略去。

4.2 点值序列 FWT变换后的结果

现在我们来研究对于序列 S，其点值序列 v(S )进行 FWT后得到的 v̂(S )的第 k项的值

是什么。

那么由于 v(S ) =
|S |∏
i=1

v({ai})，根据 FWT的性质 v̂(S )k =
|S |∏
i=1

v̂({ai})k，而 v̂({ai})k = (−1)0⊙k +

(−1)ai⊙k = 1 + (−1)ai⊙k。因此当且仅当 ∀1 ≤ i ≤ |S |, ai ⊙ k = 0，此时这个连乘积项非零，值为

2|S |，剩下的情况 v̂(S )k 都必然为 0。

也就是说，v̂(S )k 在 k与 S 内所有元素正交时为 2|S |，否则为零。

这为研究点值序列提供了另一种角度：如果能找出所有的 k使得 k与 S 内所有元素正

交，S 的点值序列 v(S )就是将所有这些 k的位置值设为 2|S |，剩余位置设为 0得到的点值序

列进行一次 FWT后得到的点值序列，每项除以 2m。

而要研究 k是否与 S 内所有元素正交，还有以下非常好用的结论：k⊙ x = 0且 k⊙ y = 0

充要于 k ⊙ x = 0且 k ⊙ (x ⊕ y) = 0，这用点乘对异或的分配性即可证明。因此研究 k是否与
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S 内所有元素正交，等价于研究 k是否与 S 的任意等价序列正交，等价于 k研究 k是否与 S

的任意线性基内所有元素正交。

新角度的好处在于，一些情况下与所有 S 内元素正交的 k非常少，从而这样构造出的

点值序列非常稀疏，而稀疏性是非常有用的。最为简单的例子就是通过 S 构造出的线性基

为满线性基的情况，此时如果对线性基 3.6提到的进行进一步消元将得到 wi = 2i 的线性基，

此时 k与所有 2i 正交，不难发现 k只能为 0。

可以通过以下例子来看出新角度非常有用：

例题 4.1. 10

给定长为 n值域为 [0, 2m)的非负整数序列 a，对 ∀0 ≤ i ≤ m求其有多少个子序列异或

和的 popcnt为 i。

n ≤ 2 × 105,m ≤ 53。

当然只需要在 a的任意一组线性基上考虑原问题，最后将答案每项乘以 2c 即可。记 a

线性基内非零元素有 s个，对于 s ≤ m
2
时可以直接枚举线性基的所有子序列共 2s 种，接下

来考虑 s较大的情况。

那么要研究的无非是线性基对应的点值序列在 popcnt上的分布，使用新角度把点值序

列视作与线性基内所有元素正交的 k位置上为 2s，剩余位置为 0的点值序列 FWT后除以 2m

的结果。可以发现其实只需要知道所有 occp 表示与线性基内所有元素正交的 k 中，popcnt

为 p的恰好有 occp 个，实际上就已经可以推导出答案。

这是因为最后要求的是这些 k 构造出的点值序列 FWT 后得到的新点值序列在 popcnt

上的分布，那么对于一个 popcnt(k) = p的 k，考虑其对于所有其为 1的 p个位上有 a个位置

也为 1，其为 0的 m − p个位上有 b个位置为 1的所有 k′，(−1)k⊙k′ 的贡献之和，可以发现

这样的 k′ 有
(
p
a

)(
m − p

b

)
种，且 (−1)k⊙k′ 固定为 (−1)a，并且这些 k′ 每个的 popcnt均为 a + b，

所以可以看作是它为 ansa+b这一项提供了

(
p
a

)(
m − p

b

)
(−1)a

2m
的贡献。因此在求出所有 occp之

后，可以 O(m3)解决原问题。

直觉上来说，当 s较大，与线性基内所有 s个元素同时正交的 k会比较少，因此暴力枚

举所有这些 k的时间复杂度应该还可以接受，但问题在于，如何快速找出所有这些 k？这就

需要使用正交线性基来解决了。

4.3 正交线性基的构造

延续 4.2 的内容，先对 a 已有的这组线性基进行进一步消元，接下来我们声称：对于

所有 wi = 0的位 i任意选取 0或 1，这样一共 2m−s 种方案，每种方案恰好对应一种将所有

wi > 0的位填上 0或 1的方案，得到一个数 k与线性基内所有元素全部正交。

10来源：CF1336E2 Chiori and Doll Picking https://codeforces.com/problemset/problem/1336/E2
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假设 k的所有 wj = 0的位已经全部选好。考虑某个 wi > 0的位，因为 k要与 wi 正交，

且 wi满足其不包含除自己以外的任何 wj > 0的位 j，所以要判断 k与 wi是否正交，现在唯

一未知的项就是 k在位 i上的取值，取值方案显然只有一种：如果 k在 wj = 0的位上与 wi

有奇数个位置重合，那么 k必须包含位 i，否则必须不包含位 i。

这也可以看作是，对每个 wj = 0的位 j，如果 k选上了位 j，且 j < i < m的 wi 也包含

位 j，每多一个这样的位 j，k是否包含位 i的包含性会发生一次翻转。

既然这样，我们可以写下一个编号为 0 ∼ m − 1值域为 [0, 2m)的序列 w′，w′i � 0当且仅

当 wi = 0，且 wi = 0时，w′i = 2i +
m−1∑
j=i+1

[wj&2i = 2i]2 j。如果希望 k包含某个子集的 wi = 0的

位 i，最终对应的与线性基内所有元素正交的 k就是这个子集的位 i对应的 w′i 值的异或和。

这样的 w′被称为 a对应线性基的正交线性基，它的特点是其所有子序列异或和构成的

集合，恰好等于与 a线性基内所有元素正交的 k构成的集合。

如果已知 a的一组线性基，构造其正交线性基的复杂度当然不会超过 O(m2)，更精细的

实现可以做到 O(sm)，其中 s还是表示 a的这组线性基的非零元素个数。

需要格外注意的一点是，构建正交线性基前必须对 a的线性基进行进一步消元，否则

求出的结果可能不正确。

于是 4.2 中的问题也得到了完美解答：只需构造出 a 对应线性基的正交线性基，枚举

正交线性基的所有子序列并求出异或和，即可快速找出所有的 k，这样做的时间复杂度为

O(2m−s)，平衡两部分做法可以在 O(nm + 2
m
2 + m3)时间复杂度内解决原问题。

4.4 线性基求交

在一些题目中，需要快速判断多个序列是否均有子序列异或和为某个给定值 x，此时需

要所谓“线性基求交“，实际上使用正交线性基相关技巧可以很好地解决这一类问题。

形式化地：给定序列 S 1, S 2...S k，判断值 x是否同时作为 S 1 ∼ S k 的某个子序列的异或

和出现。

这相当于判断所有 v(S 1) · v(S 2) · v(S 3)...v(S k)，x项系数是否为零。但 v(S i)全部逐点相

乘对应的含义我们并不熟悉，我们熟悉的是将所有 v(S i)做异或卷积得到的
k∏

i=1
v(S i)，这无非

是将所有 S i 拼成一个大序列后，大序列的点值序列。

根据 FWT的性质，任取点值序列 a1 ∼ ak，∀ j ∈ [0, 2m)，有 (FWT(
k∏

i=1
ai)) j =

k∏
i=1

(âi) j。考

虑代入 ai = v̂(S i)，那么 (FWT(
k∏

i=1
v̂i)) j =

k∏
i=1

2mv(S i) j，这是因为对 v(S i)做两次 FWT后每项变

为原来的 2m 倍。

注意到 v̂i这个点值序列实际上可以找到其对应的原序列：就是 S i的任意一组正交线性

基。

这就凑出了我们想要的 v1 · v2 · v3...vk的形式，这表明它 v1 · v2 · v3...vk的第 j项不为零，当

且仅当将所有 v̂i，即 S i 的正交线性基所有元素拼接成大序列后，大序列的正交线性基（因
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为外面还有一层 FWT变换）存在子序列异或和为 j。

换句话说，将一些线性基求交，等价于将它们全部正交之后求并，将结果再正交回来。

下面一道例题展示了线性基求交的应用：

例题 4.2. 11

给定 n个元素是 [0, 2m)之间非负整数的可重集 S 1 ∼ S n，q次询问每次给出 x，要求找

到编号 i最小的可重集 S i 使得 S i 中不存在子集异或和为 x，不存在输出 n + 1。

n ≤ 105, |S i| ≤ 64,m ≤ 64; q ≤ 106。

对 S 1 ∼ S n分别求出一组正交线性基 S ′1 ∼ S ′n，询问相当于找出最小的 i使得 v(S i)的第

x项系数为 0，即最小的 i使得 x与 S ′i 中的某个元素不正交。这是因为 v(S i)第 x项为 0等

价于 v̂(S i)做 FWT后第 x项为 0，等价于 x不与 v̂(S i)这个点值序列的原序列所有元素正交，

等价于 x不与 S i 的正交线性基 S ′i 内所有元素正交。

从小到大扫描 i，维护线性基 ans，将 S ′i 内所有元素插入 ans，询问的相当于是 ans内

何时首次出现与 x不正交的元素，只要记录 ans每个元素被插入的时间显然即可 O(qm)回

答询问。

建立需要做
∑ |S i|次线性基插入，求 n次正交线性基，并将 O(nm)个元素插入线性基

ans，因此时间复杂度为 O(nm2 +
∑ |S i|m)。

于是该问题在 O(nm2 +
∑ |S i|m + qm)时间内得到完美解决。

4.5 本章小结

本章从一个更 OI的角度介绍了正交线性基并展示了其两个角度的应用：刻画点值序列
以及线性基求交。其中 4.1是一些定义与准备工作；4.2通过讨论点值序列进行 FWT变换后
的结果，展现了正交线性基确实非常必要；4.3介绍了构建正交线性基的算法；4.4介绍了线
性基求交。

本章内容相对第二三章较少，这是因为正交线性基难度较高，此前受到的研究与关注

较少，事实上正交线性基结合上第三章提到的常见优化技巧，应该还可以解决一些更复杂、

更为有趣的问题，读者阅读完本文之后可以自行思考研究。

5 带删线性基

5.1 具有缺陷的实现方法

本节中我们来考虑如何解决以下问题：

11来源：候选队互测 2022枪打出头鸟 https://uoj.ac/problem/698
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例题 5.1. 12

动态维护 (ti, ai)二元组集合 S，其中 ti是优先级，ai是 m位二进制数。初始 S 为空，需

要支持 n次操作，分为三种：

• 插入操作：向 S 内新插入一个二元组 (ti, ai)。

• 删除操作：删除 S 内一个已有的二元组，保证存在。

• 查询操作：给出 lim，询问如果按照任意顺序写下 S 内所有 ti ≤ lim的 ai，得到的序

列的所有子序列元素异或和种类数（即构成的集合大小）mod998244353。

n,m ≤ 2000。

在 3.5介绍用前缀线性基实现“脆弱”的动态线性基时就已提到过，即使这个问题不强
制在线，用前缀线性基也必然无法解决。如果附带上每个二元组被删除的时间变为三元组，

额外信息有 ti 对应的优先级信息和“被删除的时间”两维，询问相当于希望求一个前缀矩

形，即 x, y坐标均小于等于对应上界的所有点的线性基信息，显然无论对点集如何排序都不

能总用一段前缀表示这个矩形信息。

为了避免标号上的麻烦，可以按照插入操作的顺序给每个被插入的二元组一个递增的

标号，插入操作视作是将一个二元组序列中 ai 为全零二进制数的位置修改为任意值，删除

操作视作是将一个二元组序列中一个在此前操作被修改为任意值的位置的 ai 修改回全零二

进制数。

 解决这个问题大体上的思路仍然是以 ti 为优先级建前缀线性基，方便起见假设 ti 互不

相同，因为实际上对于 ti 相同的值任意给这些 ti 定序以区分，这样求出的结果都是正确的。

难点无疑在于删除操作，考虑通过维护额外信息来支持删除操作。

额外对二元组序列的每个位置 i 维护 respi 为 n 位二进制数，表示 ai 如果要写作一些

线性基中的元素的异或和，应包含原二元组序列的哪些元素。以及对线性基的每一位维护

wrespi 也是 n位二进制数，表示这个值要写成一些线性基中元素的异或和，应包含原二元

组序列哪些元素。

有必要做概念上的明确：线性基数组上每一位的值事实上是不直接对应原序列的值，而

是原序列一些元素的异或和。假设我们按优先级 ti 从小到大顺序插入序列中所有元素，会

有一些元素插入成功，最后填上了线性基数组的某一位，接下来我们称所有这样插入成功

的元素的原始值 ai构成的集合为一组标准基。那么原序列所有子集的异或和都可以被唯一

表示为标准基的一个子集的异或和，respi,wrespi 就分别状压了 ai 和 wi 进行这样分解后的

子集结果，wi 按惯例指线性基中控制第 i位的值。

在本节的问题中，只要顺利维护了每个 ai是否在标准基内，显然就可以回答所有询问，

因此可以使用以下带有缺陷的实现方法。

12来源：原创题
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要删除 (ti, ai)，如果 ai不在标准基内很简单，直接删除即可。假设 ai在标准基内，本来

在标准基内的元素不会变得不在标准基内，只可能有唯一一个 t j最小但仍大于 ti的 j，如果

其的标准基表示中包含 i，其会被加入标准基。

这两点通过考虑，(ti, ai)在标准基内当且仅当 ai 不能写成一些 t j < ti 的 aj 的异或和即

可看出。

而找到这个 j，只需要枚举所有不在标准基内的元素 aj，找到 t j 最小的 resp j 含有 i的

j即可。

如果顺利找到了，需要在标准基中用 aj 换掉 ai。这会对所有 respk,wrespk 产生一些影

响：记 msk = 2 j ⊕ resp j，对于所有 respk 和 wrespk，如果其本来含有 i这一位，需要异或上

msk。而 w数组在本节讨论范围内可以认为没有发生变化。

剩下的情况是任何 resp j都不包含 i。这说明除了 i以外，任何 aj在标准基内的表示都

不需要 i，所以可以直接将 ai 从标准基中删去，从而也不需要修改 resp序列。但 wresp序

列和 w序列仍然会受到影响。

考虑找到 wresp最低的一位 wresq 包含 i，将高于 q的所有包含 i的 wresp位的值异或

上 wresq，w也做相应处理。这样就保证了所有 w序列包含的值都在删去 ai 后仍然可以被

表示为 a序列的子集异或和，并且注意到因为 q是最低的 wresp包含 i的位，所以更高的 w

序列的位的值不会受影响（在先前的处理中只异或上了 wq，而 wq的最高位是 q，不会违背

线性基的定义），最后将 wq,wrespq 置零即可。

接下来考虑插入操作，因为标准基必须是按优先级 ti 从小到大顺序插入时插入成功的

ai 构成的集合，所以注意如果直接向线性基插入插入 ai 失败了，不代表 ai 不在标准基中：

把 ai 写成标准基子集异或和的形式，如果这个子集中 t j 最大的项的 t j > ti，那么应该把 aj

从标准基中删去，将 ai 加入标准基。这样做的正确性分析和删除时的正确性分析一致，执

行这样的操作对 resp,wresp会产生与删除部分类似的影响，处理方法也是一致的。把 ai写

成标准基子集异或和的形式这一步通过 wresp数组即可完成。

审视插入和删除过程，可以发现执行了 O(m)次长度为 m的二进制数的异或操作，以及

O(n+m)次长度为 n的二进制数的异或操作，其余部分代价不超过 O(n+m)。注意由于该算

法维护的二进制数长度是 n或 m的，而 n,m显著比计算机字长 w大，所以应当认为对这些

二进制数进行异或运算的时间复杂度是 O((n + m)/w)而非 O(1)，因此插入和删除的时间复

杂度均为 O((n + m)2/w)。

于是在 O((n + m)2/w)时间内解决了这一问题。

这种带删线性基的最大缺陷在于单次插入和删除的时间开销带有关于序列长度 n的因

子，且这实际上是完全无法避免的，在 n,m不同阶时这会导致这种带删线性基几乎完全无

法使用。

但就算抛开这个缺陷不谈，这种实现方法仍然还有巨大的缺陷：这样实现的带删线性

基的“前缀”性是不完全的。如果将询问的内容改为“所有子序列异或和的最大值”，这一

实现方法实际上就失效了：维护的 w事实上仍然不带有“前缀”的性质，仍然是一种全局
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信息。这种实现方法只保证了能够维护顺利维护所有使得线性基扩张的位置，只有在这一

信息上才具有“前缀”性。

虽然有这两个缺陷，这种带删线性基也已经可以解决一些以往无法解决的问题，除本

节例题以外最简单的例子就是即使目标是维护所有子序列异或和最大值，只要不管 lim的限

制即保持 lim足够小，这个算法就完全是正确的，并且是在线算法，不是 3.5中描述的“虚
假”的前缀线性基可以媲美的。

除此之外，用它还可以解决一些更为复杂的问题，将在 5.2中介绍。

5.2 带删前缀线性基结合数据结构

回顾 3.2中描述的问题：

例题 5.2.
维护一个长度为 n值域在 [0, 2m)之间的非负整数序列 a。支持 q次操作分为两种：

• 修改操作：将某个 ax 修改为 y，保证 y ∈ [0, 2m)。

• 查询操作：给出区间 [l, r]，查询从 a的子区间 a[l, r]中任取一个子序列能得到的异或

和最大值。

n, q ≤ 5 × 104,m ≤ 30。

3.7中描述的问题及其解法，可以认为是解决了本题保证每次修改前 ax 均为 0的特殊

情形，现在延续 3.7中的思路并使用 5.1中介绍的（即使是带有缺陷的）带删线性基，可以
给出该问题时间复杂度为 O(nm + qm(log n + m))的解法。

既然要使用带删线性基，迫在眉睫的问题就是如何解决其时间开销带有其维护的序列

长度 n作为因子的问题。回顾 3.7中的做法，实际上是对线段树上每个管辖区间 [l, r]的节

点，维护两个前缀线性基，分别维护二元组序列 ∀l ≤ i ≤ r, (i, ai)与 ∀l ≤ i ≤ r, (−i, ai)。现在

我们指出最关键的一点：线段树是分治结构，其每个节点的信息可以由其子节点信息合并

而来，反映到这个问题上，就是父节点 u上的前缀线性基可以认为维护的二元组序列并非

所有 ∀l ≤ i ≤ r的 (i, ai)，而是其两个子节点 ls(u), rs(u)的标准基序列，而后者的长度受到线

性基大小上界的控制，至多只有 2m。

于是现在终于得以将 3.7的算法拓展到可以将某个非零元素修改为其他任意值的情况。
对线段树上所有节点维护正反两个前缀带删线性基，对于非叶节点，认为维护的二元组序

列是其两个子节点的标准基序列；而对于叶节点，这个线性基只包含一个元素当然可以直

接得到。

所有结构的建立是简单的，叶子节点可以直接建立，非叶子节点将左右儿子的标准基

的各个元素依次插入即可。
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修改时，叶节点的标准基的变化可以直接得到，将这些变化记录为若干次向其两个方向

的标准基内插入或删除二元组的事件。如果对于某个子节点已经得知了所有这些事件，在

其父节点的带删前缀线性基看来，相当于父节点的带删前缀线性基要维护的二元组序列发

生了一些单点修改，执行这些单点修改又会导致其标准基发生若干次插入和删除事件，不

断向上传递影响即可。事实上对一个序列的值做单点修改，对这个序列的标准基产生的影

响当然只是 O(1)次插入和删除。所以把每次记录下来的插入和删除事件做一些抵消（要插

入和删除相同的值可以都消去）就可以保证插入和删除事件每层都只进行 O(1)次。

查询时，像 3.7中的做法一样一样找到询问区间 [l, r]被首次切开的位置 mid，相当于要

查询 [L,mid], [mid + 1,R]两段区间的线性基信息。比如 [mid + 1,R]的部分，其实直接取出

[mid + 1, r]这一线段树节点维护的标准基中，所有编号 ≤ R的元素，插入一个新的线性基

即可。这里使用 5.1中介绍的“前缀”性不完全的带删线性基确实就足以解决问题，且就算
换成“前缀”性完全的带删线性基也必然不会优化复杂度，因为最后无论如何都要执行一

次 O(m2)的线性基合并，而取出标准基的不超过 m个元素重新插入到一个线性基中的时间

开销也只有 O(m2)。

于是修改最终被拆成 O(m) 次对带删线性基进行插入与删除操作，且保证了用到的带

删线性基维护的序列长度也都是 O(m)的，因此插入的时间复杂度为 O(m log n)。查询时求

LCA的代价可以忽略不计，时间开销是从左右两边各找出至多 m个标准基元素插入到用于

求答案的线性基中，时间复杂度为 O(m2)。

但不幸的是这样实现会导致建立的时间复杂度以及空间复杂度都较高，为此还可以加

上一个优化：底层分块，将线段树上所有管辖的区间 [l, r]满足 r − l + 1 ≤ m的节点视为叶

节点，在线段树上去掉其所有后代节点。修改直接 O(m2)重建唯一的一个这样的伪叶节点

的标准基信息然后再不断传递影响，查询时如果询问区间不被某个伪叶节点管辖的区间完

全包含那么就完全不受影响，否则说明询问区间长度不超过 m，直接暴力建立询问区间的

线性基即可 O(m2)回答询问。

而底层分块降低了建立的时间复杂度以及该算法的空间复杂度，首先建立所有伪叶节

点的标准基信息当然时间复杂度为 O(nm)，对于剩下的非伪叶节点，其维护的二元组序列

长度为 O(m)，因此建立时间复杂度为 O(m2)，而线段树上维护区间长度超过 m的节点只有

O(
n
m

)个，因此建立的时间复杂度为O(nm)。而该算法只维护了O(
n
m

)个带删前缀线性基，且

每个带删前缀线性基维护的序列长度为 O(m)，因此空间复杂度是 O(n)的。

综上所述，该问题可以在 O(nm + qm(log n + m))时间，O(n)空间内在线解决。相比 3.2
中描述的传统算法在时间复杂度和空间复杂度上都远更优秀，唯二的缺点在于思路与实现

较为复杂，以及常数较劣。

5.3 具有完全前缀性的实现方法

接下来我们来介绍具有完全前缀性的实现方法。这一实现方法与带有缺陷的实现方法

具有一定相似性，仍然是通过维护 resp,wresp这些额外信息来试图实现删除操作，但区别

XXXX 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 22

浅谈线性基在 OI 中的应用 杭州第二中学 陈昕阳

在于其对线性基的形态做了更严格的约束，首先要求其具有前缀性，在具有前缀性的基础

上，还规定了更严格的限制，以保证按任意顺序插入二元组得到的线性基形态（主要指的

是 w,wresp）完全一致，而 5.1中带有缺陷的实现方法对 w,wresp的限制实际上是非常宽

松的。

另外，一般的前缀线性基实际上如果按照不同顺序插入二元组，得到的线性基形态也

可能不相同。如果希望验证这一点，读者可以自行编写代码按照随机顺序将二元组插入前

缀线性基，得到的线性基事实上几乎总是不相同。

然后，利用这个重要的“完全一致”性，可以认为在删除操作中，被删除的二元组实际上

是最后一个被插入的二元组，从而认为本次删除操作其实是在撤销最后一次插入操作。但与

真正的撤销最后一次插入操作相比，常规的“在插入时记录一些信息作为线索，以帮助此后

的撤销”这样的方法完全不适用，因此在删除过程中只能通过维护的额外信息 resp,wresp

作为线索来尝试还原这最后一次插入中究竟进行了哪些操作。

方便起见，本节只考虑以下问题：

例题 5.3. 13

维护长度为 n，由 n位二进制数组成的序列 a，支持 q次操作分为两种：

• 修改操作：给出位置 p以及 n位二进制数 val，将 ap 修改为 val。

• 查询操作：给出位置 p，查询 a[1, p]所有子序列中，异或和最大的子序列。

n, q ≤ 2000。

既然我们希望按任意顺序插入二元组得到的线性基形态完全一致，总得先明确这样的

形态是什么。这里我们就希望得到的线性基形态是按照编号 i = 1 ∼ n的顺序按照 2.3中描
述的最朴素的方式将 ai 插入线性基，从而得到的 w数组以及对应的 wresp方案。

但这种描述的性质太差了，实际上可以注意到这样做与下面更复杂但性质更好的描述

等价：

仍然按照 i = 1 ∼ n的顺序考虑，于是在考虑 ai 前，所有 ∀1 ≤ j < i的 aj 是如何插入线

性基的已经确定。对于 ai，考虑将其异或上 a[1, i)的一个子序列使得得到的值 val的最高位

尽可能小，当然这样的选择方案可能有很多种，val的值也不确定。如果 val可以为 0，那么

ai 当然不在标准基中，在 w中也不存在其对应的元素，其对于 w没有影响。否则设 val的

最高位为 p，我们对选取 a[1, i)子序列的方式做出限制：首先必须选在标准基内的元素，其

次选出的标准基内的元素必须作为某个 p < k < n的 wrespk 的最高位出现。可以发现，这

样就限定了选出的 a[1, i)子序列是唯一的，wp必须是 ai异或上这样的唯一子序列的异或和，

wrespp 同样描述对应的方案。因为这里的描述涉及 wrespk 的最高位，下面记 wrespk 的最

13来源：原创题
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高位为 idxk。特别地，如果 wk = 0，认为 idxk = +∞。可以发现 idxk 其实就表明了 wk 首次

被填上值时，对应的 i是多少。

仍然将修改操作视作一次插入操作（保证 ap 修改前全 0）和一次删除操作（认为修改

为的值 val全零），既然希望将删除视作撤销最后一次插入，先考虑插入操作如何进行。

现在的线性基形态是限制更严格的前缀线性基，因此插入操作大体上与前缀线性基的

插入是类似的。维护 cur, cresp, q 分别表示当前要插入的值，这个值真正作为原序列子序

列异或和时的表示方法，以及当前要插入的值对应的下标。初始 cur 为要插入的二进制数，

cresp = 2p，q = p。降序考虑 i从 n − 1到 0：

• 若 cur 的第 i位为 0，那么注意 idx(i, n)构成的集合中，只有 p被加入了集合，以及

q被从集合中删除（如果 p = q，即无事发生）。那么如果 wrespi 是包含 q的，应该

用 cresp所对应的包含 p和 q，且第 i ∼ n − 1位均为零的的子序列异或和表达式从

wrespi中消去 q，wi也相应要异或上 cur，来保持更严格的限制。如果 wrespi包含 q，

隐含了 q < idxi，所以异或之后 idxi 当然不会发生变化。

注意这一条体现了限制比前缀线性基更严格之处。

• 接下来是 cur的第 i位为 1的情况。和前缀线性基一样，这里要根据 idxi 和 q的大小

关系来考虑要不要交换 cur,wi以及 cresp,wrespi，还有 q, idxi。无论是否交换，将 cur

异或上 wi，cresp异或上 wrespi。这里的疑惑可能在于如果 q > idxi，那么不需要交

换，但需不需要和 cur的第 i位为 0中的情况一样检查是否 wrespi 是否包含 q。但再

回顾一下定义：idxi 是 wrespi 的最高位，即可发现这当然不需要检查。

如果这一步结束之后发现 q = +∞，需要立即退出。

在退出之后，如果 q = +∞说明只有 p被加入了标准基，标准基中没有发生任何删除。

于是不需要检查所有不在标准基内的元素关于标准基内元素的表法是否有一些变得不合法。

否则对于 1 ≤ q ≤ n的情况，说明 p被加入了标准基，q本来在标准基中但现在被删除（p = q

会对应一个插入了 p但它不在标准基中的无意义情况，可能会比较奇怪，判掉就好了），通

过 cresp就得到了 respq这一将 q表示为一些标准基内元素的表法，同时还需要检查所有不

在标准基内的元素，如果其 respi 包含 q，需要异或上 cresp来消去 q。

接下来考虑删除操作，因为希望将其视作撤销最后一次插入，我们需要先还原在最后

一次插入结束后，cur, cresp, q三者的具体值。首先需要区分的两种情况是插入后标准基中

发生了删除的情况，与没有发生删除的情况。这一步与 5.1中找出删除后哪个元素被加入标
准基的方式是完全一致的：枚举 ∀p < i ≤ n，若 ai 不在标准基内且 respi 包含 p，取其中最

小的 i就是最后一次插入结束后的 q，即唯一一个从标准基内删除的元素，如果不存在说明

插入结束后 q = +∞。如果 1 ≤ q ≤ n，顺便也得知了 cur = 0，cresp是 respq 翻转第 q位后

的结果；q = +∞时由于循环在某个 i就做了立刻退出，我们还希望还原这个 i。

在这里需要注意，对于 1 ≤ q ≤ n的情况需要做没有本质困难但必不可少的对 respi 修

改的撤销。正着做的过程是给所有 respi含有 q的 respi异或上 cresp，同时注意到 cresp必
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然含有 p，且 respi在异或前必然不含 p。于是倒着做的过程就是给所有 respi含有 p的 respi

异或上 cresp。

在这里需要介绍一个重要性质：在最后一轮插入 ap时，cur任何时刻都一定包含 p这一

位，而在插入 ap前所有 respi,wrespi都一定不包含 p这一位，所以插入后所有 respi,wrespi

是否包含 p这一位实际上是非常重要的标识符，其起到了提示插入过程，作为线索的作用。

观察插入过程，每当 cresp,wrespi 发生交换时，wrespi 会从本来不含 p这一位变得含有 p

这一位。另一种让 wrespi 含有 p这一位的方式是在插入到第 i位时 cur的第 i位为 0，此时

如果 wrespi包含当时的 q，wrespi会被异或上 cresp从而含有 p这一位。wrespi只能通过这

两种方式含有 p这一位。

那么在 q = +∞时还原退出的 i实际上就非常简单了：退出的 i一定是最后一次 cresp,wrespi

发生交换的位置，于是 wrespi一定含有第 p位，而 ∀0 ≤ j < i的 wresp j当然不含有第 p位。

得到退出的 i之后，在这里做一些处理之后，可以认为 1 ≤ q ≤ n和 q = +∞两种情况接下
来没有区别。

接下来考虑如何在每一步过程中倒推，设现在已知 cur, cresp, q是插入过程中进行完第

i轮之后的值，考虑如何通过 wi,wrespi 还原出 cur′, cresp′, q′ 是插入过程中进行完第 i轮之

前的值，并将 wi,wrespi 也还原到进行完第 i轮之前。一个非常平凡的情况是 wi = 0，那么

在插入前一定也 wi = 0，且插入过程对 wi,wrespi 没有发生任何影响，于是可以直接跳过这

一位。

下面所有带引号的表示执行插入操作第 i 轮前的值，不带引号的表示执行完插入操作

第 i轮后的值。

我们先假设已经通过某种手段，判断出了进行插入的第 i轮前 cur′的第 i位是 0还是 1，

并分别考虑在这两种情况下如何还原。

• cur′的第 i位是 0：那么需要判断出插入的第 i轮前，是否 wresp′i 包含 q′，从而 wresp′i
和 w′i 分别异或上了 cresp′, cur′。但其实注意到如果异或了，那么 wrespi 必然含有 p

这一位，否则必然不含，于是这部分的还原可以完成。

• cur′ 的第 i位是 1：那么需要判断插入的第 i轮中，是否发生了交换。还是从标识符

的角度考虑，如果交换了必然 wrespi含有 p，否则必然不含，于是这部分的还原也可

以完成。

现在最终的困难在于如何确定插入的第 i轮前 cur′的第 i位的值。我们依次检查以下几

点：

• 如果 cresp包含 idxi 这一位，可以发现必然 cur′ 的第 i位为 1。但对于 cresp不包含

idxi 的情况，有可能是一般的 cur′的第 i位为 0的情况；也可能是 cur′的第 i位为 1，

但 q′ < idx′i 于是发生了交换，而本来的 wresp′i 就是包含 q′的，交换后异或反而消除

了。
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• 不然，如果 wrespi不包含 p，可以发现 cur′的第 i位必然是 0。因为现在假设 cur′的

第 i位为 1，必然是发生了交换的分支，而这种情况必然 wrespi 包含 p。

• 如果还是无法区分，假设 cur′ 的第 i位为 0，那么必然使用 cresp′ 执行了对于 q′ 的

消去，此时隐含了 q′ < idx′i，于是 cresp = cresp′ 在 idxi = idx′i 及之后的位上均必然

为 0。而假设 cur′的第 i位是 1，那么必然发生了 q′与 idx′i 之间，cresp′与 wresp′i 之

间的交换，于是 cresp = wresp′i 在 idx′i 这一位上必然为 1，而 idx′i > idxi = q′，因此

cresp一定在某个 idxi 之后的位上为 1。只需检查 cresp的最高位是否不低于 idxi 即

可分辨。

现在所有需要的信息均得到了还原，因而删除操作可以被顺利地视作撤销最后一次插

入操作并执行。无论是插入操作和删除操作，时间瓶颈均为执行 O(n)次长度为 n的二进制

数的异或操作，因而单点修改操作可在 O(n2/w)时间内完成。

既然顺利维护了比一般前缀线性基限制更强的线性基形态，查询操作也可以在 O(n2/w)

时间内轻易解决。事实上将查询的内容换成其他线性基可维护的经典信息该算法也完全可

以胜任。

由于建立还需要 O(n3/w)时间，综上所述，该例题在 O((n + q)n2/w)时间内得以在线解

决。

5.4 本章小结

本章聚焦于在线性基相关问题中极其常见的带删线性基问题，重点讨论了维护的集合

大小与需要维护的二进制数长度同阶的情形。事实上带删线性基在第三章就已被讨论过：

• 3.2 的例题在询问均查询一段前缀时便可视为和 5.3 中例题类似的带删线性基问题，
但当时讨论的设定是需要维护的集合大小远大于需要维护的二进制数长度，因而线

性基合并的时间开销虽然较大但仍可接受，因此当时使用的方法其实是避免执行删

除，利用线段树的结构全部转化为线性基合并。

• 3.5 中的例题三也是带删线性基问题的形式，但该例题并没有强制占用掉线性基的
“前缀”性，即查询时总查询整个集合，且也并不强制在线，因此可以利用前缀线性

基的技巧以删除时间为优先级避免真的执行删除操作。

所以此前的方法均为试图寻求转化，避免直面删除操作。但事实上这些转化的方法大

多非常脆弱：对于全部转化为合并的方法，就算抛开转化为合并本身乘上的 log n倍的操作

代价不谈，在维护的二进制数位长较大时急剧增加的合并代价也会使这种方法完全无法使

用（合并需要 O(m2)次长度为 m的二进制数运算，而常规插入只需要 O(m)次长度为 m二

进制数运算）；而对于使用前缀线性基技巧，以删除时间为优先级建立前缀线性基的方法，

简单加上强制在线即可让这种方法完全束手无策。
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因此本章在 5.1 和 5.3 介绍了两种功能强大的带删除线性基。因为“前缀”性是线性
基所具有的非常重要的性质，还着重考虑了“前缀”性在两种带删除线性基上能否得以保

持。其中 5.1一节介绍的带删线性基原理、实现较为简单，但具有缺陷，只具有部分“前缀”
性。5.3一节介绍的带删线性基基于 5.1中介绍的带有缺陷的版本并加以改进，使其具有完
全“前缀”性，但原理、实现更为复杂。

但需要注意的是，我认为带删线性基单次操作的时间开销无法避免地与其维护的元素

个数有关，这导致其在传统的需要维护的集合大小远大于要维护的二进制数长度的情形下

并不优秀，因此类似的方法此前也并未引起广泛关注。

具体而言，我尝试在互联网上搜索带删线性基，搜索到的关于带删线性基的内容只有

UOJ453这道例题及其衍生博客，其中使用的带删线性基与 5.1一节中介绍的类似，但其不
具有任何“前缀”性。我在这种带删线性基基础上加以改进，先后发明了 5.1,5.3中介绍的
两种具有部分“前缀”性和完全“前缀”性的带删线性基，应当在一定程度上填补了这部分

研究的空白。

本章剩下的 5.2一节介绍了如何使用 5.1中介绍的具有部分“前缀”性的带删线性基配
合线段树优化 3.2中提到的经典问题，得到的新解法相比传统做法少一个 log因子，该做法

（据我所知的范围内）同样首次由我提出。

本章正文只有三节，相比二三四章均更少，且均为本文原创内容，难以在网络上搜索到

相关资料。这表明了带删线性基这一方向受到的研究仍然较少，希望读者在这一方向多多

思考，创造出更多成果！

6 总结

本文依次介绍了线性基基本的构建方法与基础应用、线性基上的常见优化技巧、正交

线性基、带删线性基。前三部分主要对信息学竞赛中已有的理论做规范化的梳理整合，最

后一部分在带删线性基这一此前较少受到研究的领域提出了一些全新的理论，对一些经典

问题做出了优化。

希望本文能起到抛砖引玉的作用，给与读者在这一方向一些启发，也希望未来能出现

更多线性基的有趣题目与拓展。
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序列相关问题的一些思路总结

浙江省诸暨市海亮高级中学范斯喆

摘 要

本文主要对信息学竞赛中与序列相关的问题展开研究，列举了一些常见的解题思想与

分析技巧，并结合例题阐述了其作用与运用场合。

1 前言

信息学竞赛中的问题千变万化，解法复杂多样，这使许多选手面对问题时不知如何下

手。然而，不同的问题背后也有其共通之处。如果能提炼出解题过程背后的思想与技巧，在

今后的解题中将大有裨益。本文将对关于序列问题的一些技巧试着进行总结。

关于序列的问题一般有两类：一种是已知某序列，对在其上定义的某种组合对象进行

统计；另一种则是已知某序列满足的性质，对所有这样的序列进行统计。第二节和第三节

分别归纳了这两类问题的一些思想方法。

其中，也有一些问题涉及到序列上的操作。思考这样的问题时，需要对其进行适当的

转化，或找到操作中的关键组合量，使之容易被描述。第四节讲述了若干种针对操作特点

的解题思路。

2 针对已知序列

2.1 统计区间贡献

一般来说，对于统计区间贡献的问题，最直接的想法就是考察单个区间的贡献是否具

有可减性。

如果贡献具有可减性，例如区间和、区间乘积等，就可以用前缀和作差，化为两端点处

的贡献，然后对每个位置作为端点的情况统计另一个端点的贡献总和。

如果贡献不具有可减性，则可以尝试扫描线或分治。这两种方法都比较广为人知。
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例题 2.1.1 (大海的深度1)给定长度为 n 的序列 a1, a2, · · · , an。有 m 次操作，每次给出

x, y，表示将 ax 修改为 y。求每次操作后 a序列所有区间的最小值之和。

1 ≤ n,m ≤ 2 × 105, 1 ≤ ai, y ≤ 106, 1 ≤ x ≤ n。

本题的区间贡献形式为区间最小值，不满足可减性。有修改，扫描线维护较为困难。因

此将所有操作离线，然后分治统计答案。

分治时需要计算所有跨过分治中心的贡献。区间最小值较难处理，考虑枚举值域上的

点 x，并求出最小值大于等于 x的区间个数。

枚举 x，对每个时刻 i维护 pi，qi 和 wi 三个数组。其中 pi 表示第 i时刻分治中心左边

最近的 ≤ x的数的距离，qi 表示第 i时刻分治中心右边最近的 ≤ x的数的距离，wi 表示第 i

时刻的贡献总和。

x增大时，p和 q的变化均为区间取 min，wi 则要变为 wi + pi × qi。这两种操作均可用

Segment Tree Beats在O(n log n)的时间复杂度内维护。算上外层分治，总复杂度为O(n log2 n)。

另外，本题也存在 O(n
√

n)的算法（见参考文献 [1]），利用了“操作序列分块”这一种
数据结构技巧。

对于有关区间最值的问题，利用笛卡尔树也是一种常见的思路。这是因为笛卡尔树的

性质：al, al+1, · · · , ar 中的最小值等于 l和 r在小根笛卡尔树上的 LCA对应的 a值。

例题 2.1.2 (Subsequence2)给定长度为 n的序列 a1, a2, · · · , an。要选出m个位置 b1, b2, · · · , bm

满足 1 ≤ b1 < b2 < · · · < bm ≤ n，定义一个选择方案的价值为

m∑
i=1

(
m · abi

) −
m∑

i=1

m∑
j=1

min
(
amin(bi,b j), amin(bi,b j)+1, · · · , amax(bi,b j)

)

求最大价值。

1 ≤ n,m ≤ 4000, 1 ≤ ai < 231。保证所有 ai 互不相同。

本题中较难处理的部分显然是区间最小值的和。考虑建出笛卡尔树，于是一对 (bi, bj)

会贡献到它们的 LCA处。那么可以在每个点处统计以该点为 LCA的所有 (bi, bj)的贡献。

因此考虑在笛卡尔树上进行动态规划。设 dpl,r,i表示在下标 [l, r]内选 i个数能得到的最

大价值，p表示 al, al+1, · · · , ar 中最小元素的下标，则转移方程如下：

• 如果不选 p，则有 dpl,p−1, j + dpp+1,r,i− j − 2 × j × (i − j) × ap → dpl,r,i；

• 如果选 p，则有 dpl,p−1, j + dpp+1,r,i− j−1 + m × ap − (2 × ( j + 1) × (i − j) − 1) × ap → dpl,r,i。

这是一个树形背包，因此时间复杂度为 O(n2)。

1UOJ892
2CF1580D
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2.2 统计二元组贡献

一般的思路是：枚举二元组的其中一个量，计算所有合法的另一个量的贡献。

在这类问题中，有时要利用贡献的单调性，排除不影响最优解的情况。此处举一例加

以说明。

例题 2.2.1 (Classical?3)给定 n个整数 a1, a2, · · · , an，求两两的最小公倍数的最大值。即

max
1≤i< j≤n

lcm
(
ai, aj

)

2 ≤ n ≤ 105, 1 ≤ ai ≤ 105。

首先注意到

lcm
(
ai, aj

)
=

ai × aj

gcd
(
ai, aj

)

因此考虑枚举 g = gcd
(
ai, aj

)
，每次加入所有是 g倍数的数。问题变为求 gcd

(
ai, aj

)
= 1

情况下 ai × aj 的最大值。

排序并删除重复的数，然后从大到小枚举 ai。容易发现，如果此时找到了 aj > ai 且

gcd
(
ai, aj

)
= 1，则所有满足 ai < ak < aj 的 ak 对答案都不会有贡献了。

因此，可以用一个栈维护当前可能贡献到答案的 aj。每枚举一个 ai，就尝试弹出栈顶，

如果栈中剩下的元素均不和 ai 互质就放弃弹栈。

那么问题变为：在栈中插入和删除元素，询问是否存在与 ai 互质的数。

“是否存在”并不方便统计，考虑改求“存在几个与 ai 互质的数”。运用莫比乌斯反演，

不难得到 ∑
x∈S

[
gcd (x, ai) = 1

]
=
∑
x∈S

∑
d|gcd(x,ai)

µ(d) =
∑
d|ai

µ(d)
∑
x∈S

[d | x]

因此维护每个数的倍数有多少个在栈中即可。

设 A = maxn
i=1 ai，则单次时间复杂度为O

(∑A
i=1 d(i)

)
= O(A log A)。总复杂度为O(A log2 A)。

考虑优化，注意到如果答案为 lcm
(
ai, aj

)
，则必存在 x | ai, y | aj，满足 gcd (x, y) = 1, x ·y =

lcm
(
ai, aj

)
。因此事先将所有 ai 的约数加入序列，即可做到 O(A log A)。

3 针对待定序列

对于涉及“待确定的序列”的问题，解题关键一般在于找到合理的生成顺序。换句话

说，应当以什么样的顺序去确定序列中的每个元素？

比较直接的想法是按下标从小到大确定所有值，也就是令状态为序列的一个前缀。

3CF1285F
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然而，在许多问题中，前缀（或后缀）对未确定部分的影响并不容易表示成较少的几个

量。因此需要考虑其他的生成顺序。

同时，在确定序列时，还有两种视角：

1.“绝对”插入，也就是每次加入新元素时，放在序列中的一个空位；
2.“相对”插入，也就是每次加入新元素时，放在已有序列中的两个数之间（或者边界）。

多数问题中，两种视角往往只有一种易于分析，很少成为思考瓶颈，但仍在此列出。更

详细的分析可见参考文献 [2]。

3.1 按值确定

与按下标确定对应，也有一种思路是按值的大小顺序确定序列中的所有元素。

例题 3.1.1 (波浪4)定义一个排列 p1, p2, · · · , pn 的价值为

n−1∑
i=1

|pi+1 − pi|

给定 n,m，求长度为 n，价值为 m的排列个数。

1 ≤ n ≤ 100, 0 ≤ m ≤ n2。

由于绝对值的性质，确定排列中相邻两个数的大小关系会很有用。考虑将 1到 n从小

到大依次插入到排列中，依此设计动态规划。

因为代价和相邻的数字有关，因此考虑“相对”插入，记录当前插入的数形成了几个连

续段。且由于边界处并不会计算贡献，还要记录目前未填的边界位置数。

具体地，设 dpi, j,k,s 表示目前已经填入了 1到 i，形成了 j个连续段，边界位置还剩 k个

未填，已插入的数的总贡献为 s的方案数。通过分类讨论，得出从 dpi−1, j,k,s 开始的转移：

• 一边与边界相邻，一边与空位相邻。转移到 dpi, j+1,k−1,s−i，方案数为 k；

• 一边与边界相邻，一边与连续段相邻。转移到 dpi, j,k−1,s+i，方案数为 k，要求 j > 0；

• 两边均与空位相邻。转移到 dpi, j+1,k,s−2i，方案数为 j − 1 + k；

• 一边与连续段相邻，另一边与空位相邻。转移到 dpi, j,k,s，方案数为 2( j − 1) + k，要求

j > 0；

• 两边均与连续段相邻。转移到 dpi, j−1,k,s+2i，方案数为 j − 1。

这样就可以以 O(n4)的时间复杂度解决这个问题。

还有一类问题同样是按值确定，但并不需要依次决定所有数的位置，只需考虑一部分

关键位置，其余位置则可以用数学方法或预处理确定。

4ZJOI2012
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例题 3.1.2 (Emotional Fishermen5)给定 n个整数 a1, a2, · · · , an。要求重排 a中的所有数，

使得对任意 2 ≤ i ≤ n，设

bi =
i−1

max
j=1

aj

则须有 2ai ≤ bi 或 2bi ≤ ai。问重排的方案数对 998244353取模后的结果。

2 ≤ n ≤ 5 × 103, 1 ≤ ai ≤ 109。

本题的条件显然与前缀最大值有关。对于重排后的序列，考虑其中的相邻两个前缀最

大值 ai 和 aj，则须有 2ai ≤ aj，且对于所有满足 i < k < j的 k都有 2ak ≤ ai。受到该性质启

发，考虑对所有前缀最大值进行 DP。
记 #I 表示在区间 I中的数个数。设 fi表示从前往后确定，当前前缀最大值为 ai时，插

入所有 [1, ai/2]的数的方案数。

枚举上一个前缀最大值 aj。注意到，如果已经填入 aj 和 [1, aj/2]中的数，则 ai 必须放

在最靠前的空位，(aj/2, ai/2] \ {aj}中的数则可以在剩余空位中任意插入。因此

fi =
∑

2a j≤ai

f j ·

(
#(a j/2,+∞) − 2

)
!

(
#(ai/2,+∞) − 1

)
!

用前缀和优化即可做到 O(n)的时间复杂度。

本题也可以从后往前确定序列，状态和转移较为类似，只是插入方式由“绝对”插入变

为了“相对”插入。

3.2 同时按值和下标确定

既然存在按下标和按值确定的方法，那么是否存在同时按两者确定序列的方法呢？答

案是可以的。

例题 3.2.1 (Permutation Oddness6)定义一个排列 p1, p2, · · · , pn 的价值为

n∑
i=1

|i − pi|

给定 n,m，求长度为 n，价值为 m的排列个数。

1 ≤ n ≤ 50, 0 ≤ m ≤ n2。

为方便叙述，令 p′为 p的逆排列，即 p′pi
:= i。

绝对值的贡献与 i和 pi 的大小有关。因此可以从小到大枚举 i，并确定 pi 和 p′i 与 i的

大小关系。

5CF1437F
6ABC134F
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考虑排列的组合意义，本质上是将 n个元素和 n个位置进行匹配。针对这一点尝试设

计动态规划。

设 dpi, j,s 表示已经确定所有满足 k ≤ i且 pk ≤ i的 (k, pk)，且这样的 k有 j个，所有 ≤ i

的数对对价值的贡献总和为 s的方案数。从 dpi−1, j,k 开始的转移有：

• i号元素和 i号位置匹配。转移到 dpi, j+1,s，方案数为 1；

• 两者匹配的对象都在 i之后。转移到 dpi, j+2,s+2i，方案数为 (i − 1 − j)2；

• 两者匹配的对象都在 i之前。转移到 dpi, j,s−2i，方案数为 1；

• 两者匹配的对象一个在 i之前，一个在 i之后。转移到 dpi, j+1,s，方案数为 2(i − 1 − j)。

总时间复杂度 O(n4)。

4 针对序列操作

4.1 分析操作本身

在有关操作的问题中，操作本身的性质无疑是十分重要的。

下面将介绍几种思路。这些思路较为一般化，不仅在与序列操作相关的问题中有用武

之地，在与其他结构上的操作相关的问题中也能大展身手。

4.1.1 减少操作可能性

如果问题中存在多种操作，应当优先考虑这些操作能否互相替代，排除一些无必要性

的操作方案。这样有时能大大减少操作的可能性，更方便分析性质。

例题 4.1.1 (移除石子 k = 0且 li = ri 的部分分
7)给定长度为 n的序列 a1, a2, · · · , an。你

可以进行如下两种操作：

1. 选择一个 ai ≥ 2，将 ai 减去至少 2；

2. 选择一个区间 [l, r]满足 r − l ≥ 2且 al, al+1, · · · , ar 均大于 0，将 al, al+1, · · · , ar 减去 1。

求你能否使得所有 ai 变为 0。

要求时间复杂度为 O(n)。

观察到两种操作的自由度都非常高。考虑能否等效替代，从而排除部分可能性。易得：

1. 显然可以优先进行操作二，最后进行所有操作一；

7NOI2022
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2. 每个 ai 只需要进行至多一次操作一。也就是说，只要操作二能够将所有 ai 变为不是

1的数，就成功了；

3. 操作二的区间长度至少为 3，而一次长度为 6 及以上的操作二能拆成若干次长度为

3, 4, 5的操作二的并。因此，操作区间长度可以被限定为 3, 4, 5；

4. 不会进行多次相同的操作二，因为可以用几次操作一代替。

至此已经可以设计 DP。设 dpi, j,k 表示已经决策了左端点在 1到 i之间的操作二，其中 j

个的右端点被钦定大于 i，其中 k个的左端点为 i（右端点须大于 i）。转移较为容易。

考虑 j和 k 的范围。由于左端点与右端点在 i两侧的操作二只可能有 [i − 3, i + 1], [i −
2, i + 1], [i − 2, i + 2], [i − 1, i + 1], [i − 1, i + 2], [i − 1, i + 3]六种，所以 j ≤ 6, k ≤ 3。

不过状态可以继续缩减。注意到如果从某个位置开始同时有长度为 4和 5的操作二，可

以改为一次操作一，以及两次长度为 3和 4的操作二。进一步，枚举所有包含这六个区间中

至少三个的方案，发现都可以被若干次操作一和不超过两次操作二替代。于是 j ≤ 2, k ≤ 2

仍然能产生所有有必要性的操作方案，状态数减少为 9n。

本题之后的 DP套 DP与主题无关，故不赘述（见参考文献 [3]）。值得注意的是，DP套
DP对内层 DP的状态数要求非常高，因此在思考的前期就应当以最优化状态数为目标，也
就是要尽可能减少操作的可能性。

4.1.2 逆操作

当问题中的操作性质不够优秀时，可以试着描述逆操作，也许对解题有更大的帮助。

例题 4.1.2 (基础循环结构练习题8)有一个长度为 n的序列 a1, a2, · · · , an，其中 ai = i。给

定一个目标序列 b1, b2, · · · , bn，你需要在进行不超过 2001次操作后，将序列 a变为序列 b。

你可以进行如下两种操作：

1. 选取一个非负整数 x，对所有 i，将 ai 变为 ai + x；

2. 选取一个非负整数 x，对所有 i，将 ai 变为 ai mod x。

1 ≤ n ≤ 1000, 0 ≤ bi < 105。

本题的操作看似简单，实际上却不容易分析。倒过来考虑整个过程，操作变为：

1. 选取一个非负整数 x，对所有 i，将 ai 变为 ai − x，要求 x小于等于 a中的最小值；

2. 选取一个非负整数 x，对所有 i，将 ai变为 ai + s · x，其中 s是对每个 i独立选取的任

意非负整数。要求 x大于 a中的最大值。

8第五届图灵杯趣味网络国际邀请赛高级组第二题
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新的问题是从序列 b出发，要变为 ai = i的序列。

注意到将 ai 变大的操作较为自由，尝试考虑这样的操作能做到什么。通过一些模拟和

思考，发现可以将最小值增大到比原先的最大值大 1。

具体地，设原本最小值为 mn，最大值为 mx。则先进行操作一，选择 mn。然后进行操

作二，选择 mx − mn + 1，只增大 mn而不增大其他数。

不断重复这个过程，可以解决 bi 递增的情况。而 bi 不递增的情况也很好处理：一开始

进行一次操作二，选择一个充分大的 S，将 ai 变为 ai + i · S。这样就转化为了递增的情况。
最后将所有操作步骤倒过来，得到原问题的解。需操作 2n + 1次，在限制范围内。

4.1.3 研究操作功能

当操作的动机不够明显时，有一种思考方式较为常用：考虑多次操作能实现的功能。譬

如，上一个例题中的操作二自由度很高，但与要达成的目标却没有什么直接联系。这时可

以和第一种操作绑定，形成一个“将最小值增大到比原先的最大值大 1”的操作，提升了与

操作目标的相性。

不过要注意，将多次操作绑定在一起也是一种弱化，在需要优化时要追本溯源，回过头

思考原先操作的性质。

例题 4.1.3 (Circular Xor Reversal9)有一个长度为 n的环形序列 a0, a1, · · · , an−1，ai = 2i。

你需要通过若干次操作将 a翻转，也就是使其变为 ai = 2n−i−1。

你可以进行以下操作至多 2.5 × 105 次：选择 [0, n − 1]中的整数 i，将 ai 的值改为 ai ⊕
a(i+1) mod n。其中，x ⊕ y表示 x与 y的异或值。

1 ≤ n ≤ 400。

为方便叙述，下文中的下标均对 n取模。

翻转序列等价于
⌊

n
2

⌋
次交换操作。但“相邻两个数的异或”和交换相去甚远，难以分析。

不过，由异或可以联想到一种经典的交换两个变量的方式：依次执行 x := x ⊕ y, y :=

x ⊕ y, x := x ⊕ y。这种方法的正确性容易验证。

想交换 ai 和 aj，只需用操作实现 ai := ai ⊕ aj。通过手动模拟不难得出一种构造：

1. 从 j − 1开始逆序操作，到 i为止；

2. 从 i + 1开始顺序操作，到 j − 1为止；

3. 从 j − 2开始逆序操作，到 i为止；

4. 从 i + 1开始顺序操作，到 j − 2为止。

记上面的一系列操作为 f (i, j)。设 l表示 i到 j的距离，即 ( j − i) mod n。则执行 f (i, j)

需要的操作次数为 4l − 4。

9CF1748F
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按照上文中的方法，交换 ai 与 aj 需要 4n + 4l − 12次操作。然而如果 l > n − l，可以改

为交换 aj 与 ai。于是只需要 4n + 4 min(l, n − l) − 12次操作，总共需要 2.5n2 + O(n)次操作。

尝试优化。注意到当 i > 0时，做完 f (i, n−i−1)的前三步刚好也做完了 f (i−1, n−i)的第一

步。所以可以通过合理的操作顺序去除重复的操作过程。分析得到总操作次数为 1.25n2+O(n)

次，足以通过。

4.2 寻找组合量

在一些问题中，操作对序列本身的影响可能不容易刻画，直接对序列展开分析比较困

难。遇到这种情况，有一种常见的思路是：寻找一种组合量来对序列进行补充描述，或是替

代原序列参与操作。

4.2.1 逆序对

在涉及交换操作的问题中，考虑逆序对数往往能够切中问题的要害。从这个角度入手，

有时能够得到判断无解的条件，有时可以给出操作次数的下界，从而确定思路。

例如，有以下两个经典结论：

1. 有一个序列，需要通过交换相邻两个数将其升序排序，最少操作次数等于逆序对数；
2. 有一个元素互不相同的序列，交换其中任意两个元素，会改变逆序对数的奇偶性。

例题 4.2.1 (The same permutation10)有一个长度为 n且元素互不相同的序列 a1, a2, · · · , an。

一种交换操作是：选择两个数 i, j，满足 1 ≤ i < j ≤ n，交换 ai 和 aj。

易知有 n(n−1)
2 种本质不同的交换操作。要求合理安排这些交换操作的次序，使得依次执

行这些操作后的序列与原序列相同。

1 ≤ n ≤ 1000。

每次交换操作都将改变序列中逆序对数的奇偶性。那么有解的必要条件即 n(n−1)
2 是偶

数。因此 n mod 4为 2或 3时一定无解。

接下来，针对 n mod 4为 0或 1的情况，考虑四个一组分组，不难枚举得出构造方案

（见参考文献 [4]）。这部分内容与主题无关，故略去。

4.2.2 构造新序列

另一种常见的技巧是依据原序列构造一个新序列。具体的构造方法较为繁多，但主要

方向是让操作变得尽可能简洁。下面以两个例题作为例子，列举一些常用的构造手段。

10CF804E
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例题 4.2.2 (方差11)给定长度为 n的序列 a1, a2, · · · , an，保证 1 ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an。

你可以进行如下操作：选择一个 i，满足 1 < i < n，将 ai 改为 ai−1 + ai+1 − ai。

求在任意次操作之后，该数列的方差最小值乘 n2 后是多少。其中方差定义为：数列中

每个数与平均值的差的平方的平均值，即

D =
1
n

n∑
i=1

ai −
1
n

n∑
j=1

aj


2

要求时间复杂度为 O(nA min(n, A))，其中 A = maxn
i=1 ai。

首先对方差公式进行变形，以得到更易计算的形式。不难得出

n2D = n
n∑

i=1

a2
i −


n∑
i=1

ai


2

问题中的操作比较奇怪，难以描述。考虑构造序列 bi = ai − ai−1，则通过模拟容易验证：

选择 i操作对 b序列的影响为交换 bi和 bi+1。于是最终序列的差分数组必然是 b的任意一个

排列。

接下来观察方差最小时 b序列的性质。通过组合意义与数学推导都不难发现差分数组

应当形成单谷，即先减后增。

所以可以将 b从小到大排序，然后用 DP决策每个 bi 放在当前序列的左边还是右边。

设 dpi, j 表示已经放入 b1 到 bi，此时 a之和为 j时，a的平方和的最大值。考虑转移：

• 将 bi 放在左边，则 dpi−1, j + 2 · j · bi + i · b2
i → dpi, j+i·bi；

• 将 bi 放在右边，则 dpi−1, j + s2
i → dpi+1, j+si。

其中 si =
∑i

j=1 bj。

时间复杂度为O(n2A)，但注意到不为 0的 bi不超过 A个，所以可以做到O(nA min(n, A))。

例题 4.2.3 (千百12)给定长度为 n的环形序列 a0, a1, · · · , an−1。为方便叙述，下文中的下

标均对 n取模。

你需要使得对于所有 0 ≤ i < n，ai · ai+1 < 0。

你可以进行的操作是：选择一个 i满足 0 ≤ i < n，将 ai−1和 ai+1同时减去 ai，然后使 ai

变为 −ai。

有 m次修改，每次给定 p, v，将 ap 和 ap+1 同时加上 v。修改之间互不影响。

每次修改后，求你要达成目标最少需进行几次操作。

3 ≤ n ≤ 105, 1 ≤ m ≤ 105,
∑n−1

i=1 ai ≤ 108。对于每次询问，0 ≤ p < n, |v| ≤ 108。

11NOIP2021
12互测 2022
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首先 n为奇数时显然无解。

观察单次操作的性质，其相当于让 ai−1, ai, ai+1 分别减去 ai, 2ai, ai。

注意到奇数项与偶数项之和不变。进一步，考察每个前缀的奇数项之和与偶数项之和

的差，即

bi =

i∑
j=0

(−1) ja j

则一次操作对会将 bi−1, bi, bi+1变为 bi, bi−1, bi+1，也就是交换了 b中的相邻两个数。而对

最终结果的要求等价于要求 b具有严格单调性。

考虑到 a是环形序列，不妨断环为链，并将序列向两边无限循环延展。令所有下标模 n

相同的位置为一个族，则操作转化为每次可以交换两个相邻的族，需要给序列排序。

现在的问题与经典的排序交换次数问题十分类似。类似逆序对计数，只需统计两两族

之间需要交换几次，通过代数推导容易将问题变为二维偏序的形式。

而单次修改对 b的影响为：将一个族内的所有数加上相同的一个数。于是只需解决在

线的二维偏序问题，使用树套树或离线分治均可做到 O(n log2 n)。

4.2.3 维护二元组集合

有一部分特殊的问题，涉及到类似“将排列变为逆排列”的操作。当出现这种操作时，

考虑维护 (i, ai)形成的二元组集合，则这种操作相当于交换所有二元组的两个元素，有时会

有更好的性质。

例题 4.2.4 (Latin Square13)给定一个 n × n的矩阵 a，每行每列都是一个 1到 n的排列。

有 m次操作，操作有如下六种：

1. 将矩阵的每行向右循环移位一格；
2. 将矩阵的每行向左循环移位一格；
3. 将矩阵的每列向下循环移位一格；
4. 将矩阵的每列向上循环移位一格；
5. 将矩阵的每行变为其逆排列；
6. 将矩阵的每列变为其逆排列。

求最后的矩阵。

1 ≤ n ≤ 1000, 1 ≤ m ≤ 105。

考虑维护三元组集合 (i, j, ai, j)。则六种操作对某个三元组 (x, y, z)的影响为：

13CF1458C

2025 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 11



2025年信息学奥林匹克中国国家集训队论文           112 2025年信息学奥林匹克中国国家集训队论文           113

序列相关问题的一些思路总结 浙江省诸暨市海亮高级中学 范斯喆

1. 将 (x, y, z)变为 (x, (y + 1) mod n, z)；

2. 将 (x, y, z)变为 (x, (y − 1) mod n, z)；

3. 将 (x, y, z)变为 ((x + 1) mod n, y, z)；

4. 将 (x, y, z)变为 ((x − 1) mod n, y, z)；

5. 将 (x, y, z)变为 (x, z, y)；

6. 将 (x, y, z)变为 (z, y, x)；

于是维护操作所需的信息量大幅减少。只需维护一个大小为 3的排列，以及每个位置

的变化量，即可 O(1)维护单次操作。

所有操作结束后可以 O(n2)复原矩阵，总时间复杂度为 O(n2 + m)。

4.2.4 建图

以序列为依据建图，在很多问题中都是一种思考策略。最常见的建图手段便是置换环。

遇到排列问题，考虑置换环有时能得到十分优雅简洁的结论。

例题 4.2.5 (Inverse Transformation14)有一个长度为 n的排列 a1, a2, · · · , an。定义排列的

一次变化为将所有 ai 同时变为 aai。

定义 σ(x) = ax， f (x)为最小的正整数 m使得 σm(x) = x，其中 σm(x) = σ(σm−1(x))。

现在给出初始排列变化 k次之后的排列。求一个合法的初始排列，使得
∑n

i=1
1

f (i) 最小。

1 ≤ n ≤ 2 × 105, 1 ≤ k ≤ 109。

考虑建图，对每个 i，从 i向 ai 连边。此图中每个点的入度和出度均为 1，因此其是由

若干个环构成。

本题中定义的函数 f (x)看上去和此图有密切的联系。仔细思考不难得出 f (x)等于 x所

在的环的大小。因此
∑n

i=1
1

f (i) 就是图中环的个数。

接下来从置换环的视角考虑排列的变化。注意到一次变化后，大小为偶数的环会分裂

为两个大小相等的环，而大小为奇数的环不会分裂。

将分裂的过程倒过来思考。为了让初始排列的环数尽量小，应当尽可能合并最终图中

的环。对于大小为奇数的环，可以将 2i（i ≤ k）个合并在一起。对于大小为偶数的环，则只

能一次合并 2k 个，如果数量不是 2k 的倍数则无解。

知道了原排列中环的构成之后，环上元素的具体顺序可以用数学方法简单求出。

时间复杂度为 O(n)。

当然，也有许多其他的建图方法。同之前一样，这些方法的关键在于通过建图更好地

描述操作的性质，不可生搬硬套。下面列举两个例题，希望读者能领悟到这类方法的精髓。

14CF1787F
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例题 4.2.6 (排序大师15)给定长度为 n的排列 a1, a2, · · · , an。你需要将 a排序。

一次操作为：选定 1 ≤ i ≤ j < k ≤ l ≤ n，交换 ai∼ j 和 ak∼l。也就是令序列变为

a1, a2, · · · , ai−1, ak, ak+1, · · · , al, aj+1, aj+2, · · · , ak−1, ai, ai+1, · · · , aj, al+1, al+2, · · · , an

求最小的操作次数，并给出一种方案。

1 ≤ n ≤ 2000。

本题需要最小化操作次数，这意味着我们需要先对操作次数下界进行分析。

观察到操作对 ai → ai+1 这样的边只改变了 4条，因此考虑以此为依据建图。然而这样

建图后所有状态都是一条链，不利于分析。

尝试调整。在排列最前面加入一个 0，最后面加入一个 n + 1，再按照 ai + 1 → ai+1 建

图。此时最终状态对应 n + 1个自环。

考察操作对图的影响，不难得出一次操作相当于以下两步：交换 ai和 ak 的入边，再交

换 aj + 1和 al + 1的出边。

由于一次交换至多让环数增加或减少 1，因此一次操作会让环数改变不超过 2，且不改

变其奇偶性。因此，如果原排列的环数和 n + 1的奇偶性不同，则无解。否则需要找到一种

每次将环数增加 2的操作方案。

之后的构造通过手动模拟不难得出，故不在此赘述。

例题 4.2.7 (Flip and Reverse16)给定长度为 n的 01序列 a1, a2, · · · , an。

你可以进行任意次操作，每次操作选择一个 0和 1的个数相同的区间，将其中所有数

反转（1变为 0，0变为 1），然后再将其翻转。

求可能的最终序列中字典序最小的。

1 ≤ n ≤ 5 × 105。

对于 01 序列（或者括号序列），一种常见的思路是将 0 视为 +1，1 视为 −1，然后

做前缀和。设求出的前缀和为序列 s，则一次操作等价于选择 sl−1 = sr 的 [l, r]，然后翻转

sl, sl+1, · · · , sr−1。

对所有 0 ≤ i < n，从 si 到 si+1 连一条边，建出一张图。在此图上考虑单次操作的影响。

不难发现，一个 0和 1的个数相同的区间，就是图上的一个环。一次操作相当于将这个

环上的所有边的方向反转。

而若干次操作后的 s序列，则是将边视为无向边后，图中的一条欧拉路径。

注意到 a序列的字典序最小，等价于 s序列的字典序最小。于是问题变为求字典序最

小的欧拉路径，贪心即可。时间复杂度为 O(n)。

15THUPC2024初赛
16CF1458D
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5 总结

本文对信息学竞赛中与序列问题相关的思想与技巧进行了初步的总结，并给出了一些

例题用于解说。其中不少的思路都能应用到其他问题中，具有一定的可拓展性。

信息学竞赛中的问题浩如烟海。限于篇幅和笔者水平，这样的总结难以做到面面俱到。

希望本文可以起到抛砖引玉的作用，也希望今后的选手能通过学习本文中的一些思想与技

巧提升自己的解题水平。
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浅谈 Thue-Morse序列的性质及其应用
浙江省衢州第二中学 郑钧

摘 要

围绕 Thue-Morse序列，本文引入几种 Thue-Morse序列的等价定义，探究了 Thue-Morse
串的字符串性质、Thue-Morse生成函数的性质，以及其在等幂和问题、无平方无限串构造
问题等方面的应用。

1 Thue-Morse序列
Thue-Morse (TM)序列，也被称为 Prouhet-Thue-Morse序列，是在 {0, 1}上定义的无穷

序列，于 1851年由 Prouhet首次研究。尽管该序列形式较为简单，但在数论、单词组合学
和组合博弈论等领域都有不同的应用，可见其有着不少奥妙的性质。

由于 Thue-Morse序列仅有 {0, 1}两种值，在一些问题中将其看成一个无限字符串往往
会更加直观，故其也被称为 Thue-Morse串或 Thue-Morse无限串。下面是 Thue-Morse串的
前若干项。

01101001100101101001011001101001 · · ·

2 Thue-Morse序列的定义
对于 Thue-Morse序列，存在若干等价的定义方式。研究不同的问题时，借助合适的定

义方式可以使问题的形式更加清晰。研究同一个问题时，使用不同的定义方式也可以得到

不同的解决方法。在这一节，将会列举几种常见的定义方式。

2.1 奇偶校验定义

定义 2.1. 若 Ti(i ∈ N)表示 Thue-Morse序列的第 i项，则 Ti等于 i在二进制下数位和模 2的

值。
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例子 由于 (11)10 = (1011)2，故 T11 = (1 + 0 + 1 + 1) mod 2 = 1。

方便起见，下文中的 T 均表示 Thue-Morse序列。
由该定义可得，在二进制下，2n仅比 n末尾多了一个 0，并不影响数位和，故 T2n = Tn；

同理，T2n+1 � Tn。

这种新的定义方式称为递归式定义。

2.2 递归式定义

定义 2.2. 定义在 {0, 1}上的序列 T，若满足 T0 = 0，T2n = Tn，T2n+1 � Tn，则 T 即为 Thue-Morse
序列。

由该定义，可以自然地推出态射法定义。

2.3 态射法定义

令 µ表示一个态射变换，满足 µ(0) = 01，µ(1) = 10。

且 µ(w1w2 · · ·wn) = µ(w1)µ(w2) · · · µ(wn)，则 µk(0)的前若干项为：

µ0(0) = 0

µ1(0) = 01

µ2(0) = 0110

µ3(0) = 01101001

...

于是，态射法定义也呼之欲出。

定义 2.3. Thue-Morse序列等于 µ∞(0) = µ(µ(· · · µ(0) · · · ))，即让 0作用 µ无限次。

对比 S n, µ(S )2n, µ(S )2n+1 可以发现，µ(S )2n = S n, µ(S )2n+1 � S n，正好是定义 2.2的形式。
另外，需要证明 µk(0)是 µk+1(0)的前缀，以保证 µ∞(0)是良定义的（或者说 Thue-Morse

序列是态射变换 0→ 01, 1→ 10的不动点）。证明是简单的，此处略去。

2.4 反转法定义

沿用态射法定义的思路，若已经求出了 {Ti}2
n−1

i=0 ，考虑如何求出 {Ti}2
n+1−1

i=0 。由定义 2.1可
以得到：对于 i = 0, 1, · · · , 2n − 1，Ti+2n � Ti。故 {Ti}2

n+1−1
i=2n 即为 {Ti}2n−1

i=0 ，其中 a表示将 a序列

0, 1反转得到的序列。因此，{Ti}2
n+1−1

i=0 = {Ti}2
n−1

i=0 {Ti}2n−1
i=0 ，其中 ab表示序列 a, b顺次拼接得到

的序列。这就是反转法的定义方式。

定义 2.4. 令 T M0 = {0}，T M2n+1 = T M2n T M2n。则 Thue-Morse序列就等于 T M2∞。
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3 Thue-Morse序列与等幂和问题
在进一步探究 Thue-Morse序列的性质之前，先通过 Thue-Morse序列在等幂和问题中

的应用，感受 Thue-Morse序列优美的对称性。

3.1 等幂和问题

给定正整数 n, k，求两个不交的大小为 n的集合 A, B，使得对于 i = 0, 1, · · · , k满足：

∑
a∈A

ai =
∑
b∈B

bi

3.2 基于 Thue-Morse序列构造的解

由于 Thue-Morse序列生成方式（反转法）的高度对称性，对于等幂和问题的 n为 2的

非负整数幂的情况，可以借助 Thue-Morse序列构造出一组优美的解。
对于 k ∈ N，定义集合 Xk = {n|n ∈ [0, 2k+1) ∩ N, Tn = 0}, Yk = {n|n ∈ [0, 2k+1) ∩ N, Tn = 1}。
首先证明 |Xk| = |Yk|，根据 Thue-Morse序列反转法的定义方式，发现 T M21 中 0、1的个

数是相等的，而若 T M2n 中 0、1的个数相同，则 T M2n+1 = T M2n T M2n 中 0、1的个数也是相

等的。所以，对于 n ∈ N∗，T M2n 中 0、1的个数是相等的，即 |Xk| = |Yk| = 2k。

定理 3.2.1. 对于任意度数不超过 k的多项式 f，有：
∑
n∈Xk

f (n) =
∑
n∈Yk

f (n)

例子 X2 = {0, 3, 5, 6}，Y2 = {1, 2, 4, 7}，当 f (x) = x2 − x + 1时：

∑
n∈X2

f (n) = f (0) + f (3) + f (5) + f (6) = 1 + 7 + 21 + 31 = 60

∑
n∈Y2

f (n) = f (1) + f (2) + f (4) + f (7) = 1 + 3 + 13 + 43 = 60

证明. 当 k = 0时， f 即为常数多项式，显然满足条件。

当 k ≥ 1时，假设 k − 1满足条件，设多项式 g(n) = f (n + 2k) − f (n)。容易发现，g的 k

次项系数为 0，故 deg g ≤ k − 1，所以有：
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∑
n∈Xk−1

g(n) =
∑

n∈Yk−1

g(n)

∑
n∈Xk−1

f (n + 2k) − f (n) =
∑

n∈Yk−1

f (n + 2k) − f (n)

∑
n∈Xk−1

f (n + 2k) +
∑

n∈Yk−1

f (n) =
∑

n∈Yk−1

f (n + 2k) +
∑

n∈Xk−1

f (n)

∑
n∈(Yk\Yk−1)

f (n) +
∑

n∈Yk−1

f (n) =
∑

n∈(Xk\Xk−1)

f (n) +
∑

n∈Xk−1

f (n)

∑
n∈Yk

f (n) =
∑
n∈Xk

f (n)

因此 k也满足条件。 □

备注 这是 Christopher给出的证明1，较为简洁优美，值得学习。

对于等幂和问题，实际上就是 f (n) = ni 的情况。

例题 3.1 (愤怒的小 N2). 给定正整数 n(log2 n < 5 × 105)和多项式 f (deg f ≤ 500)，其中 n以

二进制形式给出，即给定集合 S 满足 n =
∑

k∈S 2k。求：

n−1∑
i=0

Ti f (i) mod (109 + 7)

解法 首先，为了更接近等幂和问题，可以将答案转化成：

∑n−1
i=0 f (i) −∑n−1

i=0 (−1)Ti f (i)
2∑n−1

i=0 f (i)仅需使用经典的拉格朗日插值法求出，接下来考虑
∑n−1

i=0 (−1)Ti f (i)如何计算。

对于 n的每个为 1的二进制位 k，需要求出：

s+2k−1∑
i=s

(−1)Ti f (i) =
2k−1∑
i=0

(−1)Ti+s f (i + s)

其中，s =
∑

k′∈S∧k′>k 2k′。所以，(−1)Ti+s 可以拆分为 (−1)Ts (−1)Ti。故贡献转化为：

2k−1∑
i=0

(−1)Ti+s f (i + s) = (−1)Ts


∑

i∈Xk−1

f (i + s) −
∑

i∈Yk−1

f (i + s)


容易发现， f (i + s)的度数也不超过 deg f。故当 deg f ≤ k − 1的时候，贡献为 0。

而对于 deg f > k − 1的情况，利用二项式定理可以递推求解，但这和本文内容并无关

联，且难度较低，此处略去。

至此，复杂度做到了 O(log n + deg3 f )，即可通过此题。

1Christopher Williamson, An Overview of the Thue-Morse Sequence, 2012
2[NOI Online 2021提高组]愤怒的小 N
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3.3 扩展

进一步扩展此类构造方式。具体地，对于不小于 2的整数 b，设 sb(n)表示 n在 b进制下

各数位之和模 b的值。对于 k ∈ N，i = [0, b)∩N，定义集合 S k,i = {n|n ∈ [0, bk+1)∩N, sb(n) = i}。

定理 3.3.1. 对于任意度数不超过 k的多项式 f，有：
∑

n∈S k,0

f (n) =
∑

n∈S k,1

f (n) = · · · =
∑

n∈S k,b−1

f (n)

证明. 当 k = 0时，显然满足条件。

当 k ≥ 1时，对于任意常数 C1、C2，设 g(n) = f (n+C1)− f (n+C2)，有 deg g ≤ k− 1，故：

∑
n∈S k−1,0

g(n) = · · · =
∑

n∈S k−1,b−1

g(n)

∑
n∈S k−1,0

f (n +C1) − f (n +C2) = · · · =
∑

n∈S k−1,b−1

f (n +C1) − f (n +C2)

则对于任意的 i = 1, 2, · · · , b − 1，满足：

∑
n∈S k,0

f (n) −
∑
n∈S k,i

f (n)

=

b−1∑
t=0

∑
n∈S k−1,t

(
f (n + ((0 − t) mod b) × bk) − f (n + ((i − t) mod b) × bk)

)

=

b−1∑
t=0

∑
n∈S k−1,0

(
f (n + ((0 − t) mod b) × bk) − f (n + ((i − t) mod b) × bk)

)

=

b−1∑
t=0

∑
n∈S k−1,0

f (n + ((0 − t) mod b) × bk) −
b−1∑
t=0

∑
n∈S k−1,0

f (n + ((i − t) mod b) × bk)

=

b−1∑
p=0

∑
n∈S k−1,0

f (n + p × bk) −
b−1∑
q=0

∑
n∈S k−1,0

f (n + q × bk)

=0

第一步的含义是枚举第 0, 1, · · · , k − 1位数值之和模 b的值，反推出第 k位的值。第二

步则是对于固定的 t，((0− t) mod b)× bk 和 ((i− t) mod b)× bk 都是常数。应用上述结论，可

将 S k−1,t 改写为固定的 S k−1,0。最后拆开即可发现结果为 0。因此，k也满足条件。

□

4 Thue-Morse的字符串性质
在这一节中，主要探究 Thue-Morse序列作为字符串的性质，所以接下来将 T 看作一个

无限字符串。
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4.1 一些记号

记 ε表示空字符串。

记 Σ∗表示字符集为 Σ的有限非空字符串构成的集合。

记 Σ∞表示字符集为 Σ的有限非空字符串和无限字符串构成的集合。

对于 w ∈ Σ∗，记 |w|表示 w的长度，记 wR 表示将 w翻转得到的字符串。

对于 w ∈ Σ∞，记 w表示将 w中 0, 1翻转得到的字符串。

对于 u ∈ Σ∗, v ∈ Σ∞，记 uv表示将 u, v顺次拼接得到的字符串。

对于 w ∈ Σ∗，记 w(i)表示 w的编号为 i的字符，从 0开始编号，即：

• 若 w ∈ Σ∗，则 w = w(0)w(1) · · ·w(|w| − 1)；

• 若 w ∈ Σ∞ \ Σ∗，则 w = w(0)w(1)w(2) · · ·。

对于 w ∈ Σ∞，记 w(l : r)表示 w的编号为 l到 r的子串，即 w(l : r) = w(l)w(l+ 1) · · ·w(r)。

特别地，对于 w ∈ Σ∞ \ Σ∗，w(l : ∞)表示 w(l)w(l + 1)w(l + 2) · · ·。
特别地，对于空字符串 ε，有：

• |ε| = 0，εR = ε，ε = ε；

• εu = u，uε = u，εε = ε。

此处列举一些下文会用到的事实：

• (wR)R = (w) = w；

• wR = (w)R；

• |w1w2 · · ·wn| = |w1| + |w2| + · · · + |wn|；

• (w1w2 · · ·wn)R = wR
n wR

n−1 · · ·wR
1。

4.2 Thue-Morse子串结构

首先，回到定义 2.4，可以得到 T M2n 的回文性质：

• T M22n = T MR
22n；

• T M22n+1 = T M22n+1
R
。
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使用归纳法证明，此处给出简略的过程：

T MR
22n =

(
T M22n−1 T M22n−1

)R
= T M22n−1

R
T MR

22n−1 = T M22n−1 T M22n−1 = T M22n

T M22n+1
R
=
(
T M22n T M22n

)R
=
(
T M22n T M22n

)R
= T MR

22n T M22n
R
= T M22n T M22n = T M22n+1

接着，可以发现 Thue-Morse子串的两条较为明显的性质。

定理 4.2.1. 对于 w ∈ {0, 1}∗，若 w为 T 的子串，则 w也为 T 的子串。

证明. 考虑使用定义 2.4帮助证明。找到一个足够大的 n，使得 w是 T M2n 的子串（容易证

明这是一定能够找到的），则 w也是 T M2n 的子串。而 T M2n+1 = T M2n T M2n，故 w是 T M2n+1

的子串。所以 w是 T 的子串。 □

定理 4.2.2. 对于 w ∈ {0, 1}∗，若 w为 T 的子串，则 wR 也为 T 的子串。

证明. 同样考虑使用定义 2.4帮助证明。找到一个足够大的 n，使得 w是 T M22n 的子串。由

于 T M22n = T MR
22n，故 w也是 T MR

22n 的子串，同时翻转两者，得到 wR 是 T M22n 的子串。所

以 wR 是 T 的子串。 □

由定理 4.2.1、4.2.2可得，对于 w ∈ {0, 1}∗，w、wR、w和 wR 要么同时是 T 的子串，要

么同时不是。

在进一步探究 Thue-Morse串的子串结构之前，需要先了解准 TM前缀串和 TM拆分的
概念。

4.2.1 准 TM前缀串和 TM拆分

定义 4.1 (准 TM前缀串). 对于 w ∈ {0, 1}∗，称 w为准 TM前缀串当且仅当 w为 T 或 T 的前

缀。

关于准 TM前缀串，有如下两个明显的事实：

• 对于 w ∈ {0, 1}∗，若 w为准 TM前缀串，则 w也为准 TM前缀串。

• 对于 u, v ∈ {0, 1}∗，若 uv为准 TM前缀串，则 u也为准 TM前缀串。

接着，容易得到准 TM前缀串的性质定理和判定定理。

定理 4.2.3 (准 TM 前缀串的性质定理). 对于 w ∈ {0, 1}∗，若 w 为准 TM 前缀串，则 ∀i, j ∈
[0, |w|) ∩ N，w(i) ⊕ w( j) = T (i) ⊕ T ( j)。其中，⊕表示按位异或运算，下同。
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4.1 一些记号
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记 Σ∞表示字符集为 Σ的有限非空字符串和无限字符串构成的集合。

对于 w ∈ Σ∗，记 |w|表示 w的长度，记 wR 表示将 w翻转得到的字符串。

对于 w ∈ Σ∞，记 w表示将 w中 0, 1翻转得到的字符串。
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• 若 w ∈ Σ∗，则 w = w(0)w(1) · · ·w(|w| − 1)；

• 若 w ∈ Σ∞ \ Σ∗，则 w = w(0)w(1)w(2) · · ·。
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特别地，对于 w ∈ Σ∞ \ Σ∗，w(l : ∞)表示 w(l)w(l + 1)w(l + 2) · · ·。
特别地，对于空字符串 ε，有：

• |ε| = 0，εR = ε，ε = ε；

• εu = u，uε = u，εε = ε。

此处列举一些下文会用到的事实：

• (wR)R = (w) = w；

• wR = (w)R；

• |w1w2 · · ·wn| = |w1| + |w2| + · · · + |wn|；

• (w1w2 · · ·wn)R = wR
n wR

n−1 · · ·wR
1。

4.2 Thue-Morse子串结构

首先，回到定义 2.4，可以得到 T M2n 的回文性质：

• T M22n = T MR
22n；

• T M22n+1 = T M22n+1
R
。
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证明. 若 w为 T 的前缀，则 w(i) = T (i)，w( j) = T ( j)；若 w为 T 的前缀，则 w(i) = T (i) ⊕ 1，

w( j) = T ( j) ⊕ 1。 □

定理 4.2.4 (准 TM 前缀串的判定定理). 对于 w ∈ {0, 1}∗，若 ∀i = 0, 1, · · · , |w| − 1，满足

w(0) ⊕ w(i) = T (i)，则 w为准 TM前缀串。

证明. 若 w(0) = 0，则 w(i) = T (i)；若 w(0) = 1，则 w(i) = T (i)。 □

定义 4.2 (TM拆分). 对于 w ∈ {0, 1}∗，称二元组 (u, v)为 w的一个 TM拆分，当且仅当 uv = w，

且 uR 和 v均为准 TM前缀串。

接下来，就能够精确刻画 Thue-Morse串的子串形态了。

定理 4.2.5 (Thue-Morse子串形态). 对于 w ∈ {0, 1}∗，w为 T 的子串当且仅当 |w| = 1或 w存

在至少一个 TM拆分。

证明. |w| = 1的情况显然成立，接下来考虑 |w| > 1的情况。

必要性 若 w为 T 的子串，不妨设 w = T (l : r)，在 (l, r] ∩ N中找到 lowbit3 最大的 i。令

u = T (l : i− 1)，v = T (i : r)，设 lowbit(i) = k。由于 lowbit(i+ 2k) > k，故 r < i+ 2k。所以对于

j = 0, 1, · · · , r − i，有 j < 2k，因此 v( j) = T (i + j) = T (i) ⊕ T ( j)。由定义 4.1可得，v是准 TM
前缀串。同理，lowbit(i − 2k) > k，故 l ≥ i − 2k。所以对于 j = 0, 1, · · · , i − l − 1，有 j < 2k。

故 uR( j) = T (i − 1 − j) = T (i − 1) ⊕ T ( j)，可得 uR 是准 TM前缀串。所以，(u, v)是 w的一个

TM拆分。

充分性 若 u, v ∈ {0, 1}∗，满足 w = uv，且 uR 和 v 均为准 TM 前缀串。找到最小的满足
2k ≥ max(|u|, |v|)的正奇数 k，设 s = T (0 : 2k − 1)。则 u, v都是 s或 s的前缀。由定义 2.4可
知，s = T M2k。由于 k为奇数，故 s = sR。将 T (0 : 7 × 2k − 1)用 s, s拼接表示，如图 1。

图 1: T (0 : 7 × 2k − 1) = sssssss

容易发现，无论 uR, v是 s还是 s的前缀，图 1中的四个位置，一定有一个匹配的。故
w = uv一定是 T (0 : 7 × 2k − 1)的子串。

□

3对于 n ∈ N∗，lowbit(n)表示 n在二进制下最低一位 1表示的数值。特别地，此处定义 lowbit(0) = ∞。
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备注 事实上，在充分性的证明中，无需限制 k为奇数。当 k为偶数时，图 1所示的四个拆
分点，也是包含所有情况的，只不过此时的 sR = s, sR

= s，略有不同，但证明过程一致。另

外，由该定理可以得到，长度为 n的 Thue-Morse子串个数不超过 4n。

例子 对于 w = T (10 : 19) = 0101101001，w共有两个 TM拆分，分别是 (01, 01101001)和

(010110, 1001)。

4.2.2 Thue-Morse子串的 TM拆分个数

更进一步地，考虑如果 w ∈ {0, 1}∗有两个 TM拆分，不妨设 w = xyz，x, y, z ∈ {0, 1}∗，w

的两个 TM拆分为 (x, yz)和 (xy, z)。则 yz和 (xy)R = yRxR均为准 TM前缀串。故 y和 yR均为

准 TM前缀串。考虑 y应该满足什么条件。

引理 4.2.6. 对于 w ∈ {0, 1}∗，若 w,wR 均为准 TM前缀串，则 |w|为 2的非负整数幂。

证明. 对于 i = 0, 1, · · · , |w| − 1，不妨设 w(i) = x ⊕ T (i)，wR(i) = y ⊕ T (i)，故 x ⊕ T (i) = w(i) =

wR(|w| − 1 − i) = y ⊕ T (|w| − 1 − i)。即 T (i) ⊕ T (|w| − 1 − i)为定值 x ⊕ y = T (|w| − 1)。

假设 |w|不为 2的非负整数幂，故 |w|−1 > 0。接着，将 |w|−1二进制拆分为 (a0, a1, · · · , an =

1)，满足 |w| − 1 =
∑n

i=0 ai2i，ai ∈ {0, 1}。由于 |w|不为 2的非负整数幂，故 a0, a1, · · · , an 不全

为 1。所以，一定可以找到一个最大的 k满足 ak = 0。由于 k是最大的一个，故 ak+1 = 1。考

虑 T (2k) ⊕ T (|w| − 1 − 2k)是否等于 T (|w| − 1)。下面给出 |w| − 1和 |w| − 1 − 2k 的二进制拆分：

|w| − 1 :(a0, a1, · · · , ak = 0, ak+1 = 1, · · · , an = 1)

|w| − 1 − 2k :(a0, a1, · · · , a′k = 1, a′k+1 = 0, · · · , an = 1)

发现两者除了 k, k+1位不同外，剩余位完全相同。于是，可以得到 T (|w|−1) = T (|w|−1−2k)，

而 T (2k) ⊕ T (|w| − 1 − 2k) = 1 ⊕ T (|w| − 1) � T (|w| − 1)，矛盾。

□

所以，对于 w ∈ {0, 1}∗的两个 TM拆分，其中间重叠部分的长度为 2的非负整数幂。

至此，利用这个性质，已经能够分析出 w ∈ {0, 1}∗的 TM拆分个数不超过 3。但这个上

界实际上为 2。

定理 4.2.7. 对于 w ∈ {0, 1}∗，其 TM拆分个数不超过 2。

证明. 假设 w有 3个 TM拆分，此时不妨设 w = uvxy，u, v, x, y ∈ {0, 1}∗，w的 3个 TM拆
分分别为 (u, vxy)、(uv, xy) 和 (uvx, y)。则由引理 4.2.6 可知，|v|、|x| 和 |vx| = |v| + |x| 均为
2 的非负整数幂，故 |v| = |x| = 2k, k ∈ N。由于 vx 为准 TM 前缀串，应用定理 4.2.3 可得，
v(0) ⊕ x(0) = T (0) ⊕ T (|v|) = 1，即 v(0) � x(0)。同理，由 vxy, xy为准 TM前缀串可以分别得
到 v(0) � y(0)、x(0) � y(0)。故 v(0)、x(0)和 y(0)两两不同，由抽屉原理可知，这是不可能

的。 □
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证明. 若 w为 T 的前缀，则 w(i) = T (i)，w( j) = T ( j)；若 w为 T 的前缀，则 w(i) = T (i) ⊕ 1，

w( j) = T ( j) ⊕ 1。 □

定理 4.2.4 (准 TM 前缀串的判定定理). 对于 w ∈ {0, 1}∗，若 ∀i = 0, 1, · · · , |w| − 1，满足

w(0) ⊕ w(i) = T (i)，则 w为准 TM前缀串。

证明. 若 w(0) = 0，则 w(i) = T (i)；若 w(0) = 1，则 w(i) = T (i)。 □

定义 4.2 (TM拆分). 对于 w ∈ {0, 1}∗，称二元组 (u, v)为 w的一个 TM拆分，当且仅当 uv = w，

且 uR 和 v均为准 TM前缀串。

接下来，就能够精确刻画 Thue-Morse串的子串形态了。

定理 4.2.5 (Thue-Morse子串形态). 对于 w ∈ {0, 1}∗，w为 T 的子串当且仅当 |w| = 1或 w存

在至少一个 TM拆分。

证明. |w| = 1的情况显然成立，接下来考虑 |w| > 1的情况。

必要性 若 w为 T 的子串，不妨设 w = T (l : r)，在 (l, r] ∩ N中找到 lowbit3 最大的 i。令

u = T (l : i− 1)，v = T (i : r)，设 lowbit(i) = k。由于 lowbit(i+ 2k) > k，故 r < i+ 2k。所以对于

j = 0, 1, · · · , r − i，有 j < 2k，因此 v( j) = T (i + j) = T (i) ⊕ T ( j)。由定义 4.1可得，v是准 TM
前缀串。同理，lowbit(i − 2k) > k，故 l ≥ i − 2k。所以对于 j = 0, 1, · · · , i − l − 1，有 j < 2k。

故 uR( j) = T (i − 1 − j) = T (i − 1) ⊕ T ( j)，可得 uR 是准 TM前缀串。所以，(u, v)是 w的一个

TM拆分。

充分性 若 u, v ∈ {0, 1}∗，满足 w = uv，且 uR 和 v 均为准 TM 前缀串。找到最小的满足
2k ≥ max(|u|, |v|)的正奇数 k，设 s = T (0 : 2k − 1)。则 u, v都是 s或 s的前缀。由定义 2.4可
知，s = T M2k。由于 k为奇数，故 s = sR。将 T (0 : 7 × 2k − 1)用 s, s拼接表示，如图 1。

图 1: T (0 : 7 × 2k − 1) = sssssss

容易发现，无论 uR, v是 s还是 s的前缀，图 1中的四个位置，一定有一个匹配的。故
w = uv一定是 T (0 : 7 × 2k − 1)的子串。

□

3对于 n ∈ N∗，lowbit(n)表示 n在二进制下最低一位 1表示的数值。特别地，此处定义 lowbit(0) = ∞。
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4.2.3 Thue-Morse子串有 2个 TM拆分的结构

定理 4.2.8. 对于 x, y, z ∈ {0, 1}∗，(x, yz)、(xy, z)均为 w = xyz的 TM拆分当且仅当 |x|, |z| ≤ |y|，
且 (xy)R 和 yz均为准 TM前缀串。

证明. 分别考虑必要性和充分性。

必要性 一方面，若 (x, yz)、(xy, z)均为 w的 TM拆分。显然 (xy)R、yz均为准 TM前缀串，
且 |y|为 2的非负整数幂，设 |y| = 2k, k ∈ N，若 |z| > |y| = 2k，则和定理 4.2.7的证明类似，有
y(0) � z(0), y(0) � z(2k), z(0) � z(2k)，导出矛盾，故 |z| ≤ |y|，同理也可以得到 |x| ≤ |y|。

充分性 另一方面，若 |x|, |z| ≤ |y|，且 (xy)R和 yz均为准 TM前缀串。可得 |y|为 2的非负整数

幂，设 |y| = 2k, k ∈ N，对于 i = 0, 1, · · · , |z|−1，应用定理 4.2.3可得，y(i)⊕z(i) = T (i)⊕T (2k+i) = 1，

故 z = y(0, |z| − 1)。因为 y为准 TM前缀串，故 y(0, |z| − 1)、z = y(0, |z| − 1)均为准 TM前缀
串。同理，也可以得到 xR 为准 TM前缀串，故 (x, yz)、(xy, z)均为 w的 TM拆分。 □

4.2.4 Thue-Morse子串结构的应用

例题 4.1 (基础 01? 练习题4). 对于 S ∈ {0, 1}∗，记 g(S )表示 S 中有多少子串同时也是 Thue-
Morse串的子串（子串相同但出现位置不同算多个）。对于 S ∈ {0, 1, ?}∗，记 h(S )表示将 S

中所有 ?替换为 0或 1后得到的串 S ′ 的 g(S ′)之和。给定 S ∈ {0, 1, ?}∗，m次询问，每次查

询给出 l, r，求 h(S lS l+1 · · · S r) mod 998244353。数据范围：|S | ≤ 5 × 104,m ≤ 2 × 105。

解法 首先，考虑 l = 0, r = |S | − 1的情况。对于一个 Thue-Morse串的子串，为了仅计算一
次贡献，可以计算长度为 1的子串个数 +所有子串 TM拆分数之和 − TM拆分数为 2的子串

个数。

计算所有子串 TM拆分数之和，需要枚举拆分点在 S 中对应的位置，向左向右匹配 T

或 T，计算合法左右端点个数。匹配部分只需要使用倍增维护（由定义 2.4可得，T M2n+1 =

T M2n T M2n，T M2n+1 = T M2n T M2n）。

计算 TM拆分数为 2的子串个数，需要枚举两个 TM拆分的重叠部分的长度 2k，再枚举

该段在 S 中的位置，向左向右匹配至多 2k 个位置，计算左右端点的个数。

最后，加上区间询问，只需要使用扫描线、历史和线段树就能够维护了，具体内容参见

笔者的解题报告。

4[2024-2025集训队互测 Round 1 T2]基础 01? 练习题，这是笔者根据上述定理设计的题目。
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4.3 Thue-Morse串的无重叠性质及其应用

4.3.1 无重叠串的定义

定义 4.3. 对于 w ∈ Σ∞，称 w是无重叠的，当且仅当 w中不存在两个相交的相同子串。

然而，有另一个更为形式化的定义方式。

定义 4.4. 对于 w ∈ Σ∞，称 w是无重叠的当且仅当 ∀a ∈ Σ, u ∈ Σ∗ ∪ {ε}，auaua不为 w的子串。

这两种定义方式是等价的：

• 一方面，若有交的两个子串，交的大小大于 1，则可以缩减为 1，如图 2，

图 2: 重叠子串缩减过程示意图

故有重叠的字符串一定可以找到形如 auaua的子串；

• 另一方面，auaua中包含两个重叠的 aua子串，无重叠串显然不能包含 auaua。

4.3.2 Thue-Morse串的无重叠性质

定理 4.3.1. T 是无重叠的，即 Thue-Morse串是无重叠的。

这个定理的证明并不是那么容易，Christopher给出了一种证明方式5。但笔者提供了另

外一种截然不同的使用代数分析的证明方式。

证明. 假设 T 存在一个重叠子串 auaua(a ∈ {0, 1}, u ∈ {0, 1}∗ ∪ {ε})。
由定理 4.2.5可得，auaua至少有一个 TM拆分 (x, y)。由定理 4.2.2可知，若 |x| > |y|，则

翻转该重叠子串得到 auRauRa，也是 T 的一个重叠子串，找到该子串 (yR, xR)这组 TM拆分，

5Christopher Williamson, An Overview of the Thue-Morse Sequence, 2012
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就转化为了 |x| < |y|的情况。所以接下来只需考虑 |x| < |y|的情况（由于 |auaua|为奇数，不
存在 |x| = |y|的情况）。

设拆分点将 u拆成两个字符串：u = vw，其中 v,w ∈ Σ∗ ∪ {ε}。则子串 auaua = avwavwa

的 TM拆分即为 (av,wavwa)。注意，此时 v,w可能为空字符串。

由定理 4.2.1可知，若 wavwa是 T 的前缀，则将子串 auaua反转得到 auaua，也是 T 的

重叠子串。此时的 TM拆分是 (av,wavwa)，其中 wavwa是 T 的前缀，就转化为了 wavwa是

T 的前缀的情况。所以接下来只需考虑 wavwa是 T 的前缀的情况，如图 3。

图 3: auaua的 TM拆分 (av,wavwa)示意图

设 n = |wav| = |u| + 1，则 wa = T (0, |wa| − 1) = T (n, n + |wa| − 1)，故对于 n ∈ N∗，设
f (n) = LCP(T, T (n : ∞)) ≥ |wa|，其中 LCP(u, v)表示 u, v的最长公共前缀的长度。

同时，由 TM拆分的定义可知，(av)R 是准 TM前缀串。对于 n ∈ N∗，设 g(n)表示最大

的正整数 k满足 T (n − k : n − 1)R 为准 TM前缀串。由于 T (n − |av|, n − 1)R = (av)R 是准 TM
前缀串，所以 g(n) ≥ |av|。

所以，n = |u| + 1 ≥ 1，满足 f (n) + g(n) ≥ |wa| + |av| = n + 1即 f (n) + g(n) > n。接下来逐

步证明：∀n ∈ N∗， f (n) + g(n) ≤ n，从而导出矛盾。

引理 4.3.2. 当且仅当 n为 2的非负整数幂时，g(n) = n。

证明. 一方面，由引理 4.2.6可得，若 g(n) = n，则 n为 2的非负整数幂。

另一方面，若 n为 2的非负整数幂，则对于 i = 0, 1, · · · , n−1，都有 T (n−1)⊕T (n−1−i) = T (i)

由定理 4.2.3可得，g(n) = n。 □

引理 4.3.3. ∀n ∈ N∗，g(n) � n − 1。

证明. 当 i = n − 1时，一定满足 T (n − 1) ⊕ T (n − 1 − i) = T (i)，故 g(n) � n − 1。 □

引理 4.3.4. 对于 n ∈ N∗， f (2n) = 2 f (n)。

证明. 一方面，由于 LCP(T, T (n : ∞)) = f (n)，故 T ( f (n)) � T (n+ f (n))。则 T (2 f (n)) = T ( f (n)) �

T (n + f (n)) = T (2n + 2 f (n))，即 LCP(T, T (2n : ∞)) ≤ 2 f (n)，也即 f (2n) ≤ 2 f (n)。

另一方面，∀i = 0, 1, · · · , f (n)− 1，已知 T (i) = T (n+ i)，故 T (2i) = T (2n+ 2i), T (2i+ 1) =

T (2n + 2i + 1)。即 ∀i = 0, 1, · · · , 2 f (n) − 1，T (i) = T (2n + i)，也即 f (2n) ≥ 2 f (n)。 □

引理 4.3.5. 对于 n ∈ N∗，g(2n) = 2g(n)。
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证明. 考虑使用定理 4.2.3、4.2.4和定义 2.2辅助证明。
一方面，由于 T (n−g(n) : n−1)R为准 TM前缀串，则 ∀i = 0, 1, · · · , g(n)−1，T (n−1)⊕T (n−

1− i) = T (i)。所以 T (2n−1)⊕T (2n−1−2i) = T (2i)，T (2n−1)⊕T (2n−1− (2i+1)) = T (2i+1)。

即 ∀i = 0, 1, · · · , 2g(n) − 1，T (2n − 1 − i) = T (i)，也即 g(2n) ≥ 2g(n)。

另一方面，若 g(n) = n，则 g(2n) ≤ 2n = 2g(n)；若 g(n) ≤ n−1，则 T (n−1)⊕T (n−1−g(n)) �

T (g(n))。所以 T (2n − 1) ⊕ T (2n − 1 − 2g(n)) � T (2g(n))，使用定理 4.2.4 的逆否命题可得，
g(2n) ≤ 2g(n)。 □

引理 4.3.6. ∀n ∈ N， f (2n + 1) ≤ 2。

证明. 假设 f (2n + 1) > 2。则 T (2n + 2) = T (1) = 1且 T (2n + 3) = T (2) = 1。由定义 2.2可得，
T (2n + 2) � T (2n + 3)，矛盾。 □

定理 4.3.7. ∀n ∈ N∗， f (n) + g(n) ≤ n。

证明. 分为如下几种情况讨论：

n = 1, 2 f (n) = 0, g(n) = n。

n ≥ 3且 n为奇数 显然 n不是 2的非负整数幂。由于 g(n) ≤ n，由引理 4.3.2、4.3.3可得，
g(n) � n, n − 1，则 g(n) ≤ n − 2。再由引理 4.3.6得到， f (n) + g(n) ≤ 2 + (n − 2) = n。

n ≥ 3且 n为偶数 f (n) + g(n) = 2 f ( n
2 ) + 2g( n

2 ) ≤ 2 × n
2 = n。 □

至此，得到了 ∀n ∈ N∗， f (n) + g(n) ≤ n后，回到定理 4.3.1的证明。发现原假设不成立，
即 T 是无重叠的，原定理得证。

□

4.3.3 Thue-Morse串的无重叠性质应用

定义 4.5 (无立方串). 对于 w ∈ Σ∞，称 w是无立方的，当且仅当 w中不存在连续的三个相同

的子串。形式化地，∀u ∈ Σ∗，uuu不为 w的子串。

推论 4.3.8. T 是无立方的，即 Thue-Morse串是无立方的。

证明. 显然，立方子串一定也是重叠子串，而 T 是无重叠的，可以得出 T 也是无立方的。 □

定义 4.6 (无平方串). 对于 w ∈ Σ∞，称 w是无平方的，当且仅当 w中不存在连续的两个相同

的子串。形式化地，∀u ∈ Σ∗，uu不为 w的子串。
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郑钧：第131页4.4.2子小节的第一段，“和上一节类似地”需要改为“和上一子小节类似地”

郑钧：第136页最后一行， 需要改为

郑钧：第137页第1行的公式中， 需要改为 

魏忠浩：第 311 页，引理 8.2 的证明 \rank(a\odot\mathcal X^{k}) 改为 \rank(a\odot\mathcal 
X^{k+1})  （等 pdf）

黄建恒：第 284 页，定理2.2 “设f，g为两个代数函数” 改为 “设f，g为两个非  代数函数” 

刘恒熙：第 12 页，Algorithm 2 第 32 行（ "\STATE " ）之前插入一行 "\STATE 
"
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证明. 考虑使用定理 4.2.3、4.2.4和定义 2.2辅助证明。
一方面，由于 T (n−g(n) : n−1)R为准 TM前缀串，则 ∀i = 0, 1, · · · , g(n)−1，T (n−1)⊕T (n−

1− i) = T (i)。所以 T (2n−1)⊕T (2n−1−2i) = T (2i)，T (2n−1)⊕T (2n−1− (2i+1)) = T (2i+1)。

即 ∀i = 0, 1, · · · , 2g(n) − 1，T (2n − 1 − i) = T (i)，也即 g(2n) ≥ 2g(n)。

另一方面，若 g(n) = n，则 g(2n) ≤ 2n = 2g(n)；若 g(n) ≤ n−1，则 T (n−1)⊕T (n−1−g(n)) �

T (g(n))。所以 T (2n − 1) ⊕ T (2n − 1 − 2g(n)) � T (2g(n))，使用定理 4.2.4 的逆否命题可得，
g(2n) ≤ 2g(n)。 □

引理 4.3.6. ∀n ∈ N， f (2n + 1) ≤ 2。

证明. 假设 f (2n + 1) > 2。则 T (2n + 2) = T (1) = 1且 T (2n + 3) = T (2) = 1。由定义 2.2可得，
T (2n + 2) � T (2n + 3)，矛盾。 □

定理 4.3.7. ∀n ∈ N∗， f (n) + g(n) ≤ n。

证明. 分为如下几种情况讨论：

n = 1, 2 f (n) = 0, g(n) = n。

n ≥ 3且 n为奇数 显然 n不是 2的非负整数幂。由于 g(n) ≤ n，由引理 4.3.2、4.3.3可得，
g(n) � n, n − 1，则 g(n) ≤ n − 2。再由引理 4.3.6得到， f (n) + g(n) ≤ 2 + (n − 2) = n。

n ≥ 3且 n为偶数 f (n) + g(n) = 2 f ( n
2 ) + 2g( n

2 ) ≤ 2 × n
2 = n。 □

至此，得到了 ∀n ∈ N∗， f (n) + g(n) ≤ n后，回到定理 4.3.1的证明。发现原假设不成立，
即 T 是无重叠的，原定理得证。

□

4.3.3 Thue-Morse串的无重叠性质应用

定义 4.5 (无立方串). 对于 w ∈ Σ∞，称 w是无立方的，当且仅当 w中不存在连续的三个相同

的子串。形式化地，∀u ∈ Σ∗，uuu不为 w的子串。

推论 4.3.8. T 是无立方的，即 Thue-Morse串是无立方的。

证明. 显然，立方子串一定也是重叠子串，而 T 是无重叠的，可以得出 T 也是无立方的。 □

定义 4.6 (无平方串). 对于 w ∈ Σ∞，称 w是无平方的，当且仅当 w中不存在连续的两个相同

的子串。形式化地，∀u ∈ Σ∗，uu不为 w的子串。

2025 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 13
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根据无重叠、无平方、无立方的定义，可以发现无平方的限制包含无重叠的限制、无重

叠的限制包含无立方的限制。

当 |Σ| ≤ 2时，容易发现是不存在无限的无平方串的。

而当 |Σ| = 3时，想要构造出一个无限的无平方串，似乎并不那么容易。但利用 Thue-
Morse串的无重叠性，就能够轻松构造出无限的无平方串了：

• 设 X = {n|T (n) = 0} = {x0 < x1 < x2 < · · · }。

• 考虑 Σ = {0, 1, 2}时的一个无限字符串 c ∈ Σ∞，满足 c(n) = xn+1 − xn − 1。

• 由于 T 是无重叠的，故 T 中不存在连续的 3个 1，即 c(n) = xn+1 − xn − 1 ≤ 2，确保 c

的字符集大小为 3。

• 下面给出 c的前若干项6：

210201210120210201202101 · · ·

另外，c实际上是态射变换 2→ 210, 1→ 20, 0→ 1的不动点。这也是 c被称为“Ternary
Thue-Morse sequence”的原因。
使用不同的态射变换可以得到很多与 Thue-Morse 序列性质相似的序列（或称为无限

串），例如态射变换 0 → 01, 1 → 0可以得到斐波那契无限串。这些序列都具有很多优美的

性质，有兴趣的读者可以自行探究，此处并不提及。

定理 4.3.9. c是无平方的。

证明. 假设 c有平方子串。设 c中包含 uu子串，其中 u ∈ {0, 1, 2}∗。则可知，T 中包含如下

子串：

01u(0)01u(1)0 · · · 01u(|u|−1)01u(0)01u(1)0 · · · 01u(|u|−1)0

其中 1k 表示 k个 1拼接得到的字符串。特别地，10 = ε。

观察这个子串，容易发现它是一个重叠子串，与定理 4.3.1矛盾。
□

例题 4.2 (红7). 在 Σ = {0, 1, 2}上构造一个 w ∈ Σ∗，满足 |w| = n且 w包含 m个平方子串（子

串相同但出现位置不同算多个），或判断无解。数据范围：0 ≤ n,m ≤ 105。

6OEIS A036577, https://oeis.org/A036577
7[2024牛客暑期多校训练营 5 F]红，https://ac.nowcoder.com/acm/contest/81600/F
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解法 取出无平方串 c的前 k项，扩展为长度为 l0, l1, · · · , lk−1的连续段，即构造字符串 w =

c(0)l0 c(1)l1 · · · c(k − 1)lk−1。则 w的平方子串个数是
∑

fli，其中 fi 表示长度为 i的连续段的平

方子串个数。

考虑如何求出包含 m 个平方子串最短的字符串长度。可以使用背包解决，由于 fn 是

O(n2)级别的，故复杂度是 O(m
√

m)。

最后，在包含 m个平方子串的最短字符串末尾不断插入一个 lk = 1的连续段，直到字

符串总长达到 n，就能够得到符合条件的构造。

另外，这样的构造方法，构造不出来的 (n,m)是否一定无解？实际上是的，证明参见此

题的题解8。

4.4 Thue-Morse串的最短 n -特征子串（前缀）

对于一些问题（如例题 4.1），研究对象仅限于 w ∈ Σ∞的所有长度不超过 n的子串。当

w的结构具有一定性质时，仅需保留一个 w的子串 u，将 u当作 w处理即可得到相同的结

果。

定义 4.7 (n -特征子串). 对于 w ∈ Σ∞，u为 w的非空子串，若所有 w的长度不超过 n的子串

都是 u的子串，则称 u为 w的 n -特征子串。

定义 4.8 (最短 n -特征子串). 对于w ∈ Σ∞，若 u是w的 n -特征子串，且不存在 v ∈ Σ∗, |v| < |u|，
v也是 w的 n -特征子串，则称 u为 w的最短 n -特征子串。

在探究 Thue-Morse串的最短 n -特征子串之前，先考虑更简单的问题：Thue-Morse串
的最短 n -特征前缀。

4.4.1 Thue-Morse串的最短 n -特征前缀

定义 4.9 (n -特征前缀). 对于 w ∈ Σ∞，u为 w的非空前缀，若所有 w的长度不超过 n的子串

都是 u的子串，则称 u为 w的 n -特征前缀。

定义 4.10 (最短 n -特征前缀). 对于w ∈ Σ∞，若 u是w的 n -特征前缀，且不存在 v ∈ Σ∗, |v| < |u|，
v也是 w的 n -特征前缀，则称 u为 w的最短 n -特征前缀。

由定义容易发现，Thue-Morse串的最短 n -特征子串可能有多个，但其最短 n -特征前
缀是唯一的。故对于 n ∈ N∗，只需求出 pre(n)表示 Thue-Morse串的最短 n -特征前缀的长
度。

显然，对于 Thue-Morse串，其 n -特征前缀，仅需考虑长度恰为 n的 Thue-Morse子串。

82024牛客暑期多校资料汇总帖，https://ac.nowcoder.com/discuss/1295959
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pre(n)的前若干项如下表所示。

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

pre(n) 2 7 8 15 16 29 30 31 32 57

例子 对于 n = 3的情况，T 共有 6个本质不同的长度为 3的子串：001、010、011、100、

101和 110，它们都是 T (0 : 7) = 01101001的子串，但 001不是 T (0 : 6) = 0110100的子串。

故 h(3) = 8。

从定理 4.2.5的充分性证明中可以得到，pre(n)是 O(n)量级的。但实际上，有精确计算

pre(n)的办法。

定理 4.4.1.

pre(n) =



2 n = 1

7 n = 2

3 × 2⌈log2(n−1)⌉ + n − 1 n ≥ 3

证明. n = 1, 2的情况是简单的，接下来考虑 n ≥ 3的情况。

设 k = ⌈log2(n − 1)⌉ ≥ 1，则 pre(n) = 3 × 2k + n − 1。

一方面，考虑任意长度为 n的 Thue-Morse子串 w，找到 w的一个 TM拆分 (u, v)。将

T (0 : 4 × 2k − 1)用 s = T (0 : 2k−1 − 1)表示，如图 4。

图 4: T (0 : 4 × 2k − 1) = ssssssss

由于 |u| ≤ n − 1 ≤ 2k = 2|s|，同理 |v| ≤ 2|s|，故图 4中的 5个位置，一定有一个向左匹

配 uR、向右匹配 v的（当 uR 是 (ss)R 的前缀、v是 ss的前缀时，由于 |u| + |v| = n ≤ 2k + 1，

故 u, v一定有一个长度不超过 |s| = 2k−1，所以蓝色和灰色两个位置中一定有一个能够匹配）。

考虑最坏情况，即 (u, v)匹配在绿色位置的情况，则 pre(n) ≤ 3 × 2k + |v| ≤ 3 × 2k + n − 1。

另一方面，考虑上述不等式取等时的条件，即当 w = T (2k−1 − 1)T (0 : n − 2)时，尝试求

出其首次出现的末尾下标的下限。在此，引入定理 4.3.1证明中的 f (n)，为方便读者阅读接

下来的证明过程，给出 f (n)的前若干项。

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

f (n) 0 0 2 0 1 4 0 0 1 2 0 8 0 0 2

2025 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 16
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设 w = T (p − 1 : p + n − 2)，则 T (p − 1) = T (2k−1 − 1)且 T (p : p + n − 2) = T (0 : n − 2)，

故 f (p) ≥ n − 1 > 2k−1。设 p = (2a + 1) × 2b，其中 a, b ∈ N。由引理 4.3.4、4.3.6 可知，
f (p) = 2b f (2a + 1) > 2k−1，故 2b+1 > 2k−1 即 b ≥ k − 1。接下来讨论 f (2a + 1)和 b的取值。

情况一： f (2a + 1) = 0 则 f (p) = 0，不满足。

情况二：f (2a+1) = 1 由上表知，2a+1 ≥ 5，f (p) = 2b > 2k−1即 b ≥ k。故 p = (2a+1)×2b ≥
5 × 2k。

情况三： f (2a + 1) = 2, b ≥ k 由上表知，2a + 1 ≥ 3，故 p = (2a + 1) × 2b ≥ 3 × 2k。

情况四： f (2a + 1) = 2, b = k − 1 若 2a + 1 = 3，则 T (p − 1) = T (3 × 2k−1 − 1) = T (2k−1 − 1)，

不满足。故由上表得到 2a + 1 ≥ 15，则 p = (2a + 1) × 2b ≥ 15 × 2k−1。

所以 p ≥ 3 × 2k。此时 w = T (p − 1 : p + n − 2)的右端点 p + n − 2 ≥ 3 × 2k + n − 2，即

pre(n) ≥ 3 × 2k + n − 1。

□

4.4.2 Thue-Morse串的最短 n -特征子串

和上一节类似地，对于 n ∈ N∗，设 sub(n)表示 Thue-Morse串的最短 n -特征子串的长
度。

sub(n)的前若干项如下表所示。

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

sub(n) 2 5 8 14 16 26 28 30 32 50

例子 10011是 Thue-Morse串一个的 2 -特征子串。容易证明，不存在长度更短的 2 -特征
子串，故 sub(2) = 5。

在定理 4.4.1的证明中，若把图 4的红色部分的向左匹配的长度缩减为 n− 1，就能对于

n ∈ N∗ 且 n ≥ 3的情况，构造出 Thue-Morse串的长度为 2⌈log2(n−1)⌉+1 + 2(n − 1)的 n -特征子
串。即 ∀n ∈ N∗且 n ≥ 3，sub(n) ≤ 2⌈log2(n−1)⌉+1 + 2(n − 1)。

对比上表，发现对于 n = 3, 4, · · · , 10，均满足 sub(n) = 2⌈log2(n−1)⌉+1 + 2(n − 1)。

定理 4.4.2.

sub(n) =



2 n = 1

5 n = 2

2⌈log2(n−1)⌉+1 + 2(n − 1) n ≥ 3

2025 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 17
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备注 对于 n ∈ N∗ 且 n ≥ 3时 sub(n) ≥ 2⌈log2(n−1)⌉+1 + 2(n − 1)的证明，由于其较为复杂，此

处略去，有兴趣的读者可以自行证明。

5 Thue-Morse生成函数

5.1 生成函数的引入

首先，分别列出 Tn = 0和 Tn = 1的集合：

A = {n ∈ N|Tn = 0} = {0, 3, 5, 6, · · · }

B = {n ∈ N|Tn = 1} = {1, 2, 4, 7, · · · }

接着，分别写出 A, B的生成函数 A(x), B(x)：

A(x) =
∑
a∈A

xa = 1 + x3 + x5 + x6 + · · ·

B(x) =
∑
b∈B

xb = x + x2 + x4 + x7 + · · ·

非常容易地，可以得到：

A(x) + B(x) =
1

1 − x
(1)

同时，由定义 2.2可以得到：

A(x) − B(x) = (1 − x)(A(x2) − B(x2)) (2)

更进一步地，依次将 (2)中的 x替换为 x2, x4, x8, · · · 可以得到：

A(x) − B(x) = (1 − x)
(
A(x2) − B(x2)

)

A(x2) − B(x2) = (1 − x2)
(
A(x4) − B(x4)

)

A(x4) − B(x4) = (1 − x4)
(
A(x8) − B(x8)

)

...

A(x2n
) − B(x2n

) = (1 − x2n
)
(
A(x2n+1

) − B(x2n+1
)
)

于是，有：

A(x) − B(x) =
n−1∏
k=0

(
1 − x2k) (

A(x2n
) − B(x2n

)
)

由于 [x0] (A(x) − B(x)) = 1，所以，当 n趋于∞时，可以得到：

2025 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 18
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A(x) − B(x) =
∞∏

k=0

(
1 − x2k) (3)

另外，从 A(x), B(x)的定义，可以得到：

A(x) − B(x) =
∞∑

n=0

(−1)T (n)xn

对于 (3)的推导，也可以从定义 2.1直接出发，(3)中的 k即为枚举的 n的第 k位，若第

k位为 0，则对 n的贡献为 0，对 (−1)T (n) 的贡献为 1；否则对 n的贡献为 2k，对 (−1)T (n) 的

贡献则为 −1。而这也正是 (3)的直观理解。

5.2 等幂和问题的另一种证明方式

考虑前文所说的集合 Xk, Yk，容易发现，两者 m次方和的差为：

∑
x∈Xk

xm −
∑
y∈Yk

ym =

2k+1−1∑
n=0

(−1)T (n)nm

=

2k+1−1∑
n=0

(−1)T (n)
[

xm

m!

]
enx

=

[
xm

m!

] 2k+1−1∑
n=0

(−1)T (n)enx

=

[
xm

m!

] k∏
n=0

(
1 − e2n x

)

容易发现，[x0]
(
1 − e2n x

)
= 0，而共有 k + 1个常数项为 0的多项式相乘，故当 m ≤ k时，

最终结果为 0。

这和上文推出的结论完全一致。

5.3 一个有趣的自然数划分问题

5.3.1 问题描述

将自然数集合 N划分为两个集合 A, B，使得对于任意 n ∈ N，将 n表示成 A中不同的两

个数之和的方案数等于其在 B中的方案数。

5.3.2 A, B是一组解

由 (1)和 (2)可以得到：

2025 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 19
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A(x) − B(x) =
A(x2) − B(x2)
A(x) + B(x)

整理一下，可以得到：

A(x)2 − A(x2) = B(x)2 − B(x2) (4)

考虑一下 [xn]A(x)2−A(x2)（resp. [xn]B(x)2−B(x2)）的实际含义，即为将 n表示成 A（resp.
B）中不同的两个数之和的方案数。

5.3.3 A, B是唯一解

设存在另一组划分方案集合 C,D，不妨设 0 ∈ C，同理设出它们的生成函数：

C(x) =
∑
c∈C

xc D(x) =
∑
d∈D

xd

则也可以得到：

C(x) + D(x) =
1

1 − x
C(x)2 −C(x2) = D(x)2 − D(x2)

容易发现，这和 (1)、(2)是等价的，且 [x0] (C(x) − D(x)) = 1。故和推导 A(x) − B(x)类

似地，可以得到：

C(x) − D(x) =
∞∏

k=0

(
1 − x2k)

故 C(x) = A(x),D(x) = B(x)，说明该问题仅有唯一一组解 (A, B)。

6 其他性质及应用

6.1 Shevelev的猜想
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9Vladimir Shevelev, Equations of the Form t(x + a) = t(x) and t(x + a) = 1 − t(x) for Thue-morse Sequence, 2012
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n−1∑
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由定义 2.2可得，u(2n) + u(2n + 1) = 0，故对 n的奇偶性进行分类讨论来化简 S a(n)。
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a为偶数 容易发现

2n ∈ C2a ⇐⇒ u(2n) = u(2n + 2a) ⇐⇒ u(n) = u(n + a) ⇐⇒ n ∈ Ca

2n + 1 ∈ C2a ⇐⇒ u(2n + 1) = u(2n + 1 + 2a) ⇐⇒ − u(n) = −u(n + a) ⇐⇒ n ∈ Ca

因此，若 Ca = {ℓ0, ℓ1, ℓ2, · · · }，则 C2a = {2ℓ0, 2ℓ0 + 1, 2ℓ1, 2ℓ1 + 1, 2ℓ2, 2ℓ2 + 1, · · · }，所以有：

γ2a(2n) = γa(n)

γ2a(2n + 1) = −γa(n)

因此，若 γa 满足上述性质，则 γ2a 也同样满足。

最后，将 u(n + a) + u(n)替换为 u(n + a) − u(n)后，采取上述相同的步骤就能得出 βa =

−γa。 □

备注 笔者在阅读了 Allouche的证明方式10后，认为其利用生成函数考虑前缀和的方式非

常巧妙。受其启发，笔者得出了上述更为直接的证明方式。

6.2 哈希冲突

在 OI中，传统的自然溢出的字符串哈希方式，由于其不需要进行取模运算，故拥有简
短的实现和相比于大质数取模较快的运行效率，是广为人知的一种哈希方式。

但是，这种哈希方式，即模数 p = 2k，底数为 b，对于字符串 w ∈ Σ∗的哈希结果为：

|w|−1∑
i=0

w(i)bi mod p

的哈希方式，是可以利用 Thue-Morse序列构造 hack的。

b为偶数 由于 bk mod p = 0，故这种情况非常容易 hack。

b为奇数 下面，考虑定义 2.4中的 T M2n 和 T M2n 的哈希值：

W0 =

2n−1∑
i=0

T (i)bi W1 =

2n−1∑
i=0

(1 − T (i))bi

考虑 f (n) = W0 −W1 的值：

10Jean-Paul Allouche, Thue, Combinatorics on words, and conjectures inspired by the Thue-Morse sequence, J. de Théorie des Nombres
de Bordeaux, 2015
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f (n) = W0 −W1 =

2n−1∑
i=0

(−1)T (i)bi =

n−1∏
i=0

(
1 − b2i)

= (1 − b)
n−1∏
i=1

[(
1 − b2i−1) (

1 + b2i−1)]

= f (n − 1)(1 − b)
k−2∏
i=0

(
1 + b2i)

由于 1−b, 1+b2i
都是偶数，故 f (n) = a2n f (n−1)，即 f (n)的质因子中至少有 n(n+1)

2 个 2。

所以，hack自然溢出，即 p = 264 的情况，只需令 n取 11就能使 W0 ≡ W1 (mod p)。

7 总结

本文首先介绍了 Thue-Morse序列的四种等价定义方式。接着讨论了 Thue-Morse序列
和其扩展序列在等幂和问题的应用。其次通过引入准 TM前缀串和 TM拆分的概念，深入
探究了 Thue-Morse子串结构和 Thue-Morse串的无重叠性质，并依此构造出字符集大小为 3

的无限无平方串、分析 Thue-Morse串的最短 n -特征子串（前缀）长度。然后推导了 Thue-
Morse生成函数的性质并介绍了其部分应用。最后探究了一个关于 Thue-Morse序列的优美
结论——Shevelev猜想，介绍了 Thue-Morse序列在 OI中 hack传统的自然溢出的字符串哈
希方式的应用。

希望本文上述的一些思路方法可以使读者对 Thue-Morse序列有更深的理解。
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a为偶数 容易发现

2n ∈ C2a ⇐⇒ u(2n) = u(2n + 2a) ⇐⇒ u(n) = u(n + a) ⇐⇒ n ∈ Ca

2n + 1 ∈ C2a ⇐⇒ u(2n + 1) = u(2n + 1 + 2a) ⇐⇒ − u(n) = −u(n + a) ⇐⇒ n ∈ Ca

因此，若 Ca = {ℓ0, ℓ1, ℓ2, · · · }，则 C2a = {2ℓ0, 2ℓ0 + 1, 2ℓ1, 2ℓ1 + 1, 2ℓ2, 2ℓ2 + 1, · · · }，所以有：

γ2a(2n) = γa(n)

γ2a(2n + 1) = −γa(n)

因此，若 γa 满足上述性质，则 γ2a 也同样满足。

最后，将 u(n + a) + u(n)替换为 u(n + a) − u(n)后，采取上述相同的步骤就能得出 βa =

−γa。 □

备注 笔者在阅读了 Allouche的证明方式10后，认为其利用生成函数考虑前缀和的方式非

常巧妙。受其启发，笔者得出了上述更为直接的证明方式。

6.2 哈希冲突

在 OI中，传统的自然溢出的字符串哈希方式，由于其不需要进行取模运算，故拥有简
短的实现和相比于大质数取模较快的运行效率，是广为人知的一种哈希方式。

但是，这种哈希方式，即模数 p = 2k，底数为 b，对于字符串 w ∈ Σ∗的哈希结果为：

|w|−1∑
i=0

w(i)bi mod p

的哈希方式，是可以利用 Thue-Morse序列构造 hack的。

b为偶数 由于 bk mod p = 0，故这种情况非常容易 hack。

b为奇数 下面，考虑定义 2.4中的 T M2n 和 T M2n 的哈希值：

W0 =

2n−1∑
i=0

T (i)bi W1 =

2n−1∑
i=0

(1 − T (i))bi

考虑 f (n) = W0 −W1 的值：

10Jean-Paul Allouche, Thue, Combinatorics on words, and conjectures inspired by the Thue-Morse sequence, J. de Théorie des Nombres
de Bordeaux, 2015
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最后，将 u(n + a) + u(n)替换为 u(n + a) − u(n)后，采取上述相同的步骤就能得出 βa =

−γa。 □

备注 笔者在阅读了 Allouche的证明方式10后，认为其利用生成函数考虑前缀和的方式非

常巧妙。受其启发，笔者得出了上述更为直接的证明方式。

6.2 哈希冲突

在 OI中，传统的自然溢出的字符串哈希方式，由于其不需要进行取模运算，故拥有简
短的实现和相比于大质数取模较快的运行效率，是广为人知的一种哈希方式。

但是，这种哈希方式，即模数 p = 2k，底数为 b，对于字符串 w ∈ Σ∗的哈希结果为：

|w|−1∑
i=0

w(i)bi mod p

的哈希方式，是可以利用 Thue-Morse序列构造 hack的。

b为偶数 由于 bk mod p = 0，故这种情况非常容易 hack。

b为奇数 下面，考虑定义 2.4中的 T M2n 和 T M2n 的哈希值：

W0 =

2n−1∑
i=0

T (i)bi W1 =

2n−1∑
i=0

(1 − T (i))bi

考虑 f (n) = W0 −W1 的值：

10Jean-Paul Allouche, Thue, Combinatorics on words, and conjectures inspired by the Thue-Morse sequence, J. de Théorie des Nombres
de Bordeaux, 2015
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[4] Vladimir Shevelev, Equations of the Form t(x + a) = t(x) and t(x + a) = 1 − t(x) for Thue-Morse
Sequence, 2012

[5] Jean-Paul Allouche, Thue, Combinatorics onwords, and conjectures inspired by the Thue-Morse
sequence, J. de Théorie des Nombres de Bordeaux, 2015

[6] Hs-black, https://www.cnblogs.com/Hs-black/p/12219270.html, 2020

[7] Ricardo Astudillo, On a Class of Thue-Morse Type Sequences, 2003

[8] Hieu D. Nguyen, A Generalization of the Digital Binomial Theorem, 2015
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浅谈矩阵乘法与归约

杭州学军中学教育集团文渊中学 陈诺

摘 要

矩阵乘法的时间复杂度优化是一个经典问题，目前的最优算法可以在 O(n2.371339)的时

间复杂度内解决 n× n的整数矩阵乘法。与矩阵乘法的归约可以用作一些问题时间复杂度上

下界的证明。本文将介绍归约的定义，一些经典问题与矩阵乘法之间的归约，以及用矩阵

乘法得到的一些经典问题的更优时间复杂度算法。

1 定义与约定

1.1 问题

对于一个问题，我们可以将其记作函数 A，其中 x代表输入的变量，A(x)代表问题的答

案。解决问题的过程即为设计一个算法来计算 A(x)。

对于 OI中的问题，我们认为 A(x)都是确定型图灵机上的算法。

在本文中，我们用一个算法使用的计算时间来比较算法的优劣和问题的难度，一个问

题的难度可以定义为目前已知最优算法的复杂度。

1.2 归约

对于两个问题 A和 B，我们可以通过找到一个便于计算的函数 f (x)满足 A(x) = B( f (x))，

来证明一个问题 B比问题 A更困难。

因为我们可以通过使用解决 B的算法来解决 A，如果计算 f (x)的复杂度低于计算 B(x)

的复杂度，则忽略计算 f (x)的复杂度，可以说明问题 A比问题 B更简单，解决 A的时间复

杂度必定不超过解决 B的时间复杂度。

我们用 A ≤ B来说明 A可以归约到 B。

1.3 双向归约

如果 A ≤ B且 B ≤ A，容易发现它们的难度是相等的，即复杂度也是相等的。
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1.4 矩阵乘法

对于 N×N的矩阵 A, B，我们定义其乘积 A×B为 N×N的矩阵C，满足Ci, j =
∑

Ai,k ·Bk, j。

这里的运算 (+, ·)可以对于不同的矩阵元素集合定义，有以下常见的矩阵乘法：

• 整数矩阵乘法：元素集合是 Z，运算是加法和乘法。

• 实数矩阵乘法：元素集合是 R，运算是加法和乘法。

• 模意义矩阵乘法：元素集合是 Z/m，运算是模意义的加法和乘法。

• 01矩阵乘法：A, B的元素集合是 {0, 1}，C的元素集合是 Z，运算是加法和乘法。

• bool矩阵乘法：元素集合是 {0, 1}，运算是逻辑或和逻辑与。

如果我们认为两种运算都是O(1)的，整数矩阵乘法目前的最优时间复杂度是O(nω)，其

中 ω的值截止笔者提交论文时约为 2.371339。1

在 OI中，时间复杂度低于 O(n3)的矩阵乘法往往由于其过大的时间常数与实现难度而

not practical。所以我们通常认为，对于不弱于规模为
√

n的矩阵乘法的问题，O(n1.5)的算法

可以作为其 practical的最优解。
因此，对于下文提到的，能归约到矩阵乘法的问题，实际上在各大 OJ中代码和运行时

间最短的解都是 O(n1.5)的。在现代 OI中，由于评测机性能的发展和对时空限制更宽裕的资
源，选手通常很难直接通过数据范围来推测一道题目预期解的时间复杂度。如果选手能够

快速将一个问题归约到矩阵乘法，就可以先开始考虑 O(n1.5)或更高时间复杂度的算法。

2 矩阵乘法内部的归约

2.1 01矩阵乘法到整数矩阵乘法

我们用 a =
∑

ai2i 表示一个非负整数的二进制分解形式，其中 ai ∈ {0, 1}。
注意到 a · b = ∑i, j 2i+ jaib j，因此值域不超过 2k 的整数矩阵乘法可以被拆分成 k2 次 01

矩阵乘法结果的和，而整数矩阵乘法显然强于 01矩阵乘法，所以在 k是常数的情况下，我

们认为 01矩阵乘法和整数矩阵乘法存在双向归约。

2.2 bool矩阵乘法到 01矩阵乘法

此处展示一个单向归约的例子，显然 01矩阵乘法强于 bool矩阵乘法，但不存在从 01
矩阵乘法向 bool矩阵乘法的归约，所以无法说明 bool矩阵乘法的最优时间复杂度低于 01
矩阵乘法。但据笔者所知，目前 bool矩阵乘法的最优复杂度也为 O(nω)。

1Wikipedia, Computational complexity of matrix multiplication, https://en.wikipedia.org/wiki/Matrix_multiplication
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3 几类归约到矩阵乘法的技巧

3.1 静态问题：构造集合信息交

有 n个集合 S 和 k个集合 T，每个集合都是 {1, 2, · · · ,m}的子集。
我们想要对于每个 i, j求出 |S i ∪ T j|。
构造矩阵 Ai, j = [ j ∈ S i]，Bi, j = [i ∈ T j]，不难发现 |S i ∪ T j| = (A × B)i, j。

记 N = max(n,m, k)，这个问题等价于解决规模为 N的 01矩阵乘法，时间复杂度O(Nω)。

类似地，我们可以对每个长度为 n的块构造两种长度为 n的信息作为矩阵 A, B，其中

Ai, j 代表第 i块的第 j个一类信息，Bj,i 代表第 i块的第 j个二类信息，使得第 i块和第 j块

之间产生的信息为 Ci, j =
∑
k

Ai,kBk, j。

此时如果我们需要知道每两块之间的信息，就需要知道 A× B的结果，于是就可以将规

模为 n的矩阵乘法归约到该问题。

因此，我们也可以认为，对于两个大小 ≥ n，任意预处理后合并代价也不低于 O(n)的

信息上的区间查询，时间复杂度的下界是 O(nω)。

例题 3.1. (Count on a tree II2)给定一棵 N 个点的树，每个结点有权值 ai。有 Q次询问，

每次需要求出 (x, y)路径上所有结点中出现过的权值数量。

在本文中的所有例题，我们认为 N,Q是同阶的。下文起会同时用 N 代表二者。

我们可以令树的形态为菊花套链，让根引出 n + k条链分别代表 S i 和 Ti，询问 nk次这

两条链和根组成的链即可。

原问题的规模为 (n + k)m个点和 nk次询问，令 n,m, k同阶则可以证明，原问题规模为

N 时，规模为
√

N 的矩阵乘法可以归约到该问题。

因此，该问题的复杂度下界是规模为
√

N 的 01矩阵乘法的复杂度下界，即 O(N
ω
2 )。

例题 3.2. (小 Z的袜子3)给定长度为 N 的排列 a。有 Q次询问，每次询问给定 l, r，需

要求出存在多少对整数 (x, y)满足 l ≤ x < y ≤ r且 ax = ay。

此时区间信息使我们不方便直接构造两个集合 (S , T )之间的贡献。但由于区间相等对

存在可差分性，我们可以考虑将序列进行分块，用容斥原理把区间信息转化为块间贡献。

我们将序列分为 n块，每块的元素都是 {1, 2, · · · , n}的子集。考虑记 [l, r]块对应的区间

的答案为 F(l, r)，可以发现第 x 块和第 y 块之间的贡献可以用 F(x, y) − F(x, y − 1) − F(x +

1, y) + F(x + 1, y − 1)计算。

此时我们已经可以通过构造询问求出所有满足 l ≤ r 的 F(l, r)了，而对于 l > r 的情况

也是平凡的，只需要倍长序列即可。

2https://www.spoj.com/problems/COT2/
3https://www.luogu.com.cn/problem/P1494

XXXX 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 3



2025年信息学奥林匹克中国国家集训队论文           142 2025年信息学奥林匹克中国国家集训队论文           143

浅谈矩阵乘法与归约 杭州学军中学教育集团文渊中学 陈诺

因为此处需要求解的块间信息和前文的问题是一样的，所以规模为
√

N 的整数矩阵乘

法也可以归约到区间相等对计数。

因此，该问题的复杂度下界也是规模为
√

N 的 01矩阵乘法的复杂度下界，即 O(N
ω
2 )。

例题 3.3. (Yuno loves sqrt technology III4)给定长度为 N的排列 a。有 Q次询问，每次询

问给定 l, r，需要求出区间 [l, r]中，所有数出现次数的最大值。

事实上区间众数的信息已经两个集合 (S , T )之间的贡献。但由于区间相等对存在可差

分性，我们可以考虑将序列进行分块，用容斥原理把区间信息转化为块间贡献。

我们将序列分为 2n块，奇数块的元素是 {1, 2, · · · , n}的子集 S 1, S 2, · · · , S n，偶数块是奇

数块的补集。考虑记 [2l, 2r − 1]块对应的区间的答案为 (r − l+ 1)+ [S r ⊂ S l]，可以平凡地转

化为 [S l ∩ S r � ∅]，即 bool矩阵乘法。
因此，该问题的复杂度下界是规模为

√
N的 bool矩阵乘法的复杂度下界，目前为O(N

ω
2 )。

3.2 动态问题：构造任意子集信息

前文中，我们使用将序列分块的方法构造块间信息为块内信息的矩阵乘法结果。对于

有修改的问题，同样可以使用序列分块的方法，来构造对指定子集的信息查询。

我们可以对每个长度为 n的块构造两种长度为 n的信息作为矩阵 A，再构造 n个块的 n

个子集 B，其中 Aj,i 代表第 i块的第 j个信息，Bj,i 代表第 i块是否在第 j个询问集合内，使

得第 j个询问集合对应元素的第 i类信息的和为 Ci, j =
∑
k

Ai,kBk, j。

此时如果我们需要知道每个集合的信息，就需要知道 A× B的结果，于是就可以将规模

为 n的矩阵乘法归约到该问题。

因此，我们也可以认为，对于大小为 n，预处理后对所有可能的查询总信息量不低于

O(n)的，修改可以撤销和覆盖为平凡信息上的信息，对该信息对应的序列进行区间修改查

询，时间复杂度的下界是 O(nω)。

例题 3.4. (区间加全局数零)给定长度为 N 的序列 a。有 Q次操作，操作有修改和询问

两类。每次修改给定 l, r, v，需要将区间 [l, r]加上整数 v。每次询问给定 l, r，需要求出存在

多少位置 x满足 ax = 0。

我们将序列分为 n 块 [c1, c2, · · · , cn]，每块的元素都是 {1, 2, · · · , n} 的子集；再构造 n2

个询问，每 n 个询问为一组，每组都取出一个 {c1, c2, · · · , cn} 的子集 qi，并依次询问 qi 中

1, 2, · · · , n的出现次数。
我们说明要获取以上信息只需要 O(n2)次操作：

• 对于每组询问，如果该块不在子集中，将其加上 +∞，这需要 O(n)次操作。

4https://www.luogu.com.cn/problem/P5048
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• 将全局每次减去 1，并查询全局 0的个数，这需要 O(n)次操作。

• 撤回每组询问的修改。

• 由于共有 n个询问组，我们只需要 O(n2)次操作。

构造 Ai, j = [i ∈ c j]，Bi, j = [qj ∈ ci]，不难发现我们要求出矩阵 C = A × B。因此，规模

为
√

N 的 01矩阵乘法可以归约到该问题，该问题的复杂度下界也是规模为
√

N 的 01矩阵
乘法的复杂度下界，即 O(N

ω
2 )。

例题 3.5. (行加列求和问题)给定二维平面上的 N 个点 (i, j)，点权初始为 0，有 Q次操

作，操作有修改和询问两类。每次修改给定 x，需要将 i = x的所有点的点权加 1。每次询问

给定 y，需要求出 i = y的所有点的点权和。

不妨将平面上的稀疏点集限制到 n × n的稠密点集。

我们称 (i, j)上的点为第 i行第 j列上的点，构造每行的点集 ci 是 {1, 2, · · · , n}的子集；
再构造 n2 个修改和 n2 个询问，每 n个修改询问为一组，每组都取出一个 {c1, c2, · · · , cn}的
子集 qi 进行修改，并依次询问每一列的点权和。

构造 Ai, j = [i ∈ c j]，Bi, j = [qj ∈ ci]，不难发现我们要求出矩阵 C = A × B。因此，该问题

的复杂度下界也是规模为
√

N 的 01矩阵乘法的复杂度下界，即 O(N
ω
2 )。

4 一些问题之间的归约

4.1 矩形逆序对与区间逆序对的归约

例题 4.1. (时代的眼泪5)给定长度为 N 的排列 a。有 Q次询问，每次询问给定 l, r, u, d，

需要求出存在多少对整数 (x, y)满足 l ≤ x < y ≤ r且 u ≤ ax ≤ ay ≤ d。

区间逆序对归约到矩形逆序对是平凡的，我们来介绍一个分治算法将其归约到区间逆

序对问题6。

对平面建立树套树，保留至少存在一个点的矩形，可以证明只有 O(npolylog(n))个这样

的矩形，它们内部的点数之和也是 O(npolylog(n))。对于一个询问，将其定位到树套树上的

O(log2 n)个子矩形，我们发现所有的点对可以分为以下三类：

• 两个点在同一矩形内。

• 两个点不在同一矩形内，其横坐标在树套树其中一维的同一区间内。

5出自 NOI 2020
6https://www.luogu.com.cn/problem/P6774
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• 两个点不在同一矩形内，其纵坐标在树套树其中一维的同一区间内。

• 两个点在树套树中横纵坐标均不交的两个矩形中。

统计第一类和第四类的逆序对数是可以在 O(npolylog(n))的时间内完成的，我们可以用

容斥来简化第二类和第三类的贡献。对于每一行和每一列，我们计算整行和整列内的逆序

对，并发现其减去同一矩形内的贡献就可以得到前三类贡献的和。

于是我们只需要考虑求 O(n log n)次树套树上每一行或一列的区间逆序对，由于所有行

的点数之和是 O(n log n)的，可以将该问题归约到区间逆序对。事实上，如果我们对这个问

题进行更深入的分析，我们事实上是要对每个长度为 L的线段树结点（其最多只包含 L个

点）求 L次区间逆序对，此时调用矩阵乘法的时间复杂度为 T (n) = O(nω) + 2T ( n
2 ) = O(nω)，

所以该归约不需要忽略 polylog(n)的时间复杂度。

4.2 区间查询问题的双向归约 [2]

定义 4.1. 非正交半平面多项式：定义 F(x, y) =
∑

Pi(x, y)[Aix + Biy ≥ 0]，其中 Pi(x, y)

为关于 x, y的常数次多项式；F(x, y)是非正交半平面多项式当且仅当存在一组 (Ai, Bi)满足

Ai � 0且 Bi � 0。

定义 4.2. 区间查询问题：给定长度为 N 的序列 a和项数不超过 polylog(N)的非正交半

平面多项式 F(x, y)。有 Q次询问，每次询问给定 l ≤ r，需要求出所有满足 l ≤ x < y ≤ r的整

数对 (x, y)的 F(ax, ay)之和；我们称 F(x, y) = [x = y]的问题为区间相等对问题，即例题 3.2。

定义 4.3. 二区间查询问题：给定长度为 N 的序列 a和项数不超过 polylog(N)的非正交

半平面多项式 F(x, y)。有 Q 次询问，每次询问给定 l1 ≤ r1 < l2 ≤ r2，需要求出所有满足

l1 ≤ x ≤ r1 < l2 ≤ y ≤ r2 的整数对 (x, y)的 F(ax, ay)之和；我们称 F(x, y) = [x = y]的问题为

二区间相等对问题。

如果我们将每一对 (i, j)的贡献写在二维平面上，两个问题分别代表着查询一个斜边在

主对角线上的等腰直角三角形，和一个不跨过主对角线的矩形。

我们来尝试证明，对于同一个 F(x, y)，若 ai的值域为 poly(n)级别，这两个问题可以在

忽略 polylog(n)意义的时间复杂度下双向归约到区间相等对问题。

引理 4.1. 对于一个有 c项，P(x, y)次数不超过 d的非正交半平面多项式 F(x, y) : Z2 → Z，
有 k = O(c · d · logd+1 U)满足存在一组长度为 k的，可以在常数时间内计算的函数序列 gi, hi，

和系数序列 αi，使得对于 1 ≤ x, y ≤ U 均有 F(x, y) =
k∑

i=1
αi · [gi(x) = hi(y)]。[1]

引理 4.2. 对于一个 P(x, y) 次数不超过 d 的非正交半平面多项式 F(x, y) : Z2 → Z，有
k = O(d2)满足存在一组长度为 k的，可以在常数时间内计算的函数序列 gi, hi，和系数序列

αi，使得对于 1 ≤ x, y ≤ U 均有 [x = y] =
k∑

i=1
αi · Fi(gi(x), hi(y))，且 Fi ∈ {F, f (x, y) = x · y}。
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这两个问题建立了非正交半平面多项式 F(x, y)与相等函数 [x = y]的转化关系，其中定

理 4.2是定理 4.1的反演形式。这两个定理的证明较为复杂，故不在本文中描述，可以阅读
参考文献中的证明。

定理 4.1. 二区间查询问题和二区间相等对问题存在双向归约。

证明. 在使用 polylog(N)个函数描述另一种函数之后，对于任意一个二区间查询问题，我们

只需要先对于每个 t计算出 gt(ai)和 ht(ai)，再计算这 k个区间的二区间相等对问题，最后将每

个问题的答案乘上 αi并求和即可。类似地，我们也可以证明另一个方向的归约（ f (x, y) = x ·y
的问题是平凡的），所以二区间查询问题和二区间相等对问题存在双向归约。 □

定理 4.2. 区间查询问题和二区间查询问题存在双向归约。

证明. 将区间查询问题归约到二区间查询问题：记第一个问题的区间答案为 f ([l, r])，第二

个问题的答案为 f ([l1, r1], [l2, r2])，我们可以发现 f ([l1, r1], [l2, r2]) = f ([l1, r2]) − f ([l1, l2]) −
f ([r1, r2]) + f ([r1, l2])。

将二区间查询问题归约到区间查询问题：因为 f ([l, r]) = f ([1, r])− f ([1, l])− f ([1, l], [l, r])，

所以我们只需要快速求出 f ([1, i])即可。运用定理 4.1可以发现，只需要使用哈希表或平衡
树解决这 polylog(N)个前缀相等对计数即可。 □

综上，我们可以获取一个直观的结论。

定理 4.3. 任意区间查询问题和二区间相等对问题存在忽略 polylog(N)时间复杂度的双

向归约，它们均可以被大小为
√

N 的 01矩阵乘法归约。

我们可以列举一些常见的二元函数，发现许多非平凡的信息都可以表示成非正交半平

面多项式，从而可以与二区间相等对归约：

• [x = y]可以表示为 1 · [x − y ≥ 0] + 1 · [−x + y ≥ 0] − 1。

• [x > y]可以表示为 1 · [x − y > 0]。

• max(x, y)可以表示为 x · [x − y > 0] + y · [−x + y ≥ 0]。

• |x − y|可以表示为 (x − y) · [x − y > 0] + (y − x) · [−x + y ≥ 0]。

4.3 三元环计数与二区间相等对的归约

定义 4.4. 三元环计数问题：给定一张 N 个点，M 条边的无向图，你需要对于每条边

(v,w)求出存在多少个点 u，满足 (u, v), (u,w)两个点对之间都有边连接。在下文中，我们用

M来代表该问题的规模。
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定理 4.4. 三元环计数问题可以归约二区间相等对问题。

证明. 我们枚举每一条边 (u, v)，考虑求出 u的所有出边和 v的所有出边的交，即为 (u, v)所

在的所有三元环。对于每个点，令 Ei 为 i的出边序列，将序列拼接后 u的所有出边和 v的

所有出边的交即为一个二区间相等对查询。

用 M次二区间相等对查询求出所有点所在的三元环数即可。 □

定理 4.5. 二区间相等对问题可以归约三元环计数问题。

证明. 使用 4.1中的树套树分治，可以将 O(N)个询问变为 O(N log2 N)个对两个线段树区间

的询问，故只需考虑求出 O(N log2 N)对线段树区间之间的贡献。

构造带权三分图G = (U ∪ V ∪W, EU,V ∪ EV,W ∪ EU,W)，其中 V,W 均为序列在线段树上的

O(N)个区间，U 为值域中的 O(N)个值。

对于 EU,V ∪ EU,W，我们从区间 vl,r ∈ V 向 ui ∈ U 连边的边权等于 i在 [l, r]中的出现次

数。由于线段树所有结点的长度之和是 O(N log N)的，所以此部分边数也是 O(N log N)的。

对于 EV,W，我们则对所有至少被询问一次的线段树区间对连边，边数是 O(N log2 N)的。

不难发现该图具有 O(Npolylog(N))个点和边。我们对该图求解带权三元环计数问题后，

只需要对每个询问枚举所有线段树区间之间的贡献，求和即可，因此二区间相等对问题可

以归约到带权三元环计数问题。对于三分图上的带权三元环计数问题，我们用 2.1 中的方
法将其进行二进制拆分，因为值域不超过 log N位，因此三元环计数问题也可以归约到该问

题。 □

定理 4.6. 三元环计数问题和二区间相等对问题存在忽略 polylog(N)时间复杂度的双向

归约，它们均可以从大小为
√

N 的 01矩阵乘法归约得到。

5 使用矩阵乘法改良时间复杂度

归约矩阵乘法可以帮我们得到一个问题复杂度的下界，也可以帮我们得到一个问题复

杂度的上界。对于一些存在 O(n1.5)的经典算法的题目，我们可以使用矩阵乘法来得到更优

的算法。

对于这一类算法，我们往往将序列分块后，对值域进行阈值分治，从而对 B个块和 B

个值进行矩阵乘法。我们的目标通常是在进行 O(Bω)的矩阵乘法后，每个询问可以用 O( N
B )

的时间复杂度求解。

5.1 区间逆序对问题

例题 5.1. (Yuno loves sqrt technology II7)给定长度为 N 的排列 a。有 Q次询问，每次询

问给定 l, r，需要求出存在多少对整数 (x, y)满足 l ≤ x < y ≤ r且 ax > ay。

7https://www.luogu.com.cn/problem/P5047
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将序列分为 B个大小为 N
B 的块，任意询问显然可以在 O( N

B )的时间内被转化到若干个

整块之间的询问。

整块内部的贡献同样也可以 O( N2

B )进行预处理，只需要考虑高效求出任意两个整块之

间的贡献。

将值域同样分为 B个大小为 N
B 的块，对于不在同一值域块的部分，我们记 Fx,y 为第 x

个序列块中在第 y个值域块中的数的个数，记 Gy,z 为第 z个序列块中在前 y − 1个值域块的

数的个数，不难发现 (F ×G)i, j 即为第 i块向第 j块的贡献，这是一个规模为 B的整数矩阵

乘法，所以此处的时间复杂度为 O(Bω)。

而在同一值域块的部分，注意到只存在 O( N2

B )个二元组，所以可以直接枚举所有的二元

组计算贡献。

所以我们可以在 O(Bω + N2

B ) = O(N
2ω
ω+1 )的时间复杂度内解决这个问题。因为区间逆序对

与矩形逆序对双向归约，可以得到矩形逆序对的同时间复杂度算法。

同理，因为相等对可以通过所有二元组减去顺序对和逆序对的方法计算，区间相等对

也可以通过这个方法在 O(N
2ω
ω+1 ) 的时间复杂度内解决。因为区间相等对与所有区间查询问

题双向归约，所以同样可以得到对所有区间查询问题的 O(N
2ω
ω+1 polylog(N))时间复杂度算法。

5.2 三元环总数计数问题

定义 5.1. 三元环总数计数问题：给定一张 N 个点，M条边的无向图，你需要求出存在

多少个无序三元组 (u, v,w)，满足 (u, v), (v,w), (w, u)三个点对之间都有边连接。在下文中，我

们用 M来代表该问题的规模。

显然三元环总数计数问题可以归约到三元环问题，得到时间复杂度 O(M
2ω
ω+1 polylog(M))

的做法，下文介绍一种可以消去时间复杂度中 polylog(M)的做法。

对度数进行阈值分治，记度数最大的 B个点的点集为 V，考虑构建图的邻接矩阵G，对

于每条边求出 G2
i, j 的和即可算出 u, v,w ∈ V 的三元环数量，时间复杂度 O(Bω)。

对于剩下的点，因为其度数不超过 O( M
B )，可以直接枚举两条边来计算 u � V 的三元环，

时间复杂度 O( M2

B )。

故总时间复杂度为 O(Bω + M2

B ) = O(M
2ω
ω+1 )。

5.3 行加列求和问题

题目见例题 3.5。
我们只保留点数最多的前 B行 B列并构建新矩阵，对于其余行列，由于其点数不超过

O( N
B )，可以暴力枚举每个点所在的行被操作的次数，或暴力将对应列的答案加上 1，时间复

杂度O( N2

B )。我们对选中行列的点重新离散化，得到的新点集 V ⊂ {1, 2, · · · , B}× {1, 2, · · · , B}。
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将所有操作分为 B 个长度为 N
B 的块，将贡献分为块内和块间两种。对于块内的贡献，

可以对于每个询问遍历所有块内的操作，时间复杂度 O( N2

B )。对于块间的贡献，构造 Ai, j =

[(i, j) ∈ V]，Bi, j为第 j块的操作中对第 i行的修改次数，不难发现我们可以对矩阵 C = A× B

进行前缀和后求出所有块间贡献，时间复杂度为 O(Bω)。

总时间复杂度为 O(Bω + N2

B ) = O(N
2ω
ω+1 )。

5.4 链上颜色数问题

题目见例题 3.1。

定义 5.2. 对于无向树 T，定义 T 上的一个簇为三元组 C = (V, E, B)，其中 (V, E)连通且

是 T 的子图，B = {x | ∃(x, y) ∈ T, (x, y) � E} \ V 且 |B| ≤ 2。我们称 B中的元素为 C的界点。

不难发现一个边集 E要么没有对应的簇，要么存在唯一的簇 C。

定义 5.3. Top Tree：对于无向树 T，可以构造一棵新的有根二叉树 T ′ 满足每个结点是

一个簇 Ci，根结点对应的点集为 T 的点集，每个叶结点都有 |E| = 1，非叶结点的边集为其

孩子的边集的并，构造一棵深度可以在 O(n)时间内完成。[3]

定义 5.4. Top Cluster：对于无向树 T，可以将其边集划分至 O(B)个簇 Ci，使得每个簇

的大小均不超过 O( |V |B )。我们可以通过在 Top Tree上不断合并且保持子树大小不超过 O( |V |B )

来快速构建 Top Cluster。也存在更简洁且便于实现的方法：在树上不断递归，直到找到一
棵只有根的子树大小 ≥ B的点。令一个簇只包含根结点，贪心加入所有子树，在簇的大小

> 2B时完成该簇的构建，再开始构建下一个簇，最后将该子树删除，只保留根结点即可。

我们先将树三度化，再使用树分块算法将树分为 O(B)个簇。容易发现此时有 O(B)个

界点，树上任意点对的路径均可以划分为 O( N
B )个散点和一条界点之间路径的并。假如我们

已经求出所有界点之间路径上的颜色数量，O(1)判断每个散点颜色是否出现过是平凡的。

而对于界点之间路径上的颜色数量，我们使用以子树内界点数量为权重的边分治来快

速计算。由于我们只需要递归子树内有界点的结点，此时的边分治仍然至少将问题的规模

变为原来的 2
3。我们取出 B种出现次数最多的颜色，在一次分治中的问题中，可以类似前文

构造矩阵乘法来计算这 B种颜色在所有界点路径上的出现次数，记当前分治子树内有 M个

界点，时间复杂度为 T (M) = O(Mω) + M · N
B +

3
2 T ( 2

3 M)，因此 T (B) = O(Bω + N log N)。

而对于出现次数较少的颜色，我们可以直接对每种颜色建立虚树，并暴力求出虚树上被

这些点分割的至多 O( N
B )个连通块的两两贡献，我们可以将连通块处理为 DFS序上的空间，

再将 DFS序对 B个界点离散化，最后用二维前缀和求出答案即可，时间复杂度为 O( N2

B )。

因此，该问题的总时间复杂度为 O(Bω + N2

B + N log N) = O(N
2ω
ω+1 )。
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6 总结

本文介绍了归约的定义和一些矩阵乘法归约到数据结构问题的技巧和例子，也介绍了

其他不同类型问题之间的归约，还展示了一些用矩阵乘法来加速部分经典问题求解的算法。

同时，上文中也仍有一些尚未能与矩阵乘法归约的问题，和一些未能通过矩阵乘法得

到低于 O(n1.5)的时间复杂度的问题，希望读者能够继续探索这类问题的更优复杂度算法。
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一些经典问题模小质数幂的做法

北京市十一学校 武林

摘 要

模小质数幂的计数问题在数论中占据重要地位。本文以总结模小质数幂计数
问题的经典方法为目标，采用生成函数和数论方法对相关问题进行整理与分析。
研究围绕经典问题展开，阐述了不同方法在解题过程中的具体运用。

1 约定

下文讨论的特殊模数默认是 pk，满足 p ∈ P, k ∈ Z+且 p比较小。

记 νp(n)为最大的满足 pk | n的自然数 k。

记 fp(n)为 n!去掉所有的 p因子后的值。

2 多项式点值操作

特殊模数下的多项式点值操作是一种常见问题，本节将介绍几个与点值相关
的问题与解法。

引理 1 (勒让德公式).

νp(n!) =
∞∑

i=1

⌊
n
pi

⌋

引理 2. 对于任意整数 n与自然数 k，有 k! | nk。

证明. 考虑对于每个质数 p证明 νp(nk) ≥ νp(k!)。

类似于勒让德公式，我们有

νp(nk) =
∞∑

i=1

⌊
n
pi

⌋
−
⌊
n − k

pi

⌋
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那么有

νp(nk) − νp(k!) =
∞∑

i=1

⌊
n
pi

⌋
−
⌊
n − k

pi

⌋
−
⌊

k
pi

⌋

求和式的每一项形如 ⌊a + b⌋ − ⌊a⌋ − ⌊b⌋ ≥ 0，故最终结果也非负。

□

2.1 多项式插值

多项式插值是这样的一个问题：给定满足 deg < n的多项式 F(x)经过的点
(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)，保证 x1, x2, . . . , xn互不相同，要求还原出 F(x)。

在实数域上，我们总能还原出唯一的 F(x)，但是在模 pk 意义下并不一定能
还原。

虽然我们不能还原 F(x)，但是在给定的 xi满足一些限制的时候我们总是可以
求出 F(x)的任意点值。

定理 1. 给定满足 deg < n的多项式 F(x)在 1, 2, . . . , n处的整数点值 y1, y2, . . . , yn

对 pk 取模的结果，对于任意整数 x0我们总能唯一确定 F(x0)对 pk 取模的结果。

证明. 考虑拉格朗日插值公式，我们有

F(x) =
n∑

i=1

yi

∏
j�i

x − j
i − j

因此有

F(x0) =
n∑

i=1

yi

∏
j�i

x0 − j
i − j

=

n∑
i=1

(−1)n−iyi
(x0 − 1)i−1(x0 − i − 1)n−i

(i − 1)!(n − i)!

=

n∑
i=1

(−1)n−iyi
(x0 − 1)i−1

(i − 1)!
(x0 − i − 1)n−i

(n − i)!

由引理 2，这两个分式都是整数，因此 F(x0)总是 y的一个整系数线性组合，
所以利用 y对 pk 取模的余数即可还原出唯一的 F(x0)。

□
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更为一般地，如果给定的 xi形成一个区间，我们也可以确定任意 F(x0)的值。

同时上面的做法并不要求 F(x)是一个整系数多项式，例如求 F(x) = x(x+1)
2 模

2k 的点值也是可行的。

例题 1. 自然1

给定 n,m，求
∑

0≤i<n im对 2k 取模的值。原题中 k = 64。

考虑
∑

0≤i<n im是一个关于 n的 m + 1次多项式。

当 m < k时，直接插值的复杂度是 O(k log m)的（使用快速幂求点值）。

当 m ≥ k时，所有偶数项都为 0。设 t = ⌊(n − 1)/2⌋考虑奇数项的贡献
∑
0≤i≤t

(2i + 1)m =
∑
0≤i≤t

∑
0≤ j≤m

(
m
j

)
(2i) j

=
∑
0≤i≤t

∑
0≤ j<k

(
m
j

)
(2i) j

因此答案还是可以写成关于 t的 k次式，复杂度还是 O(k log m)的。

2.2 多项式多点求值

多项式多点求值是这样的一个问题：给定 deg = m的多项式 F(x)和 x1, x2, . . . , xn，
要求求出 F(x1), F(x2), . . . , F(xn)。

一般在模意义下考虑的时候，我们认为多项式系数和 xi都是整数。

在一般情况下，我们需要比较复杂的方法才能做到较低的复杂度，不过基于
模数 pk 的性质，我们有一些更简单的做法

引理 3. 对于任意整数 x，我们总有 xpk ≡ 0 (mod pk)。

证明. 由 2，我们有 (pk)! | xpk，而 νp((pk)!) ≥ k，故得证。

□

由这个引理，如果要对整系数多项式 F(x)做多点求值，我们可以直接求出它
对 xpk 取模的结果，然后暴力计算的复杂度就变为 O(pk(n + m))。

更方便地，我们可以直接求出 F(x)在 0, 1, . . . , pk − 1处的点值，然后用上述
拉插求点值的方法求出需要的每个点值。

1loj 6894，https://loj.ac/p/6894
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事实上，最小的满足 xd 模 pk恒为 0的 d可以分析到 (p − 1)k左右，可以进
一步减少需要的点值数量。

例题 2. 【模板】线段树2

有一个长度为 n的序列 a1, a2, . . . , an，保证 ai是奇数，有两种操作

1. 给定 l, r, x，将 al, al+1, . . . , ar 加上 x，保证 x是偶数；

2. 给定 l, r，求 al, al+1, . . . , ar 的乘积，答案对 2k 取模；

下面的做法不依赖对于 ai 和 x奇偶性的限制。

考虑使用线段树，在节点 (l, r)上维护函数 f (x) =
∏r

i=l(x + ai)，需要支持查询
点值。使用上述的优化方法，可以只记录 O(k)个连续点值。

合并左右儿子信息时直接对位乘，单次复杂度 O(k)。查询复杂度也是 O(k)。
打标记时暴力求出新的 O(k)个点值，单次复杂度 O(k2)。

可以做到总复杂度 O(nk2 log n)。

例题 3. Bears and Juice3

这里仅讨论该题做法中与本文相关的一个优化，在该做法中，我们最后需要
对于 1 ≤ i ≤ q的每个 i求出

min(m,n−1)∑
j=0

(
n
j

)
i j

对 2k 取模的结果。

朴素做法复杂度至少为 O(mq)，考虑同样应用上述优化方法，对于前 O(k)个
i的答案暴力求，对于后面的 i使用拉插，可以做到 O((m + q)k)的总复杂度。

2.3 组合数求值 [1][2]

组合数求值是这样的一个问题：给定 n,m，求出
(

n
m

)
对 pk 取模的结果。

对于组合数求值，我们只需要能把 n!拆成 pa × b，其中 (b, p) = 1即可。

a就是 νp(n!)，容易 O(logp n)直接计算，因此只需计算 b。

不妨设 n!去掉所有的 p因子后为 fp(n)，那么有

fp(n) = fp(⌊n/p⌋)
∏

1≤i≤n,p∤i

i

22023北京市大学生程序设计竞赛，https://qoj.ac/contest/1464/problem/7992
3Codeforces 643F，https://codeforces.com/problemset/problem/643/F
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事实上，最小的满足 xd 模 pk恒为 0的 d可以分析到 (p − 1)k左右，可以进
一步减少需要的点值数量。

例题 2. 【模板】线段树2

有一个长度为 n的序列 a1, a2, . . . , an，保证 ai是奇数，有两种操作

1. 给定 l, r, x，将 al, al+1, . . . , ar 加上 x，保证 x是偶数；

2. 给定 l, r，求 al, al+1, . . . , ar 的乘积，答案对 2k 取模；

下面的做法不依赖对于 ai 和 x奇偶性的限制。

考虑使用线段树，在节点 (l, r)上维护函数 f (x) =
∏r

i=l(x + ai)，需要支持查询
点值。使用上述的优化方法，可以只记录 O(k)个连续点值。

合并左右儿子信息时直接对位乘，单次复杂度 O(k)。查询复杂度也是 O(k)。
打标记时暴力求出新的 O(k)个点值，单次复杂度 O(k2)。

可以做到总复杂度 O(nk2 log n)。

例题 3. Bears and Juice3

这里仅讨论该题做法中与本文相关的一个优化，在该做法中，我们最后需要
对于 1 ≤ i ≤ q的每个 i求出

min(m,n−1)∑
j=0

(
n
j

)
i j

对 2k 取模的结果。

朴素做法复杂度至少为 O(mq)，考虑同样应用上述优化方法，对于前 O(k)个
i的答案暴力求，对于后面的 i使用拉插，可以做到 O((m + q)k)的总复杂度。

2.3 组合数求值 [1][2]

组合数求值是这样的一个问题：给定 n,m，求出
(

n
m

)
对 pk 取模的结果。

对于组合数求值，我们只需要能把 n!拆成 pa × b，其中 (b, p) = 1即可。

a就是 νp(n!)，容易 O(logp n)直接计算，因此只需计算 b。

不妨设 n!去掉所有的 p因子后为 fp(n)，那么有

fp(n) = fp(⌊n/p⌋)
∏

1≤i≤n,p∤i

i

22023北京市大学生程序设计竞赛，https://qoj.ac/contest/1464/problem/7992
3Codeforces 643F，https://codeforces.com/problemset/problem/643/F
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设 n = mp + v，那么后面的部分可以如下拆开

∏

0≤i<m

∏
1≤ j<p

(pi + j)


∏
1≤i≤v

(mp + i)

mp + 1到 mp + v的乘积可以暴力计算，复杂度 O(p)，考虑前面的部分如何
计算。

设

Fm(x) =
∏

0≤i<m

∏
1≤ j<p

(
i
j
x + 1

)

这里 1
j 是 j模 pk下的逆元对应的整数，因此 i

j 也是一个整数。原式可以写成
(p − 1)!mFm(p)。

那么我们只需求出 Fm(p) mod pk，因此只需要关注 [x0]Fm(x), [x1]Fm(x), . . . , [xk−1]Fm(x)。

设 Gm(x) = ln Fm(x)，我们有

Gm(x) = ln Fm(x)

=
∑

0≤i≤m

∑
1≤ j<p

∑
k≥1

(−1)k−1ik

k jk xk

=
∑
k≥1

(−1)k−1

k
xk
∑

0≤i≤m

∑
1≤ j<p

ik

jk

=
∑
k≥1

(−1)k−1

k
xk


∑

0≤i≤m

ik



∑

1≤ j<p

j−k



我们知道 [xk]Gm(x)是一个关于 m的 k + 1次多项式。利用 Fm(x) = exp Gm(x)，
我们有

F′m(x) = G′m(x)Fm(x)

[xt]Fm(x) =
1
t

∑
0≤i<t

(t − i)([xi]Fm(x))([xt−i]Gm(x))

依据上式以及 [x0]Fm(x) = 1，我们可以归纳证明 [xt]Fm(x)是一个关于 m的不
超过 2t次的多项式，且依据 Fm(x)的定义易得每个 [xt]Fm(x)都是整数。

因此 ∑
0≤i<k

pi[xi]Fm(x)
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是一个整数，是关于 m的不超过 2k − 2次的多项式，且它与 Fm(p)模 pk 同
余。

因此 Fm(p) mod pk 可以通过对 F0(p), F1(p), . . . , F2k−2(p) 做连续点值拉插得
到，且这些点值可以 O(pk)暴力预处理。

因此计算
fp(n)

fp(⌊n/p⌋) 可以做到 O(pk)预处理，O(p + k + log n)单次查询。这里

的 O(log n)来自计算 (p − 1)!m 的快速幂，如果把幂次加起来最后再计算可以做
到 O(pk + log n)预处理，O(p + k)查询。

计算 fp(⌊n/p⌋)时直接递归，总复杂度 O((p + k) logp n + pk + log n)。

3 多项式求系数

许多计数问题最后都会转化为多项式求一项系数的问题，本节会介绍一些在
特殊模数下求多项式系数的做法。

3.1 短多项式高次幂远处系数4

短多项式高次幂远处系数是这样的一个问题：给定一个 n次多项式 F(x) =∑n
i=0 aixi，求出 [xt]Fm(x) mod pk，其中 n比较小，但是 m, t都非常大。

下文将分两步解决这个问题，先解决 k = 1的情况然后推广到 k > 1。

3.1.1 k = 1时

引理 4. 对于质数 p和整系数多项式 F(x)，有 F p(x) ≡ F(xp) (mod p)。

证明. 考虑多项式系数
(

p
a0,a1,...,am

)
，νp

((
p

a0,a1,...,am

))
只有在 ∃i, ai = p的时候才为 0，

且此时一定有
(

p
a0,a1,...,am

)
≡ 1 (mod p)，因此 F p(x)的每一项形如 (aixi)p。

由费马小定理，有 ap ≡ a (mod p)，因此 F p(x) ≡ F(xp) (mod p)。

□

考虑解决以下不弱于 k = 1的一个问题，求 [xt]Fm(x)G(x) mod p的值。

我们把 m和 t拆分为 m = a1 p + b1，t = a2 p + b2，运用以上引理，可以得到

4LibreOJ NOI Round #2简单算术，https://loj.ac/p/577
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[xt]Fm(x)G(x) = [xt]Fa1 p+b1(x)G(x)

= [xt]Fa1(xp)
(
Fb1(x)G(x)

)

设 Fb1(x)G(x)把系数按照次数 mod p的余数拆分的结果为
∑

0≤r<p xrHr(xp)，那
么有

[xt]Fm(x)G(x) = [xa2 p+b2]Fa1(xp)
(
xb2 Hb2(xp)

)

= [xa2]Fa1(x)Hb2(x)

设 max
(
deg F(x), deg G(x)

)
= n，那么有

deg Hb2(x) ≤ deg Fb1(x)G(x)
p

≤ n

因此我们可以把原问题转化为一个 n不变，且 m, t都除以了 p的子问题。因
为过程中 F(x)不发生改变，所以可以预处理 F(x)的 0 ∼ p − 1次幂，这样预处
理复杂度为 O

(
(np)2

)
，求解复杂度为 O

(
n2 logp m

)
。

3.1.2 k > 1时5

在 k = 1的时候我们通过引理 4来减小 m，那么在 k > 1的时候是否有类似的
结论呢？事实上是有的。

引理 5. 对于质数 p和整系数多项式 F(x)，有 F pk
(x) ≡ F pk−1

(xp) (mod pk)。

证明. 考虑归纳证明，在 k = 1 的时候结论成立。对于 k > 1，设 F pk−1
(x) ≡

F pk−2
(x) + pk−1G(x) (mod pk)，我们有

F pk
(x) =

(
F pk−1

(x)
)p

=
∑

0≤i<p

(
p
i

)
F(p−i)pk−2

(x)p(k−1)iGi(x)

当 i > 0的时候，i(k − 1) + νp

((
p
i

))
≥ k，因此有 F pk

(x) ≡ F pk−1
(xp) (mod pk)。

□

那么令 G0(x) = Fn mod pk−1
(x)G(x)，F0(x) = F pk−1

(x)，m′ =
⌊

m
pk−1

⌋
，需要求的是

[xt]Fm′
0 (x)G0(x)。

5https://www.cnblogs.com/leukocyte/p/14552848.html
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仍然设 m′ = a1 p + b1, t = a2 p + b2，我们有

[xt]Fm′
0 (x)G0(x) = [xa1 p+b1]Fa2 p+b2

0 (x)G0(x)

= [xa1 p+b1] ((F0(x))p)a2 Fb2
0 (x)G0(x)

= [xa1 p+b1]
(
(F(xp))pk−1)a2

Fb2
0 (x)G0(x)

= [xa1]
(
(F(x))pk−1)a2

Hb2(x)

= [xa1]Fa2
0 (x)Hb2(x)

容易发现之前的复杂度分析仍然适用，只是 n变成了 pk−1n，因此复杂度为
O
(
n2 p2k

)
预处理，O

(
n2 p2k−2 logp m

)
求解。

3.2 短多项式复合逆远处系数6

短多项式复合逆远处系数是这样的一个问题：给定一个多项式 F(x) =∑
1≤i≤n fixi，满足 f1 � 0，求出满足 F(G(x)) = x 的多项式 G(x) 的 xt 次系数

mod pk 的值。其中 n比较小但 t很大。

求解复合逆单项系数一般会使用拉格朗日反演，其形式是

n[xn]Gm(x) = m[x−m]F−n

但是这个式子需要对 n求逆，在模 pk的情况下不一定可行。考虑使用另类拉
格朗日反演 [3]

[xn]Gm(x) = [x−m−1]F′(x)F−n−1(x)

= [xn−m]F′(x)
(

F(x)
x

)−n−1

这样可以直接套用短多项式高次幂远处系数的做法，不过需要注意的是因为
次数是负数，所以递归的终止状态形如 [x0]A−1(x)B(x)。

3.3 二项卷积 [4]

二项卷积是这样的一个问题：给定两个序列 a0, a1, . . . , an 和 b0, b1, . . . , bn，求
出序列 ci =

∑
0≤ j≤i

(
i
j

)
aibi− j。

62020-2021集训队作业，带加强和多项木，https://loj.ac/p/3398

XXXX 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 8



2025年信息学奥林匹克中国国家集训队论文           158 2025年信息学奥林匹克中国国家集训队论文           159

一些经典问题模小质数幂的做法 北京市十一学校 武林

二项卷积通常的解法是把二项式系数拆成 i!
j!(i− j)!，然后做

ai
i! 和

bi
i! 的普通卷积

（或者说，把 a, b转为对应的 EGF）。

和之前类似的，在 p ≤ n的时候我们想要避免求逆，考虑把组合数拆成 fp(n)
和 p因子

(
i
j

)
= pνp(i!)−νp( j!)−νp((i− j)!) fp(i)

fp( j) fp(i − j)

记 âi =
ai

fp(i) mod pk，那么有

ĉi =
∑
0≤ j≤i

pνp(i!)−νp( j!)−νp((i− j)!)âib̂i− j

定理 2 (Kummer定理). νp(i!)− νp( j!)− νp((i− j)!)等于 p进制下 i减去 j发生
的退位次数。

由 Kummer定理，νp(i!) − νp( j!) − νp((i − j)!)不会超过 d =
⌊
logp(n)

⌋
，因此在

直接使用上式不取模计算 ĉi 的时候最终答案不超过 n2 p2k。

因此直接用 O(1) 个 NTT 模数做 NTT 求出上式在对 pk 取模前的值对每个
NTT模数取模的答案，最后 CRT合并回去即可。

因为 p在选取的大质数模数下总是有逆元，所以可以直接做普通卷积，复杂
度 O(n log n)。

3.4 多项式指数函数7

多项式指数函数一般指给定一个常数项为 0的 n次多项式 F(x)，求出 G(x) =
exp F(x)的前 n + 1项系数。

一般我们会用牛顿迭代来求解G(x)。考虑G(x)满足的方程H(G(x)) = ln G(x)−
F(x) = 0，设我们已经求得前 m项系数，即 G0(x) = G(x) mod xm，考虑如何求出
G(x) mod x2m。

把 H(G(x))在 G0(x)处泰勒展开得到

H(G(x)) =
∑
i≥0

H(i)(G0(x))
i!

(G(x) −G0(x))i = 0

因为 xm | G(x)−G0(x)，所以 H(G(x)) ≡ H(G0(x))+H(1)(G(x)−G0(x)) ≡ ln G0(x)−
F(x) + G(x)−G0(x)

G0(x) mod x2m。

7指数公式，https://loj.ac/p/6737
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因此有 G(x) ≡ G0(x)(1 + F(x) − ln G0(x)) mod x2m。

在模数有小质因子的时候，求 ln G0(x)会出现问题。因为一般求 ln G0(x)的方
法是求导完再积分回去，即对 G′0(x)

G0(x) 积分。

首一多项式求逆可以照常进行，唯一的问题出现在积分的时候需要对系数除
以次数加一，在模数有小质因子的时候这不一定可行。

但是一般实际求解 G(x) = exp F(x) 的时候，我们最终需要得到的并不是
[xi]G(x)，而是 i![xi]G(x)，即 G(i)(0)。

因此仍然考虑牛顿迭代，但是过程中维护 G(i)(0)而非 [xi]G(x)。那么原先的
求导和积分会转变为乘除 x，普通卷积会转变为二项卷积。套用上面二项卷积的
做法即可做到 O(n log n)的复杂度。

4 总结

本文围绕模小质数幂的计数问题展开研究，通过整理经典问题的解法，总结
出生成函数和数论方法在这类问题的具体应用。研究利用小质数的性质优化了
一些计数问题的复杂度，并在模小质数幂组合数求值问题上提供了一种新的做
法。
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浅谈一类实现简易的动态树型结构信息维护方法

长郡中学肖岱恩

摘 要

动态树型结构信息维护是一类重要的数据结构问题，该问题存在两种常见的自然对数

解法，分别是伸展树维护实链剖分的均摊解法和重量平衡树维护动态绝对重链剖分的严格

解法，本文将介绍这两种做法及其实现方式。

1 前言

动态树型结构信息维护问题是指在支持动态断边连边的的森林中，动态修改连通块和

链的节点信息，同时查询动态连通块和链的信息并的相关问题，在二十世纪就得出了单次

操作最坏自然对数的理论解决方案，但不易实现且常数较大，本文会从理论出发，介绍两种

实现简易的动态树型结构信息维护方法。

2 约定

假定读者已经掌握伸展树、重量平衡树、重链剖分的基本概念。

3 定义

定义 3.1 (树). 定义树是一个无向连通无环简单图。

定义 3.2 (森林). 定义森林是由一棵或多棵树组成的无向无环简单图。

为了方便维护，我们需要将树视为有根树，以下定义定义在有根树上。

定义 3.3 (父亲). 定义一个节点的父亲是该节点到根路径上经过的第一个节点，根节点
没有父亲。

定义 3.4 (儿子). 定义一个节点的儿子是以该节点为父亲的所有节点。

浅谈一类实现简易的动态树型结构信息维护方法 长郡中学 肖岱恩

定义 5.1 (带权伸展树). 定义一棵带权伸展树是一棵伸展树，每个节点带有额外的权值，
对于每个节点 x，用 sizex 表示子树大小和子树内所有节点额外权值的总和。

以下用中间的儿子表示该节点所带的额外的权值，并不是真实的儿子。

定义 5.2 (势能). 定义带权伸展树上的节点 x的势能为 hx = F(sizex)。

定义全局总势能为所有节点的势能总和：φ =
∑
x

hx。

一个节点的势能可以理解为提前预支用于均摊的代价，我们可以在操作过程中加入或

取出来平衡复杂度。

一次操作的势能增长值为 ∆φ = φ − φ′，即新势能总和减原势能总和。
一次操作的代价是 ∆φ + cost，其中 cost表示操作的运算次数。

如果能将某一系列操作的代价和控制在一定的数量级，我们就能够分析得出该操作的

均摊复杂度和操作代价相同。

以下进行带权伸展树操作的势能分析。

操作 5.1 (Zig-Zig和 Zag-Zag).
Zig-Zig操作前后图片如下：

容易发现 (w1,w′1), (w4,w′4)所属子树完全等价，所以以下用 wx 表示 wx + w′x。

设 n为操作前的 sizez，操作前势能为 F(w1 +w2 + 1)+ F(n−w4 − 1)+ F(n)，操作后势能

为 F(w3 + w4 + 1) + F(n − w1 − 1) + F(n)。

势能的增长值为 ∆φ = F(w3 +w4 + 1)+ F(n−w1 − 1)− F(w1 +w2 + 1)− F(n−w4 − 1)，我

们认为操作的代价是 1，所以总代价为 ∆φ + 1。

注意到 max{F(w3 + w4 + 1), F(n − w1 − 1)} ≤ F(n), F(w1 + w2 + 1) ≤ F(n − w4 − 1)，故有

∆φ ≤ 2(F(n) − F(w1 + w2 + 1))。

此时分两种情况：

1. w3 + w4 ≤ w1 + w2，则 F(w3 + w4 + 1) ≤ F(n) − 1,∆φ + 1 ≤ 2(F(n) − F(w1 + w2 + 1)) ≤
3(F(n) − F(w1 + w2 + 1))。
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定义 3.5 (绝对重儿子). 定义绝对重儿子为一个节点的所有儿子中，子树大小超过其一
半的儿子，以下简称重儿子，容易发现一个节点最多只有一个重儿子。

定义 3.6 (绝对轻儿子). 定义绝对轻儿子为一个节点的所有儿子中，子树大小不超过其
一半的儿子，以下简称轻儿子，一个节点可能只有轻儿子。

定义 3.7 (重边). 定义重边为一个节点和其重儿子的连边。

定义 3.8 (轻边). 定义轻边为一个节点和其轻儿子的连边。

定义 3.9 (双半群). 定义双半群模型由两种数据类型 (D,O)组成。

D,O上定义了抽象的运算 × : O × D→ D；

O上定义了抽象的运算 × : O × O→ O；

D上定义了抽象的运算 + : D + D→ D；

ϵD 是 D中的一个特殊的元素，称为单位元；

ϵO 是 O中的一个特殊的元素，称为单位元；

这些操作满足性质：

1. 对任意 a, b, c ∈ D，有 a + b = b + a，(a + b) + c = a + (b + c)，a + ϵD = ϵD + a = a；

2. 对任意 u, v,w ∈ O，有 (u × v) × w = u × (v × w)，u × ϵO = ϵO × u = u；

3. 对任意 u, v ∈ O，a, b ∈ D，有 (u × v) × a = u × (v × a)，u × (a + b) = (u × a) + (u × b)，

ϵO × a = a，u × ϵD = ϵD。

4 问题引入

维护一个森林，每个节点拥有信息 dx，支持以下三种操作：

1. 动态加入或删除一条边，保证图依旧是森林；

2. 给定 o ∈ O和一个极大连通块或链的点集 S，∀x ∈ S , dx ← o × dx；

3. 给定一个极大连通块或链的点集 S，求
∑
x∈S

dx。

5 带权伸展树（splay）势能分析
势能是用来分析均摊复杂度的常用做法，一次操作的代价可以认为是势能的增长值加

操作的运算次数，进而得出算法的均摊复杂度。

记 F(k) = ⌈log2 k⌉。
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定义 5.1 (带权伸展树). 定义一棵带权伸展树是一棵伸展树，每个节点带有额外的权值，
对于每个节点 x，用 sizex 表示子树大小和子树内所有节点额外权值的总和。

以下用中间的儿子表示该节点所带的额外的权值，并不是真实的儿子。

定义 5.2 (势能). 定义带权伸展树上的节点 x的势能为 hx = F(sizex)。

定义全局总势能为所有节点的势能总和：φ =
∑
x

hx。

一个节点的势能可以理解为提前预支用于均摊的代价，我们可以在操作过程中加入或

取出来平衡复杂度。

一次操作的势能增长值为 ∆φ = φ − φ′，即新势能总和减原势能总和。
一次操作的代价是 ∆φ + cost，其中 cost表示操作的运算次数。

如果能将某一系列操作的代价和控制在一定的数量级，我们就能够分析得出该操作的

均摊复杂度和操作代价相同。

以下进行带权伸展树操作的势能分析。

操作 5.1 (Zig-Zig和 Zag-Zag).
Zig-Zig操作前后图片如下：

容易发现 (w1,w′1), (w4,w′4)所属子树完全等价，所以以下用 wx 表示 wx + w′x。

设 n为操作前的 sizez，操作前势能为 F(w1 +w2 + 1)+ F(n−w4 − 1)+ F(n)，操作后势能

为 F(w3 + w4 + 1) + F(n − w1 − 1) + F(n)。

势能的增长值为 ∆φ = F(w3 +w4 + 1)+ F(n−w1 − 1)− F(w1 +w2 + 1)− F(n−w4 − 1)，我

们认为操作的代价是 1，所以总代价为 ∆φ + 1。

注意到 max{F(w3 + w4 + 1), F(n − w1 − 1)} ≤ F(n), F(w1 + w2 + 1) ≤ F(n − w4 − 1)，故有

∆φ ≤ 2(F(n) − F(w1 + w2 + 1))。

此时分两种情况：

1. w3 + w4 ≤ w1 + w2，则 F(w3 + w4 + 1) ≤ F(n) − 1,∆φ + 1 ≤ 2(F(n) − F(w1 + w2 + 1)) ≤
3(F(n) − F(w1 + w2 + 1))。
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2. w3 + w4 > w1 + w2，则 F(w1 + w2 + 1) ≤ F(n) − 1, F(n) − F(w1 + w2 + 1) ≥ 1,∆φ + 1 ≤
2(F(n) − F(w1 + w2 + 1)) ≤ 3(F(n) − F(w1 + w2 + 1))。

无论是哪种情况，都有代价不超过新树势能减原树势能的 3倍的性质，注意 Zag-Zag操
作与本操作对称，具有同样的性质。

操作 5.2 (Zig-Zag和 Zag-Zig).
Zig-Zag操作前后图片如下：

容易发现 (w3,w′3), (w4,w′4)所属子树完全等价，所以以下用 wx 表示 wx + w′x。

设 n为操作前的 sizez，操作前势能为 F(w1 +w2 +w5 + 1)+ F(n−w4 − 1)+ F(n)，操作后

势能为 F(w1 + w3 + 1) + F(w2 + w4 + 1) + F(n)。

势能的增长值为 ∆φ = F(w1 +w3 +1)+F(w2 +w4 +1)−F(w1 +w2 +w5 +1)−F(n−w4 −1)，

我们认为操作的代价是 1，所以总代价为 ∆φ + 1。

注意到 (w1 + w3 + 1) + (w2 + w4 + 1) ≤ n, F(w1 + w2 + w5 + 1) ≤ F(n − w4 − 1)，故有

F(w1 + w3 + 1) + F(w2 + w4 + 1) ≤ 2F(n) − 1,∆φ + 1 ≤ 2(F(n) − F(w1 + w2 + w5 + 1)) ≤
3(F(n) − F(w1 + w2 + w5 + 1))。

也即存在代价不超过新树势能减原树势能的 3倍的性质，注意 Zag-Zig操作与本操作对
称，具有同样的性质。

操作 5.3 (Zig和 Zag). 这是每次伸展操作的最后一步才可能出现的操作，显然其代价不
超过新树势能减原树势能的 3倍再加一，这说明伸展操作的次数本身并不能利用势能进行

均摊。

以上我们说明了带权伸展树每次伸展操作的代价为结束势能减初始势能的 3倍再加一。

6 实链剖分

将一棵有根树剖分成若干条实链，用于维护信息，每个节点最多有一个实儿子，和实儿

子相连的边是实边，和虚儿子相连的边是虚边，由实边相连的边组成的链被称为实链。
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使用伸展树（splay）维护每一条实链，每个节点的左侧是实链上深度比自己小的点，右
侧是深度比自己大的点。

每个节点会记录 splay上的父亲，splay根节点的父亲是树上该实链链顶的父亲。
为了维护信息或改变树的形态，需要进行以下关键操作：

操作 6.1 (splice(x)). 表示将 x所在实链的链顶变为实儿子。

分为以下三个步骤：

1. 对父亲进行 splay操作；

2. 断掉父亲在 splay上的右儿子（即当前的实儿子）；

3. 将父亲的右儿子变为自己所在的 splay的根节点。

实现时步骤 2, 3可以合并为直接更改父亲的右儿子。

容易发现，步骤 2只会减少势能，所以不用考虑其对势能的影响。

操作 6.2 (access(x)). 表示将 x到根的路径变成一条实链。

我们需要先将 x的实儿子断掉，然后不断进行 splice(x)，直到 x和根节点在同一条实链

为止。

考虑分析每次 splice(x)时步骤 1的复杂度。

我们利用带权伸展树势能进行分析，每一个节点带有其虚子树大小之和的权重，发现

我们伸展前后的子树带权大小总是不断变大，形如 ∆φ = h(x2) − h(x1) + h(x4) − h(x3) + · · · +
h(x2k) − h(x2k−1)，其中 h(xi) ≤ h(xi+1)，故有 ∆φ ≤ h(x2k) − h(x1)，即 O(log n)，步骤 3的分析

类似。

但是我们需要考虑伸展或更改儿子自带的 O(1) 常数的影响，也就是代价还需要加上

splice的次数。
考虑给每条虚重边（既是虚边，又是重边）分配 1点势能。

对于一次 splice操作，如果打通的实边是重边，那么我们可以获得原本虚重边的势能，
没有代价；否则，我们最多会进行 O(log n)次付出 O(1)的代价。

综上所述，一次 access操作的代价不超过 O(log n)，即复杂度是 O(log n)的。

我们可以通过 access操作完成所有树形态变化以及链信息的维护，所有操作的复杂度
都是均摊 O(log n)的，包括连边、断边、换根、修改、查询等。

7 维护子树的方法

使用仅由叶子代表信息的伸展树（splay-leafy-tree,SLT）来维护虚儿子[1]，对于一个节

点，其所有虚儿子可以使用 SLT进行信息维护，此时会产生若干用于合并的节点，这些结
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点依旧带有 F(sizex)的势能，然后一个节点除了左右儿子之外，还具有一个中儿子表示其所

有虚儿子构成的 SLT的根节点。
我们需要对之前的 splice操作进行分析，分为以下两种情况：

1. 父亲具有实儿子（右儿子）

此时让右儿子代替自身（新的实儿子）在 SLT上的位置，伸展 SLT上的父亲。

2. 父亲不具有实儿子（右儿子）

此时需要将 SLT上自己的父亲删除，自己的兄弟代替其位置，然后对自己的爷爷（二
级祖先）进行伸展。

这两种情况对势能的影响不超过 2(h( f ax) − h(x))，和之前 access的分析一样，具有子
树带权大小不断增大的性质，复杂度是 O(log n)。

对于 access开始的断掉当前实儿子操作，只需要将实儿子插入自己的中儿子即可，显
然对势能的影响不超过 O(log n)，复杂度也是 O(log n)。

以上我们分析了 access的时间复杂度为均摊 O(log n)的。

信息维护方法如下：

1. 对于每个实链 splay上的节点，我们维护 d1, d2, o1, o2，分别表示其子树内的链和、虚

子树和、链懒标记、虚子树懒标记；

2. 对于每个虚子树 SLT上的节点，我们维护 d1, o1，分别表示子树和、子树懒标记。

于是我们成功地在 O((n + q) log n)的均摊时间复杂度解决了提出的问题。

8 带权重量平衡树

使用仅由叶子代表信息的带权重量平衡树（weight-balanced-leafy-tree,WBLT[2]）来维护

实链和虚儿子信息。

记 lsx 为节点 x的左儿子，rsx 为节点 x的右儿子。

这里简要介绍一下合并两棵 WBLT L,R的过程，不妨设 sizeL ≤ sizeR，否则对称处理，

分为以下几种情况：

1. sizeR
sizeL+sizeR

≤ α或 R是一个叶子节点：此时直接新建节点，将两棵树串起来；

2. sizersR
sizeL+sizeR

≥ 1 − α或 lsR 是一个叶子节点此时递归合并 L和 lsR，然后返回 R；

3. 否则，递归合并 (L, lslsR ),(rslsR , rsR)，然后串起来。

进行少量分类讨论可以说明合并的时间复杂度是 O(log(sizeR) − log(sizeL) + 1)的，并且

所有节点都具有向上跳 3步 size至少变大 1
α
倍的性质。

一般来说，α可以取值 0.65 ∼ 0.85左右，效率与数据有关，具有一定常数。
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9 动态绝对重链剖分

容易发现，直接使用WBLT代替 splay和 SLT是可行的。
这时我们依旧会用到 splice次数的均摊性质，当然如果遇到类似“THUPC2024初赛种

苹果”这样的题目，只需要具有重量平衡性质，我们可以这样做。

考虑进行绝对重链剖分[3]来保证 splice的次数。
绝对重链剖分是一种实链剖分，满足任意操作结束之后，所有重边都是实边（如果一

个节点没有重儿子，实边可能是轻边或者没有实边）。

在一次 access操作之后，我们成功地进行了信息的修改查询，然而此时很可能不满足
绝对重链剖分的性质。

考虑操作影响到的 O(1)条实链，如果对于一个非链底的节点，其具有重儿子且不是当

前的实儿子，我们需要将当前实边断掉，在他的中儿子中找到可能存在的重儿子，然后合

并。

对于维护这条实链的WBLT，我们在上面二分，找到第一个大小超过一半的位置，此处
断开的边就是从上往下的第一条轻实边（既是轻边，又是实边）。

我们先将维护实链的树从此处分裂，然后查询断开边的父亲的中儿子子树，扫描前O(1)

层节点，看能否找到一个叶子节点，大小超过了原树上父亲的子树大小的一半。

如果能找到，说明这个叶子节点所对应的儿子就是重儿子，从中儿子子树中切开，分裂

成 O(1)个子树，和原来的轻实儿子合并，这里合并多个子树的方法可以通过不断合并当前

最小的两个子树来实现，因为子树个数是 O(1)的，所以使用优先队列或者排序后利用单调

性来查找最小值都可以。

如果没找到，直接将轻实儿子所在树和中儿子合并。

设父亲所在树为 x，轻实儿子所在树为 y，重儿子所在树为 z。

考虑和重儿子的实链合并的复杂度，此时的代价为 O(| log(sizex) − log(sizez)|)。
因为 sizey ≤ min{sizex, sizez}，所以单次的代价不超过O(log(max{sizex, sizez})− log(sizey))，

我们发现每次新的 sizex, sizez都不会超过原来的 sizey，所以沿用 6.2的分析，可以得出总代
价不会超过 O(log n)。

当然我们还需要处理链底的重儿子，只需要在上面的操作结束之后，扫描链底节点中

儿子的前 O(1)层，看能不能找到重儿子，如果找到了就将其分裂出来，和自己的实链合并

即可。

这样可以做到单次操作严格 O(log n) 的时间复杂度，对虚子树合并的部分操作复杂度

分析较为复杂，这里不再过多讨论，容易发现这种方法也能够做到普通（即非叶子节点总

是存在重儿子）的动态重链剖分，但是那样分类讨论较多。

因为这种方法具有重量平衡的特点，可以维护类似“CTS2022 WBTT”的树形块状信
息，并且易于实现。
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10 总结

本文对动态树型结构信息维护问题提出了两种自然对数解决方法，通过实链剖分和动

态绝对重链剖分分别得出了均摊正确和严格正确的维护方式，且均能在有限的时间内得出

实现。

然而，严格正确的做法的实现方式依旧较为繁杂且常数较大，希望本文可以起到抛砖

引玉的作用，让读者更进一步地得出更优秀的解决方法。
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浅谈一类图上邻域相关问题

焦作市第一中学 焦思源

摘 要

本文主要通过一类经典的图上邻域维护问题，深入分析得到了更本质的一个做法，之

后又从另一方面对该问题进行了拓展，并通过相关例题具体介绍了一些应用。

1 前言与约定

数据结构理论在序列上、树上都有了很深入的研究与考察，在一些具有特殊性质的图，

如仙人掌图，广义串并联图上也有通过向树进行转化形成的做法。但对于一般图上的问题，

由于结构的复杂通常难以快速维护。本文从一个经典的问题引入，通过分析特殊情况下的

做法得到了一些更加深入的理解。

本文中图定义为无重边无自环的图，用G = (V, E)来表示一个图G的点集合为 V，边集

合为 E。

一个结点的邻域定义为与其直接相连的点构成的集合，记作 R(x)。

一个结点的度数定义为其邻域大小，记作 degx。

2 从一类经典问题引入

例题 1 (项目管理1). 给定一个 n个点 m条边的无向连通图，有 q次操作，操作有两种：

1. 给结点 x的权值加上 v。

2. 查询所有和结点 x有条边相连的结点的权值之和。

解法 该问题的经典做法是对度数根号分治，取阈值 B，以下将 degi ≤ B 的点记作轻点，

degi > B的点记作重点。因为所有点的度数之和为 2m，故图上的重点个数不超过 ⌊ 2m
B ⌋。

查询一个点时：

1. 如果查询的点 x是轻点，那么直接枚举 x的邻域进行求和，时间复杂度 O(B)。

1题目来源：HDU 4858
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2. 如果查询的点 x是重点，那么我们考虑维护 sx 表示重点 x的邻域和，在进行修改操

作时枚举所有与其相邻的重点 y并修改其 sy，时间复杂度 O( m
B )。

结合上述做法，我们取 B =
√

2m可以得到时间复杂度为 O(q
√

m)的做法。

■

2.1 一类特殊图上的做法

注意到上述做法只和图的总边数有关，与图的具体形态无关，但是在一些特殊图上却

存在更优复杂度的做法。

2.1.1 树

考虑当我们把上面的问题变成树上，我们考虑如下做法：以任意结点为根求出每个结

点的父亲结点，记作 f ax。我们对于每个结点维护其儿子结点的权值和 sx，那么修改操作只

会影响 s f ax，查询操作只需要在 sx 的基础上加上 f ax 的权值即可。

该做法的时间复杂度为 O(n + q)。

2.1.2 仙人掌

定义 2.1 (边仙人掌). 定义无向连通图是边仙人掌当且仅当每条边最多在一个简单环里。

定义 2.2 (点仙人掌). 定义无向连通图是点仙人掌当且仅当每个点最多在一个简单环里。

我们将仙人掌图上的简单环使用 tarjan算法缩点，可以证明形成了一棵树。这样修改操
作时与 x在不同环上邻域内的点用树的方法维护，同环上的邻域内的点最多只有 2个，直

接查询即可。

时间复杂度依旧为 O(n + m + q)。

2.1.3 广义串并联图

定义 2.3 (广义串并联图). 定义无向连通图是广义串并联图当且仅当其不存在与 K4 同

胚的子图，即不存在四个点 a, b, c, d使得这些点之间存在六条除顶点外不相交的路径。

广义串并联图可以通过以下的收缩操作来缩小图的规模。

定义 2.4. 删一度点操作指将图中度数为 1的点 x删除。

定义 2.5. 缩二度点操作对于图中度数为 2的点 x，如果其连接的点分别是 y, z，那么将

这两条边删去并添加新边 (y, z)。
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定义 2.6. 叠合重边操作对于图中连接同一对顶点的多条边，将其缩成一条边。

引理 2.1. 一个广义串并联图可以通过上述三种操作缩成一个点。

证明可见吴作同 2019年的候选队论文《〈公园〉命题报告》。上述缩点过程同样可以建
出一个树结构，对树结构使用上述算法即可解决，在此不多描述。

时间复杂度依旧为 O(n + m + q)。

上面三种特殊图都可以做到 O(n+m+ q)的复杂度，引导我们考虑这些做法有什么共同

点。

3 稀疏图上的做法

3.1 图的密度

定义 3.1 (图的密度). 对于一个无向连通图 G = (V, E)，定义其密度 ρ(G) = |E||V |。

定义 3.2 (最大密度子图). 对于一个无向连通图G = (V, E)，定义其最大密度子图为一个

子图 G′ = (V ′, E′)使得 G′的密度最大。

定义 3.3 (图的最大密度). 对于一个无向连通图G = (V, E)，定义其最大密度为最大密度

子图的密度，记为 ρmax(G)。

引理 3.1. 对于一个图 G = (V, E)，一定存在一个最大密度子图 G′ = (V ′, E′)使得 G′ 连

通且 G′是 V ′的导出子图。

证明. 若G′不是 V ′的导出子图，则将导出子图中未选的边选入 E′一定会使得 |E′|增大，即
密度增大。若G′可以划分成若极大干连通子图G1,G2, . . . ,Gk，不妨设 ρ(G1) ≤ ρ(G2) ≤ · · · ≤
ρ(Gk)，那么容易证明 ρ(Gk) ≥ ρ(G′)，故选择 Gk 依旧是一个最大密度子图。 □

我们以下认为最大密度子图 G′ = (V ′, E′)满足 G′ 连通且 G′ 是 V ′ 的导出子图。我们看

一下之前的三种特殊图的最大密度。

3.1.1 树

树的任意非空连通子图的密度均为 |V ′ |−1
|V ′ | < 1，故树的最大密度 < 1。

3.1.2 仙人掌

由于仙人掌图有不超过 n个简单环，故仙人掌图的边数 < 2n，其密度 < 2，因为仙人掌

图的最大密度子图还是仙人掌图，故仙人掌图的最大密度 < 2。
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3.1.3 广义串并联图

我们可以归纳证明广义串并联图的密度也 < 2：

只有一个点时，密度为 0。

使用删一度点操作后，点数和边数都减少一，故如果操作之后密度 < 2，那么原本也小

于 < 2。

使用缩二度点操作之后，点数减少 1，如果因此产生了重边，边数最多减少 2，同样会

保持密度 < 2的性质。

故一个广义串并联图的密度总是 < 2。

这启发我们从图的最大密度角度考虑原问题。

3.2 基于最大密度的做法

引理 3.2. 对于一个最大密度为 ρmax(G)的图 G ，其任意子图内都存在至少一个度数不

超过 2ρmax(G)的结点。

证明. 我们考虑反证法，如果一个子图 (V ′, E′)中所有结点的度数均 > 2ρmax(G)，那么该图

的总度数 > 2ρmax(G)|V ′|，边数 > 2ρmax(G)|V ′ |
2 = ρmax(G)|V ′| ≥ |E′|，矛盾。 □

需要注意的一点是上述条件并不是充要的。

以下我们记 dmin(G)表示其所有非空子图的最小度数的最大值，那么可以得出 ρmax(G) ≤
dmin(G) ≤ 2ρmax(G)。

引理 3.3. 对于图G = (V, E)，dmin(G) ≤ r的充要条件为，每次删除G中度数 ≤ r的节点，

可以将 G删空。

证明. 必要性：因为对于 G 的任意非空子图 G′ 都存在一个度数 ≤ dmin(G)的结点，故总是

可以找到度数 ≤ r的结点将其删去，然后归纳。

充分性：考虑反证，如果 dmin(G) > r 即存在一个非空子图 G′，满足 G′ 内所有点的度

数均 > r，删除 G′ 外的点不影响这些点内部的度数，故那么这些点我们无论如何也无法删

除。 □

我们通过如下的一道题介绍基于上述结论的一个做法。

例题 2 (The Last Cumulonimbus Cloud2). 给定一个 dmin(G) ≤ 10的图，支持两种操作：

1. 给结点 x的权值加上 v。

2. 查询所有和结点 x有边相连的结点的权值之和。

2题目来源：2024西安邀请赛，笔者命制的一道测试题
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根据上述引理，该图可以通过每次删掉度数不超过 10的点将图删空，这样可以得到每

个点的删除顺序。我们考虑对于每条边，把它定向为从先删除的点指向后删除的点，那么

对于这个有向图来说，每个点的出边个数均不超过 dmin(G)。

我们对于每个结点，维护其所有入边连向的点的权值和 sx：

1. 对于修改操作，只需要修改 x本身的权值，以及 x出边连向的点 y的 sy。

1. 对于查询操作，只需要在 sx 的基础上，加上 x出边连向的的权值和即可。

两部分操作复杂度均为 O(dmin(G))，故复杂度不超过 O(n + m + qdmin(G))。

因为 ρmax(G) ≤ dmin(G) ≤ 2ρmax(G)，所以我们就得到了一个时间复杂度为 O(n + m +

qρmax(G))的简洁在线做法。

3.3 允许离线处理时的更优做法

我们进一步考虑上述做法的本质，其核心思路为：给每条边定向，每个点仅维护其入边

的信息。

那么如果允许离线，我们可以求出 1, 2操作作用在结点 x上的总次数 cx，那么一条边定

向产生的代价就是其入边方向上点的操作次数 cx，故最优情况下我们让每条边从 c小的一

端指向 c大的一端，这样子就可以得到该做法下的最优复杂度，总代价为
∑

(x,y)∈E
min(cx, cy)。

我们接下来分析该做法的最坏复杂度，该问题为将 q分配给每个点的 c使得
∑

(x,y)∈E
min(cx, cy)

最大。这里先认为每个点的权值 c可以是任意非负实数，要求整数的情况是近乎相同的。

假设最优情况下，被分配了权值的点集合是 V1，我们考虑 V1的导出子图G1 = (V1, E1)。

引理 3.4.
∑

(x,y)∈E
min(cx, cy)最大时，V1 内部所有点的权值均相等，即每个点的 c都等于

q
|V1 |。

证明. 否则，我们可以用如下方式计算总代价：设当前权值的最小值为 v，将 |E1|v加入总代
价里，然后将所有结点的 c减掉 v，将 v > 0的结点构成的导出子图 G2 = (V2, E2)进行递归

计算。

当所有结点的权值不全相等时，其至少会递归一次，我们设前两次操作的最小值分别

是 v1, v2，点数分别是 n1, n2，边数分别是 m1,m2。

• 当 m1
n1
> m2

n2
时，我们考虑将两次操作变为一次操作，将可以分配的总权值 n1v1 + n2v2

平均分配到这 n1个点上，此时新的 v = n1v1+n2v2
n1

= v1+
n2
n1

v2，新的贡献为 (v1+
n2
n1

v2)m1 =

v1m1 + v2
n2m1

n1
，因为 n2m1

n1
> m2 故一定更优。

• 当 m1
n1
≤ m2

n2
时，我们考虑将 G2 作为最终分配了权值的点集，即将 G1 中不在 G2 内的

点的权值均分给 G2。此时新的 v = n1v1+n2v2
n2

= n1
n2

v1 + v2，新的贡献为 ( n1
n2

v1 + v2)m2 =

v2m2 + v1
n1m2

n2
，因为 n1m2

n2
≥ m1 故一定不劣。
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综上，当至少有两种不同权值时我们一定可以将权值数减少，归纳下去即可证明最优

情况下所有结点的权值均相等。 □

引理 3.5.
∑

(x,y)∈E
min(cx, cy)最大时，G1 为原图的最大密度子图。

证明. 因为所有结点的 cx 均相等，那么代价即可表示为
q
|V1 | |E1| = qρ(G1)，故只需要最大化

ρ(G1)即可最大化总代价。 □

因此该做法的最终的复杂度上界为 O(n +m + qρmax(G))，虽然和在线的做法相同，但是

因为很难卡满且常数极小，所以实际运行效率是要高于在线算法的。

3.4 稠密图的情况

我们之前讨论了 ρmax(G)较小，即稀疏图的情况，接下来我们考虑以下该做法在稠密图

下的情形。

引理 3.6. 一个图 G = (V, E)的 dmin(G) ≤
√

2m。

这直接说明了该做法任何情况下都不劣于传统的做法，不过我们也可以很容易构造一

个图卡到上界，故该做法在稠密图也不能表现出更好的情况。

3.5 有向图的情况

这里有向图的情况指每次修改时限定仅对 x的入边连向的点或者出边连向的点进行操

作。注意到我们的算法里的定向本质只是把每个点的邻边进行了划分，那么有向图的情况

我们可以把边看成无向边，之后在枚举到一条边的时候判断是不是我们想要的方向即可。

4 另一个角度的拓展

事实上，本文开头提到的经典问题可以进一步加强。

4.1 一道例题

例题 3 (雨旆风篁3). 给定一个 n个点 m条边的无向图 G，每个点有权值 ax，支持两种

操作：

1. l, r, v 对于 i ∈ [l, r]，将 x ∈ R(i)的 ax 加上 v。

3题目来源：笔者命制的一道测试题
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2. l, r 查询
∑

i∈[l,r]

∑
x∈R(i)

ax

在本题中，传统的根号分治做法不再可行，我们需要进一步观察问题的本质。

4.1.1 转化为序列问题

定义 4.1 (邻域序列). 我们定义图 G的邻域序列 seq(G)为按照如下方式生成的点序列：

枚举 i = 1→ n , ∀ j ∈ R(i)，将 j加入 seq(G)的末尾。

因为每条边会在端点各被算一次，故 |seq(G)| = 2m。

由于我们是按照编号顺序加入 seq(G)的，故修改查询的区间 l, r 内所有点的邻域也可

以表示成 seq(G)上的一个区间 l′, r′，那么我们可以转化为如下的问题。

例题 4. 给定一个长度为 2m，值域为 [1, n]的序列 s，对于每个 i ∈ [1, n]的点维护权值

ai，支持两种操作。

1. l, r, v 对于 i ∈ [l, r]，将 asi 加上 v。

2. l, r 查询
∑

i∈[l,r]
asi。

该问题显然不弱于原问题，我们不妨解决这个问题。

4.1.2 序列分块

取块长 B，把邻域序列 s每 B个位置分成一个块，对于一个修改或查询的区间 [l, r]，我

们称完整包含于 [l, r]的块为整块，有交的不被包含的块为散块，那么一次操作涉及的整块

个数 ≤ 2m
B ，散块大小不超过 2B。

设一共分成了 C个块。

我们将修改操作对询问操作产生的贡献分开计算。

• 修改的散块对询问的散块的贡献

因为涉及的散块大小是 O(B)的，暴力做复杂度就是 O(B)的。

• 修改的整块对询问的贡献

预处理 fi, j 表示将序列的第 i个块内所有点的权值都 +1后，序列里前 j个点的权值

和，并在修改时维护每个块 i总共被加的数之和 tagi，那么对于一个询问操作 [l, r]来

说由于贡献的可减性，该部分的贡献为：
C∑

i=1
tagi( fi,r − fi,l−1)。

预处理的复杂度为 O( m2

B )，修改和查询的复杂度都是 O( m
B )。
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• 修改的散块对询问的整块的贡献

和上一情况类似地预处理 gi, j 表示将序列里前 i个点的权值都 +1后，序列里第 j个

块内所有点的权值和。

在修改时枚举所有块 i，如果散块区间为 l′, r′，则记录对第 i个块的贡献 v(gr′,i−gl′−1,i)，

询问时枚举所有块求和即可，复杂度同上。

取 B =
√

2m可以得到时间复杂度为 O((m + q)
√

m)，空间复杂度为 O(m
√

m)的做法。

进一步的，离线询问对于每个块分别处理可以将空间复杂度降为线性。

据此我们在原本做法相同的时间复杂度内解决了这个加强的问题。

4.1.3 矩乘归约

首先对上述问题稍作修改，考虑下面的问题：

例题 5. 给定 n个点 m条边的有向图 G1,G2，每个点有权值 ax，记 R1(i),R2(i)分别表示

G1,G2 上结点 i的出边连向的点构成的集合，支持两种操作：

1. l, r, v 对于 i ∈ [l, r]，将 x ∈ R1(i)的 ax 加上 v。

2. l, r 查询
∑

i∈[l,r]

∑
x∈R2(i)

ax

在有向图上之前的分块做法依旧是成立的，而两个图只需要将 f , g数组的含义稍作修

改即可，在此不多描述，我们以下默认该问题可以在 O((m + q)
√

m)的复杂度内解决。

取 n =
√

m，考虑大小为 n × n的 01矩阵 A, B，我们要计算 C = AB。

如果 Ai, j = 1就在 G1 中连有向边 i → j，如果 Bi, j = 1就在 G2 中连有向边 j → i，那么

Ci, j =
n∑

k=1
Ai,kBk, j 可以通过这样的方式求出：先使用 1操作给区间 [i, i]进行修改，之后查询

区间 [ j, j]即可得出上式，之后撤销操作即可。

因此该问题的复杂度不低于解决矩阵乘法的时间，故我们的做法是较为满意的。

4.2 另一道例题

例题 6 (旅行4). 给定一个 n个点 m条边的无向图 G = (V, E)，有 q次查询操作，每次给

出一个区间 [l, r]，请计算有多少长度为 k的序列 x1, x2, . . . xk，满足：

• x1, xk ∈ [l, r]。

• ∀i ∈ [1, k − 1], (xi, xi+1) ∈ E。

其中 k ∈ [2, 4]是一个常数。

4题目来源：笔者命制的一道测试题
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4.2.1 k = 2

此时等价于询问有多少边的两端点都在区间 [l, r]内，这是一个二维数点问题，可以离

线扫描线，用树状数组维护。

4.2.2 k = 3

一个直接的想法是借用上一题，转化为将区间内的点的邻域 +1，查询区间内的点的邻

域和，直接用上一题的分块做法就可以做到 O((m + q)
√

m)的做法。

但为了后续的拓展，这里我们换一个做法，考虑离线使用莫队解决这个问题，在移动端

点时将该点邻域里的点权计入答案，再给这些点点权 +1。

但是因为莫队算法可能会反复加入一个点，如果该点的度数较大则会破坏复杂度，故

我们考虑对邻域序列 seq(G)使用莫队算法，这样就变成单点加，单点查的问题，使用普通

莫队的复杂度分析可以得到 O(m
√

q)的做法。

4.3 k = 4

考虑二次离线莫队。

上述莫队做法中移动一个点的代价实际上就是区间内对一个单点的贡献，将其差分为

两个前缀的贡献。那么现在的问题形如，在 seq(G)上，O(m)次将一个点的邻域内的点权 +1，

O(m
√

q)次查询一个点的点权。

延续最开始的经典问题的解法，对度数分治，取阈值 B，当询问的点度数 ≤ B时直接枚

举出边查询，否则在修改时计算贡献。

视 m, q同阶，取 B = m
1
4 可以得到 O(m

7
4 )复杂度的做法。

使用稀疏图上的定向做法也可以做到同等复杂度。

5 总结

本文从一个经典的图上邻域问题出发，研究了其在稀疏图上的更优做法，并说明了该

做法不劣于经典的做法。之后又从另一个角度对该问题进行了加强，得到了一个更优的做

法。不过因为邻域并未很好的利用图上的各种结构，因此我们的最终还是转化为可以维护

的序列问题进行解决。

希望能对读者有所启发。
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浅谈一类基于线段树分治的信息维护算法

福建师范大学附属中学黄佳旭

摘 要

本文简要介绍了一类通过线段树分治与其他数据结构相结合，用于维护连通块信息的

离线算法，以及离线维护可持久化信息的算法。

1 线段树分治简介

线段树分治通常用于离线维护一系列操作。在处理“插入信息”相对简单而“删除信

息”较为困难的问题时，通过应用时间线段树分治的方法，可以有效避免执行“删除信息”

的操作。

例题 1.1 (「离线可过」动态图连通性1). 维护一张 n个点的简单无向图，有 m次操作，

支持加边删边,询问两点间连通性。

我们对 m次操作建立时间线段树，每条边的存在时间是一段区间。将这些区间挂到时

间线段树上，然后遍历整棵时间线段树，同时用可撤销并查集维护连通性。这样我们一共

有 O(m log m)次加边操作，每次调用并查集的时间复杂度为 O(log n)，因此总时间复杂度为

O(m log m log n)。此外，我们将 O(m log m)次加边操作存到了线段树的节点上，因此空间复

杂度为 O(m log m)。

2 连通块整体信息的维护

例题 2.1 (Communication Towers2). 有一张 n个点 m条边的无向图，第 i个点只在第 Li

到 Ri 这段时间出现。你需要对于每个点 i，判断是否存在一个时刻 x ，使得 i 和 1 联通。

n ≤ 2 × 105,m ≤ 4 × 105，1 ≤ Li ≤ Ri ≤ 2 × 105。

上述问题可以转化为：在每个时刻，对节点 1所在的连通块内的所有点的点权 +1，最

后求出有哪些点的点权大于 0。

1来源：https://loj.ac/p/121
2来源：https://codeforces.com/problemset/problem/1814/F
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2.1 算法 1

考虑在可撤销并查集中使用懒标记。在将 y集合合并到 x集合时，我们记录 x集合的

加法标记为 tag1，在撤销合并操作时，设当前 x集合的加法标记为 tag2，则我们下传到 y集

合的加法标记应为 tag2 − tag1。

然而，该算法具有一定的局限性，仅适用于信息存在逆元的情况。下面介绍一种适用

范围更广的算法。

例题 2.2. 给定一个包含 n个点和 m条边的无向图，其中第 i个点的点权为 ai。接下来

q个时刻，每个时刻有一个操作。

第 i条边连接 xi, yi，仅在时刻 [li, ri]存在 (1 ≤ li ≤ ri ≤ q)。

每个时刻的操作是以下之一：

1. 给出 x，询问当前时刻 x所在连通块的所有点中点权的最大值。

2. 给出 x,w，将当前时刻 x所在连通块的所有点的点权对 w取 max。

2.2 算法 2

由于可撤销并查集具有“栈”的后进先出结构，那么我们单独考虑一个以 x为代表元

的集合的操作，与 x合并的集合按照合并顺序构成了一个序列，将集合 y合并到集合 x时，

将 y加入集合序列的末尾。

可以发现，我们要支持的就是以下操作：

1. 在序列末尾插入一个数。
2. 删除序列末尾的数。
3. 对序列中的所有数进行修改（打上取 max的标记）。

4. 查询序列末尾的标记。
5. 查询整个序列的最大值。
考虑用“栈”的结构来维护。对于栈中每个元素，维护栈底到该元素的“前缀”最大值

以及懒标记。

对于插入操作，将栈顶的信息和插入的信息合并，得到新的全局最大值后插入元素。

对于删除操作，将栈顶的信息弹出，同时将懒标记下传给新的栈顶，以及以弹出元素为

代表元的集合的栈顶。

对于修改和查询操作，直接对栈顶元素操作即可。

可以发现，每种操作都只需要 O(1)次的信息合并。总共有 O(m log q + q)次操作，但是

每次操作都需要调用并查集定位集合，因此时间复杂度为 O(n + (m log q + q) log n)，空间复

杂度为 O(n + m log q + q)，与算法 1的时空复杂度是相同的，同时避免了逆元的问题。
该算法的时间复杂度瓶颈在于并查集，因此实际运行中常数较小，多数情况下效率与

大常数的单 log算法相当。
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该算法实际上维护了一个类似“Kruskal重构树”的二叉树结构。每个集合对应了一棵
二叉树，合并时新建根节点合并两个子树的信息，撤销时将根节点的标记下传给两个子树

并分裂，修改和查询直接对根节点操作。

同时可以发现，如果已经知道了每条边的存在时刻信息，那么线段树分治其实是可以

“在线”回答询问的。

2.3 空间复杂度的优化

我们最初将 m次的区间加边操作拆分为 O(m log q)个操作，并且保存在了线段树的节

点上。然而，实际上可以同时将 m个加边操作传入分治过程，模拟线段树的区间修改过程，

将需要的操作转给子节点，同时该节点不保留。通过一些精细的实现即可做到线性空间。

一种比较简单的实现方式是，在递归到子节点时，将所有加边操作进行排序，将需要下

传的加边操作排到序列前面，这样就保证了每个节点的加边操作是一段前缀。这相当于对

01序列排序，容易做到线性。

尽管这里有 O(m log q)次合并操作，但在不撤销的情况下，n个点最多合并 n− 1次。因

此，在任意时刻，栈中元素的总数是 O(n)的。通过进行空间回收和重复利用，可以做到线

性空间。

因此，可以将算法 2的空间复杂度优化至 O(n + m + q)。

2.4 序列区间信息的维护

例题 2.3 (【模板】线段树 23). 已知一个长为 n的数列，你需要进行 q次下面三种操作：

1. 将某区间每一个数乘上 x；

2. 将某区间每一个数加上 x；

3. 求出某区间每一个数的和。

我们可以将序列视为一条链，进行区间操作时，断开区间两端的边，操作完成后重新连

接。直接应用算法 2的时间复杂度为 O((n + q) log q log n)。

由于在任意时刻，连通块均为“链”，连边操作仅涉及链的端点。因此，我们可以在并

查集合并的过程中，更新链的端点的代表元，从而实现 O(1)定位集合。

因此，可以将时间复杂度优化至 O((n + q) log q)，同时空间复杂度为 O(n + q)。

3来源：https://www.luogu.com.cn/problem/P3373
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3 单点的修改与查询

例题 3.1. 给定一个包含 n个点和 m条边的无向图，其中第 i个点的点权为 ai。接下来

q个时刻，每个时刻有一个操作。

第 i条边连接 xi, yi，仅在时刻 [li, ri]存在 (1 ≤ li ≤ ri ≤ q)。

每个时刻的操作是以下之一：

1. 给出 x，询问当前时刻 x所在连通块的所有点中点权的最大值。

2. 给出 x,w，将当前时刻 x所在连通块的所有点的点权对 w取 max。

3. 给出 x，询问当前时刻 x的点权。

4. 给出 x,w，将 x的点权修改为 w。

3.1 单个集合的信息维护

类似算法 2，对于一个集合而言，需要支持以下操作：
1. 在序列末尾插入一个数。
2. 删除序列末尾的数。
3. 对序列中的所有数进行修改（打上取 max的标记）。

4. 查询序列中某个数的标记。
5. 修改序列中的某个数。
6. 查询整个序列的最大值。
由于存在对序列中间数的修改和查询操作，所以不能单纯使用“栈”来维护。平衡树是

一种容易想到的维护方式。但考虑到仅有末尾的插入和删除操作，因此可以使用“二进制

分组4”加“线段树”的结构来维护，在每个节点维护 O(log n)棵线段树。

插入或删除信息时，需要进行 O(log n)次的线段树节点的合并或分裂，每次是 O(1)的，

因此往序列末尾插入或删除信息的时间复杂度为 O(log n)。

整体修改或查询时，对于 O(log n)棵线段树分别操作即可，时间复杂度为 O(log n)。

单点修改或查询时，找到对应的线段树进行修改，时间复杂度为 O(log n)。

因此，我们可以在 O(log n)的复杂度内，维护一个集合的 6种操作。

3.2 连通块的信息维护

合并两个集合时，需要定位集合和在集合中插入一个数，时间复杂度为 O(log n)。

分裂两个集合时，需要在集合中单点查询标记，删除末尾的数，并将标记下传到子集合

（即进行集合的全局修改），时间复杂度为 O(log n)。

对于连通块整体修改或查询，在定位集合后，对集合进行操作，时间复杂度为 O(log n)。

4二进制分组：详见许昊然 2013年国家集训队论文《浅谈数据结构题的几个非经典解法》
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单点修改或查询时，需要对目标点到并查集根节点的路径上的所有 O(log n) 个集合进

行操作，将路径上的标记从根节点开始按顺序下传，每次下传标记的时间复杂度与分裂集

合时相同，共 O(log n)次，时间复杂度为 O(log2 n)。

修改后按顺序更新每一个集合的信息。在求出子集合的全局答案后，对父集合进行单

点更新，共 O(log n)次，时间复杂度为 O(log2 n)。

综上所述，总时间复杂度为 O(n + m log q log n + q log2 n)。由于在任意时刻，集合序列

中的节点总数是 O(n)的，因此构建的线段树节点数也是 O(n)的。类似于算法 2，可以将空
间复杂度优化至 O(n + m + q)。

4 可持久化信息的维护

例题 4.1. 给定一个包含 n个点和 m条边的无向图，其中第 i个点的点权为 ai。第 i条

边连接 xi, yi。接下来 q个时刻，每个时刻有一个操作。

初始时的图为版本 0，m条边都存在。

每个时刻的操作是以下之一，设当前是时刻 i：

1. 给出 u, x，新建一个版本 i和版本 u相同，询问版本 i中 x所在连通块的所有点中点

权的最大值。

2. 给出 u, x,w，新建一个版本 i和版本 u相同，将版本 i中 x所在连通块的所有点的点

权对 w取 max。

3. 给出 u, x，新建一个版本 i和版本 u相同，将版本 i中第 x条边的状态反转（存在变

为不存在，不存在变为存在）。

4.1 问题的初步分析

考虑构建出版本树，那么每个操作的作用范围是一个子树。我们需要对加边操作进行

一些分解，考虑怎么样的分解是可行的。

在序列上线段树分治时，我们将区间加边操作分解为 O(log q)个线段树节点上的操作，

每个操作的作用范围是线段树上的一个子树，或者说，这些操作的作用范围只有包含关系，

而没有相交关系。因此，可以实现后进先出的可撤销结构。

与例题 2.2不同的是，在构建出版本树后，每个修改操作的作用范围是一个子树，并且
需要能够被撤销。由于修改操作基于某一特定时刻的图结构，难以进一步分解，因此在对

加边操作进行分解时，不能与子树产生相交关系。这在很大程度上限制了加边操作的分解

方式。

下面介绍一种可行的算法。
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4.2 整体结构的建立

对版本树进行重链剖分，对每条重链按照 DFS序建立线段树，并对每个节点的轻儿子
按照 DFS序建立线段树。
将加边操作分为以下三类：

• 重区间边：在 x节点上的重区间边，其作用范围是在 x的子树内，但不在 x的重儿子

的子树内的所有节点。

• 轻区间边：在 x节点上的轻区间边，其作用范围是在 x的子树内的所有节点。

• 节点边：在 x节点上的节点边，其作用范围仅为 x这一个节点。

这种分类方式有助于明确加边操作的作用范围，便于后续的处理和优化。

4.3 加边操作的分解

对于每一条边，将涉及该边修改操作的点提取出来，构建虚树 5。这部分的时间复杂度

为 O((m + q) log q)，虚树上的节点总数是 O(m + q)的，边的总数是 O(q)的。

4.3.1 虚树上点的操作分解

对于虚树上的点 x，如果是删边操作，则无需理会。

对于加边操作，首先在 x上加入节点边。

对于 x原树上的所有子树，如果子树内存在虚树上的节点（即虚树上 x有连向该子树

内的边），则暂时不予考虑。

否则，加边操作需要对该子树生效。

对于轻儿子，在上面加入轻区间边。在 x节点的轻儿子线段树上进行区间覆盖。虚树

上的每条边会使覆盖区间数增加 1，但因为边的总数是 O(q)的，所以总共会进行 O(m + q)

次轻儿子线段树上的区间覆盖。

对于重儿子，我们对其到重链底端的所有节点上加入重区间边来实现子树覆盖的效果。

总共会进行 O(m + q)次重链线段树上的区间覆盖。

4.3.2 虚树上边的操作分解

如果虚树上存在边 (x, y)，其中 x是 y在原树上的祖先，并且 x节点是加边操作。那么

设 v是 x原树上的儿子，并且 y在 v的子树内，则完成点的操作分解后，x节点操作的作用

范围还应包括在 v子树但不在 y子树内的点。

5虚树及其构建方法详见：https://oi-wiki.org/graph/virtual-tree/
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接下来进行分类讨论。

如果 y和 v在同一条重链上，直接对 y的父亲到 v链上的节点加入重区间边。

否则，如果 y不是重链顶端，设重链顶端是 z，那么对 y的父亲到 z链上的节点加入重

区间边，并递归解决 z到 v的链。

对于 y是重链顶端的情况，设 z为 y的父亲。那么我们对 z做点的操作分解，然后递归

解决 z到 v的链。

递归的次数是 O(log q)的，每次递归会进行 O(1)次线段树上的区间覆盖。

因此，O(q)条边总共会产生 O(q log q)次线段树上的区间覆盖。

综合点上的分解操作和边上的分解操作，总共有 O(m + q log q)次线段树上的区间覆盖，

并且不重不漏的覆盖了每条边的作用范围。

4.4 处理询问

在处理完加边操作的分解后，可以采用类似于算法 2的方法来处理询问。
我们维护与算法 2相同的并查集结构，不同之处在于我们需要撤销修改操作，因此需

要用栈保存每次对集合的修改。

我们按照如下算法流程解决以 x为根的子树，保证 x是重链的链顶。

• 遍历 x节点的重链的线段树，加入相应的重区间边。

• 遍历到重链线段树的叶子节点 y时，加入 y上的节点边，然后完成 y节点上的查询或

修改操作，并撤销 y上的节点边。

• 遍历 y节点的轻儿子线段树，加入相应的轻区间边。

• 遍历到轻儿子线段树的叶子节点 z时，递归解决以 z为根的子树，并撤销 z子树内的

所有操作，继续轻儿子线段树的遍历。

• 完成 y的轻儿子线段树的遍历并撤销所有操作后，继续完成 x的重链线段树的遍历，

完成后撤销所有操作。

通过以上步骤，我们解决了以 x为根的子树内的所有询问。

4.5 复杂度分析

总共进行了 O(m + q log q) 次线段树上的区间覆盖，区间拆分到线段树的节点上就是

O((m + q log q) log q) 次加边操作，每次加边操作需要调用并查集，因此总的时间复杂度为

O(n + (m + q log q) log q log n)。

每次的加边操作会造成 O(1)次的集合信息修改，而为了撤销修改操作，需要保存修改

操作的信息，因此空间复杂度为 O(n + (m + q log q) log q)。
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5 总结

本文简要介绍了通过线段树分治与可撤销并查集相结合，维护连通块信息的一类算法，

以及通过与树链剖分相结合，实现版本树上的信息分解，从而解决可持久化问题的方法。

线段树分治和可撤销数据结构的应用远不止于此。希望本文能让读者对线段树分治在

离线解决问题时的功能有更深的了解，也希望感兴趣的读者能继续研究。
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浅谈连续型随机变量的相关问题

长沙市长郡中学周桓毅

摘 要

本文将介绍关于连续型随机变量问题的一些常见类型，并主要介绍其中的整数差分约

束类型，阐述解决该种类型已经现有的两种方法和笔者提出的分段积分多项式方法，并将

着重探讨分段积分多项式方法及其本质。
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1 前言

本文源于笔者在解决 PKUWC2021 D2T3 招新一题过程中发现了一个比标算要更优的
做法，对此，笔者对其进行了深入研究。本文将讲述由该题所引出的连续型随机变量问题，

第三，四章将通过对仅存在偏序关系的类型与整数差分约束类型两种连续型随机变量问题

的常见类型，介绍信息学竞赛主流的解决连续型随机变量问题的方法，第五章将介绍笔者

在解决 PKUWC2021 D2T3招新一题过程中发现的一个的多项式，笔者将其命名为积分多项
式，第六章将介绍该多项式在解决一些连续型随机变量问题的一种全新的方法，第七章则

探讨了积分多项式的本质，第八章则进行总结。

2 定义

定义 2.1 (连续型随机变量). 对于随机变量 X，如果存在一个非负的可积函数 f (x)，使

得对于任意实数 x，都有 P(X ≤ x) =
∫ x

−∞ f (t)dt，则称 X 为连续性随机变量，并定义 f (x)为

X的概率分布密度函数。

定义 2.2 (连续型随机变量的数学期望). 设连续型随机变量 X 的概率分布密度函数为

f (x)，若
∫ +∞
−∞ t f (t)dt绝对收敛，则称

∫ +∞
−∞ t f (t)dt的值为连续型随机变量 X的数学期望。

3 仅存在偏序关系的类型

对于连续型随机变量问题的研究，考虑先从最简单的问题，仅存在偏序关系的类型入

手。

为了更好的描述问题，这里先作一些简单的定义：

定义 3.1 (仅存在偏序关系). 当一些对实数序列 a的不等关系约束中仅存在形如 ai < aj

或 ai ≤ aj 的形式时，称这些不等关系约束仅存在偏序关系。
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定义 3.2 (偏序关系生成矩阵). 对于一个长为 n的实数序列 x，定义其偏序关系生成矩

阵 M(x)为一个 n × n的布尔矩阵满足 M(x)i, j = [xi < x j]。

定义 3.3 (实数的取模运算). 对于一个实数 r，定义其对一个正整数 m取模的结果为一

个在 [0,m)间的实数 r′满足 |r−r′ |
m 为整数，不难证明 r′是存在且唯一的，并记作 r mod m = r′。

3.1 问题的引入

先看一道被称为欧拉数的经典问题：

例题 3.1 (欧拉数问题1). 给定 n，对于每一个整数 k ∈ [0, n − 1]，求有多少个 n阶排列 p

满足
∑n−1

i=1 [pi < pi+1] = k，对 998244353取模。

n ≤ 106。

该问题存在多种方法，如拓扑序容斥，连续型随机变量方法等，这里着重介绍第二种。

引理 3.1. 对于一个定义域为 n × n 的 01 矩阵的权值函数 W，对于一个有 n 个元素的

每个元素在 (0, 1)之间均匀随机的实数序列 x，则W(M(x))的期望恰好等于所有 n阶排列中

W(M(p))的期望。

证明. 考虑对于每一个 n阶排列 p，如果 x满足 M(x) = M(p)，令 q = p−1，则根据偏序关系

生成矩阵的定义可以得到 i ∈ [1, n − 1]均有 xqi < xqi+1，通过积分 n轮来求解其出现的概率，

由于在第 i轮积分时会乘上一个 1
i，所以可以得到该条件出现的概率为

1
n!，故对于每一个排

列 p，满足 M(x) = M(p)的概率恰好为 1
n!。

而对于序列 x，有 P(xi = x j) = 0，所以添加条件 x互不相同不会对结果产生影响，对

于每一个满足 x互不相同的序列 x都存在一个排列 p满足 M(x) = M(p)(将 x离散化即可得

到)，那么就有：

E(W(M(x))) =
∫ 1

x1=0

∫ 1

x2=0
...

∫ 1

xn=0
W(M(x))dx1dx2...dxn

=
∑

p

W(M(p))
n!

=

∑
p W(M(p))

n!
= E(W(M(p)))

(1)

□

根据引理 3.1，实际上可以将引入问题转化为对于一个 n个数每一个数均为 [0, 1]之间

均匀随机生成的实数序列 x，求
∑n−1

i=1 [xi < xi+1] = k的概率，最后将答案乘以 n!即可。

1luogu P5825改
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考虑定义一个长度为 n的序列 y满足 yi = (xi − xi−1) mod 1(其中定义 x0 = 0)，那么有
n∑

i=1

yi =

n∑
i=1

(xi − xi−1) mod 1

=

n∑
i=1

xi − xi−1 + [xi < xi−1]

= xn +

n∑
i=1

[xi < xi−1]

= xn +

n∑
i=2

[xi < xi−1]

(2)

根据对称性则可以得到 ⌊∑n
i=1 yi⌋ =

∑n
i=2[xi < xi−1]，而又有 P(⌊∑n

i=1 yi⌋ = k) = P(
∑n

i=2[xi <

xi−1] = k) = P(
∑n−1

i=1 [xi < xi+1] = k)，所以我们实际上仅需求出 P(⌊∑n
i=1 yi⌋ = k)即可。

不难证明 y也是 n个数的每个数均为 (0, 1)之间均匀随机生成的实数序列，且存在与 x的

双射，而考虑到实际上我们仅需求出
∑n

i=1 yi落在 [k, k+1)的概率，即
∫ 1

y1=0

∫ 1

y2=0
...
∫ 1

yn=0
[
∑n

i=1 yi ∈
[k, k + 1)]dy1dy2...dyn。

通过简单容斥可以得到

ans =
∑

S⊆{1,2,...,n}
(−1)|S |

∫ +∞

y1=[1∈S ]

∫ +∞

y2=[2∈S ]
...

∫ +∞

yn=[n∈S ]
[

n∑
i=1

yi ∈ [k, k + 1)]dy1dy2...dyn

=

n∑
i=0

(
n
i

)
(−1)i

∫ +∞

y1=0

∫ +∞

y2=0
...

∫ +∞

yn=0
[

n∑
i=0

yi ∈ [k − i, k + 1 − i)]dy1dy2...dyn

=

k∑
i=0

(
n
i

)
(−1)i (k + 1 − i)n − (k − i)n

n!

(3)

最后乘上 n!即
∑k

i=0

(
n
i

)
(−1)i((k+ 1− i)n − (k− i)n)，可以使用一次卷积轻松做到 O(n log n)。

3.2 将连续型随机变量转化为排列

通过对上述问题的探讨可以发现当约束仅有偏序关系的形式时，可以将排列与连续型

随机变量作相互的转化，这样可能可以使得问题得到简化。

例如上述问题中将排列转化为了连续型随机变量从而得到了一个非常简单的推导，下

面再来看一些将连续型随机变量转化为排列的简单例题，来看一下这种方法在仅存在偏序

关系的连续型随机变量问题的实用效果：

例题 3.2 (树上的随机2). 有一个由 n个变量组成的序列 x，其中每一个变量在 [0, 1]之

间均匀随机生成，现在有 n − 1组限制，每组限制形如 xi ≤ x j，保证将所有限制视为从 i到

j的无向边后原图为一个连通图，求满足所有限制的概率，对 109 + 7取模。

2原创
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n ≤ 2000。

发现可以将 x视作一个排列 p，这样问题就变为了有若干组形如 pi < pj 的限制，且限

制在视为无向边后构成了一棵树。这是一个经典问题，考虑取 1为根，对每一条不是父亲向

儿子朝向的有向边进行容斥，这样偏序关系的图就变为了若干个外向树森林，概率为 1∏n
i=1 szi
。

容斥时需要通过树形 dp对每一个点 x记录当前 x子树的子树大小，复杂度 O(n2)。

然而一些问题看上去并不是仅存在偏序关系的类型，但通过非常简单的转化就可以变

成仅存在偏序关系的类型：

例题 3.3 (Tenzing and Random Real Numbers3). 有 n 个在 [0, 1] 之间均匀随机的变量

x1,2,...,n，有 m 组限制，每组限制形如 xi + x j ≤ 1 或 xi + x j ≥ 1，求满足所有限制的概率，

对 998244353取模。

n ≤ 20。

首先原问题并不是一个偏序关系的形式，考虑进行一些变换使其变成具有偏序关系的

形式，令 yi = |xi − 0.5|，那么限制实际上等价于若 yi < y j，那么如果存在限制 xi + x j ≤ 1则

x j ≤ 0.5；如果存在限制 xi + x j ≥ 1，则 x j ≥ 0.5。

将 y视作一个排列 p，将 x j ≤ 0.5视为 A型点，x j ≥ 0.5视为 B型点 (由于 P(x j = 0.5) = 0，

可以限制 x j � 0.5，不会对结果产生影响)，那么相当于对于 pi < pj时，若存在 xi + x j ≤ 1的

限制时，则要求 j为 A型点；若存在 xi + x j ≥ 1的限制时，则要求 j为 B型点， j取 A, B型

点的概率各为 1
2。

通过对 j的约束条件可以非常简单的算出 j满足所有限制的概率，仅需作一个 O(2nn)

的一个状压 dp即可。

4 整数差分约束的类型

在很多连续型随机变量问题的限制并不是单纯的仅存在偏序关系的限制，这里再探讨

一种比该限制要更强的一种限制：aj − ai ≤ c(其中 c为一个整数)，为了更好的描述问题，这
里先作一些简单的定义：

定义 4.1 (整数差分约束). 当一些对于实数序列 a的不等关系约束中仅存在形如 ai−aj ≤
c或 ai − aj ≥ c(其中 c为整数)的形式时，称这些不等关系约束构成了整数差分约束。

4.1 标准模型

在整数差分约束问题中，此时单纯的将连续型随机变量和排列进行转化的方法将不再

适用，下面看一个标准的例题，并探讨解决该类问题的两种通用型方法，后文中绝大部分的

连续型随机变量问题都将围绕着整数差分约束问题展开。

3CF1842H
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例题 4.1 (新年的五维几何4). 设 x1, x2, ..., xn是 n个实数变量，其中第 i个变量 xi在区间

[li, ri]内均匀随机生成，所有 li和 ri均为给定的整数且 li ≤ ri(约定 li = ri时，[li, ri]表示单元

素集合 {li}。
给定 n× n的整数矩阵，矩阵的每个元素代表一个约束，其中第 i行第 j列的元素 ai, j代

表约束

xi − x j ≥ ai, j

求这 n × n个约束同时被满足的概率，当答案与参考答案的绝对误差不超过 10−7 时被

认为是正确的。

n ≤ 5，0 ≤ li, ri ≤ 10，−10 ≤ ai, j ≤ 10。

原问题的实数变量之间的约束显然是十分复杂的，直接得到一个简单的刻画是困难的。

不妨先考虑 li < ri的情况，注意到其中 ai, j是整数，而且 li与 ri的范围很小，如果对于

每一个变量 xi 如果已经事先确定好了其整数部分 yi = ⌊xi⌋，令其小数部分为 zi = xi − yi，可

以认为 z是 [0, 1)之间的连续型随机变量。

考虑现在约束条件变成了什么，如果有 yi − y j ≤ ai, j − 1，由于有 zi − z j < 1此时一定有

xi − x j ≤ ai, j，所以当 yi − y j ≤ ai, j时概率一定为 0；而当 yi − y j ≥ ai, j + 1时，由于 zi − z j > −1，

一定有 xi − x j ≥ ai, j，故此时该限制恒成立。

现在仅需考虑 yi − y j = ai, j 所产生的限制，不难发现等价于 zi − z j ≥ 0，即 zi ≥ z j，这相

当于有 n个 [0, 1)之间均匀分布的随机变量，有若干组限制，求这些限制均满足的概率，按

照前一部分的方法跑一个 O(2nn)的简单状压 dp即可。
然而事情还没有结束，我们还忽略了 li = ri 的情况，但实际上由于此时 xi 的取值是确

定的，则对于 x j 要求其一定要落在 [xi + aj,i, xi − ai, j]中，可以将这个与 [l j, r j]，如果出现了

l j = r j 再继续增广，直到均满足 li < ri 即可。

于是复杂度可以做到 O((r − l + 1)n2nn)，可以发现这样的做法是依赖于值域较小的性质

的。

对于这种整数差分约束的情况，在上述做法中，我们将一个实数拆分成了整数部分和

小数部分，其中当整数部分的取值确定时小数部分的限制仅存在偏序关系，这样可以将小

数部分的问题转化为排列问题，从而得到一个较好的解决。

但这还不够，实际上可以在值域上可以做到更优：

例题 4.2 (新年的五维几何加强版5). 设 x1, x2, ..., xn 是 n个实数变量，其中第 i个变量 xi

在区间 [li, ri]内均匀随机生成，所有 li 和 ri 均为给定的整数且 li ≤ ri(约定 li = ri 时，[li, ri]

表示单元素集合 {li}。

4UOJ352
5UOJ352加强版
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给定 n× n的整数矩阵，矩阵的每个元素代表一个约束，其中第 i行第 j列的元素 ai, j代

表约束

xi − x j ≥ ai, j

求这 n × n个约束同时被满足的概率，对 998244353取模。

n ≤ 8，0 ≤ li, ri ≤ 1016，−1016 ≤ ai, j ≤ 1016。

先用前面的方法将 li = ri 的变量去除，下面认为 li < ri，考虑设一个元 x0 = 0，则

li ≤ xi ≤ ri 相当于 xi − x0 ≥ li, x0 − xi ≥ −ri，令 ai,0 = li, a0,i = −ri。

考虑逐步的消除变量，考虑对变量 n的限制条件是什么，即有对于 0 ≤ i < n有 xi+an,i ≤
xn ≤ xi − ai,n，那么对于任意的 0 ≤ i, j < n有 xi + an,i ≤ x j − aj,n，则可以对前 n − 1个变量添

加约束条件 x j − xi ≥ an,i + aj,n。

考虑对于 xn的约束，由于有了对前 n− 1个变量的额外约束条件，所以左约束一定小于

等于右约束，可以让右约束减去左约束即可得到答案，每次分别枚举取到右约束的最紧的约

束和取到左约束的最紧的约束，共 2(n−1)种方法，并对紧约束本身再添加新的约束。以左约

束为例，如果枚举到 d为最优的约束，则有对于 i � d有 xd−ad,n ≥ xi−ai,n即 xi−xd ≤ ai,n−ad,n。

然后 xn 就可以不用考虑了，将其删除不断的搜索变为子问题，则可以得到 O(n!2n)个

问题，对这些问题，令枚举最紧约束所对应变量的下标为 f ai，则每一个约束都形如对于

1 ≤ i ≤ n，有 0 ≤ xi ≤ x f ai + ci，求 x的测度之和，不难发现其构成了一个树形结构，考虑在

上面进行自底而上的树形 dp，对于每一个节点 d维护 xd = y是所对应的测度的多项式 fd(y)，

那么有 fd(y) =
∏

w∈son(d)

∫ y+cw

z=0
fw(z)dz，通过积分和卷积即可维护。

最终仅需求出 f0(0)即可，但需要将其转变为普通的概率需要乘上 1∏n
i=1(ri−li)

，每一次跑

树形 dp的复杂度为树形背包复杂度即 O(n2)，故复杂度可以做到 O(2nn!n2)。

实际上所有整数差分约束问题就都可以用这种方法做到 O(2nn!n2)的复杂度了，实用性

是非常强的。

上述做法实际上不难扩展到一般的差分约束的版本，即 c为任意实数的情况，但在不

取模的情况下带来的精度误差往往是比较大的，所以实际上在很多连续型随机变量问题中

主要考虑的是整数差分约束的情况而不是一般的差分约束。

4.2 特殊限制

但不难发现对于标准整数差分约束问题的将约束关系逐步转化为树的方法往往只能够

做变量个数 n很小的范围，复杂度带的 n!因子实际上是非常高的，然而在很多问题中限制

是比较特殊的，从而可以做到更优的时间复杂度。

下面探讨几个特殊的例子，在值域较小时上述的第一种方法即将一个数拆分成整数部

分和小数部分的做法是具有更好的拓展性的，下文将加以介绍。值得一提的是如果采用上

述的第二种方法即将约束关系逐步转化为树的方法可以在下面两题中分别做到 O(2nn2) 于

2025 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 7
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O(3nn!n2)而不依赖于值域，但实际上在第六章中会讲述这两个问题不依赖值域的低复杂度

做法，所以这里不在此展开。

例题 4.3 (招新6). 在一条数轴上一次加入 n条线段，每一条线段的长度均为 k，每一条

线段的左端点为一个 [0,m]间均匀随机的实数，求不存在一个位置同时被三个及其以上的

位置覆盖的概率，对 p取模。

n ≤ 50, k ≤ m ≤ 150, 108 < p ≤ 109 + 9。

不难发现如果将所有线段左端点所在位置对应的实数排成一个长度为 n的序列 x，如果

令 x从小到大的排序结果为 y，则原问题的限制等价于 yi−1 ≤ yi, yi − yi−2 > k，考虑先计算 y

的概率，再将结果乘以 n!。

令 zi = ⌊yi⌋,wi = yi − zi，则不难得到 zi−1 ≤ zi, zi − zi−2 ≥ k，且有 zi−1 = zi 时 wi−1 ≤ wi，

zi − zi−2 = k时 wi−2 < wi，这样如果我们如果事先确定好了 z序列，建立好对 w的约束后，将

其化为排列后就只需要求出随机一个合法的 w其满足所有限制的概率。

先考虑 z 确定时如何计算合法的 w 的方案数，考虑令 dpi, j,t 表示考虑了 [1, i] 的元素，

wi−1在 [1, i]的排名为 j，wi在 [1, i]的排名为 t的概率，转移分类讨论 i+ 1插入的位置即可，

在插入时要求与 i − 1, i的偏序关系要合法，这部分容易使用前缀和优化至 O(n3)。

考虑 dp套 dp的思想，在外层 dp中再记录 zi的取值，将 dp定义修改为 dpi, j,t,l,m表示考

虑了 [1, i]的元素，zi−1 = j, zi = t，wi−1 在 [1, i]的排名为 l，wi 在 [1, i]的排名为 m的概率，

在添加时对于 zi+1不为 t与 t + k的部分，由于不会新增约束所有 zi+1对内层 dp的转移等价，
可以朴素的使用前缀和进行解决。

直接这样做复杂度为 O(n3m2)，可能无法通过，但注意到在 dp过程中如果当 t− j > k时

将 j设置为 t − k − 1不会对状态产生影响，这样复杂度就降为了 O(n3mk)了。根据题意不难

得到只有当 nk ≤ 2m时概率才会非 0，这部分可以事先判掉，于是复杂度可以做到 O(n2m2)。

例题 4.4 (Arcs on a Circle7). 有一个长度为 C的圆，在上面画了 n个弧，弧 i有长度 li 。
每一条弧 i随机均匀地放置在圆上：选择圆上的一个随机实点，然后出现一条以该点为

中心的长度为 li 的弧，弧是独立放置的，例如，它们可以相互交叉或包含。

现在问你圆的每一个实点被至少一个弧覆盖的概率是多少？(注意一条弧覆盖了它的两
个端点)，答案合法当且仅当与标准答案的绝对误差 ≤ 10−11。

2 ≤ n ≤ 6, 2 ≤ C ≤ 50, 1 ≤ li < C。

考虑如何判定合法性，考虑将 l1的左端点位置将环断开，令第 i个弧向顺时针方向的左端

点的位置为 xi，将所有弧按照 x从小到大排序，那么则有对于 [2, n]内的整数 d，maxd−1
i=1 (xi+li) ≥

xd，且 maxn
i=1(xi + li) ≥ C。

按照前一题的方法套路性的转化为整数部分和小数部分后，枚举小数部分偏序关系全

排列 p，然后对所有弧进行状压 dp，令 dpx,S ,d,r 表示处理坐标在 [0, x]的部分时，已经加入

6PKUWC2021 D2T3
7AGC020F
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了集合 S 中的弧后 xi + li的最大值的整数部分为 d，小数部分对应在排列中的排名为 r的概

率，在同一位置加入弧时一定要按照小数部分的排名从小到大的顺序加入。

复杂度于是可以做到 O(2n−1n2C2(n − 1)!)。

然而实际上这个做法有一个明显不优的地方，一开始枚举的 (n − 1)!种全排列带来了较

高的复杂度，实际上这部分是可以放在 dp内部的，考虑令 dpx,S ,d,r 表示处理坐标在 [0, x]的

部分时，已经加入了集合 S 中的弧后 xi + li的最大值的整数部分为 d，小数部分在已经加入

的集合 S 中排名为 r的概率。

值得注意的是如果当当前位置恰好为 d 时则要求对于整数部分在该位置的所有段的小

数部分的排名中最小的一个要插入在 r 前面，此处需要多枚举在插入之前的 r 再在当前位

置跑一个额外的 dp。
于是复杂度可以做到 O(2n−1n3C2)，可以做更大的数据范围，如 n ≤ 11。

5 一类多项式的引入

在第二章标准模型介绍的两种方法中，第一种方法往往依赖于值域较小的性质，第二

种方法的时间复杂度往往随着变量个数增长而高速增长，对于变量很多但值域范围也非常

大的整数差分约束问题两种方法都将不再适用。实际上在很多具有特殊限制的整数差分约

束问题中，需要更强的工具来帮助我们完成相应的任务，笔者将引入一类特殊的多项式，在

本文中笔者将其命名为积分多项式 (Integral polynomials)来帮助解决连续型随机变量的相关
问题。

5.1 积分多项式的定义

定义 5.1 (非负域可导函数). 定义一个函数 f (x)为非负域可导函数，当且仅当 f (x)的定

义域为非负实数且 f (x)可导。

定义 5.2 (积分多项式算子). 对于一个定义域为非负域的多项式 f (x) =
∑n

i=0 aixi，定义积

分多项式算子 I满足 I f (x) =
∑n

i=0 aii!xi，同时定义积分多项式逆算子 I−1 f (x) =
∑n

i=0
ai
i! xi。

定义 5.3 (积分多项式). 如果对于一个非负域可导函数 f (x)，满足 f (x) 为一个多项式，

令 f (x) =
∑n

i=0 aixi，那么定义其积分多项式为 I f (x)，通常情况下 f (x)可以看做描述长度为

x的线段内部某种测度的函数，多项式的指数 i可以看作是线段内部某种元的数目，积分多

项式的作用在于使得 f (x)的一些操作得到更加简便的计算。

接下来分析一下一些非负域多项式函数的运算在积分多项式中所表达的意义：

2025 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 9
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5.2 非负域多项式函数的加减与数乘

引理 5.1. 若 h(x) = f (x) + g(x)，则有 Ih(x) = I f (x)) + Ig(x)。

引理 5.2. 若 h(x) = f (x) − g(x)，则有 Ih(x) = I f (x) − Ig(x)。

引理 5.3. 若 g(x) = k f (x)，则有 Ig(x) = kI f (x)。

证明十分显然。

实际上上述引理告诉了我们积分多项式算子是线性算子，当需要对某种描述测度的多

项式进行线性运算时仅需对其积分多项式进行相同的运算即可。

5.3 非负域可导函数的类卷积

两个积分多项式 f 与 g的乘法运算的意义看上去非常抽象，但可以考虑在解决连续型

随机变量问题时需要解决的一个非常重要的问题：两个描述连续型变量或随机过程内部测

度的函数的类卷积问题，在这里我们认为这些描述内部测度的函数均为非负域可导函数。

定义 5.4 (非负域可导函数的类卷积). 对于两个非负域可导函数 F(x)与G(x)，定义 F(x)

和 G(x)的类卷积为一个非负域可导函数 H(x)满足 H(x) = (
∫ x

y=0+
F′(y)G(x − y)dy) + F(0)G(x)，

将其记作 H(x) = F(x) ∗ G(x)，非常要注意的是类卷积与数学上卷积的定义是相似但是不同

的。

可以这样直观上来理解两个非负域可导函数的类卷积，一个长度为 y的线段内有若干

个元，一个长度为 z的线段中有若干个元，由于要求元的拆分的方式必须是唯一的，所以要

求 y线段的末端必须要有一个元，所以需要求一次导，然后用积分将其合并贡献导 x = y+ z

的长度上。

但 F(0)的信息在求导过程中将会被丢失，所以需要最后在加上一个 F(0)G(x)。

实际上这可以与普通型生成函数的无序拼接与指数型生成函数的有序拼接作类比，这

也是一种独特的关于连续型型随机变量组合对象的拼接方式。

而且可以证明非负域可导函数的类卷积满足如下性质：

引理 5.4. F(x) ∗G(x)的结果还是一个非负域可导函数。

引理 5.5. F(x) ∗G(x) = G(x) ∗ F(x)

引理 5.6. F(x) ∗G(x) ∗ H(x) = F(x) ∗ (G(x) ∗ H(x))

引理 5.7. F(x) ∗ (G(x) + H(x)) = F(x) ∗G(x) + F(x) ∗ H(x)

引理 5.8. 令 I(x) = 1(x ≥ 0)，则 F(x) ∗ I(x) = I(x) ∗ F(x) = F(x)。

2025 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 10
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由于证明较为繁琐且与本文关系不大，故在此略去，实际上绝大部分与卷积的证明是

相似的，可以参考 [6]中的证明。
同时为了让后文中的一些描述更加方便，我们再定义一下非负域可导函数类卷积的幂

次：

定义 5.5 (非负域可导函数类卷积的非负整数幂). 定义一个非负域可导函数 F(x)类卷积

的 k(k为一个非负整数)次幂为 G(x) = F(x)[k]，其中当 k = 0时 G(x) = [x = 0]，当 k > 0时

有 G(x) = F(x)[k−1] ∗ F(x)。

5.4 非负域多项式函数的类卷积

实际上对于非负域可导函数的类卷积，如果两个函数都是多项式，那么实际上仅需将

其积分多项式相乘即可，有如下引理成立：

引理 5.9. 若 h(x) = f (x) ∗ g(x)，则有 Ih(x) = (I f (x))(Ig(x))。

证明. 令 f (x) =
∑n

i=0 aixi, g(x) =
∑m

i=0 bixi, h(x) =
∑t

i=0 cixi，有

f (x) ∗ g(x) = (
∫ x

y=0+
f ′(y)g(x − y)dy) + f (0)g(x)

= (
∫ x

y=0

n−1∑
i=0

ai+1(i + 1)yi
m∑

j=0

bj(x − y) jdy) + a0

m∑
i=0

bixi

= (
n−1∑
i=0

ai+1(i + 1)
m∑

j=0

bj

∫ x

y=0
yi(x − y) jdy) + a0

m∑
i=0

bixi

= (
n−1∑
i=0

ai+1(i + 1)
m∑

j=0

bj

∫ x

y=0

j∑
t=0

yi

(
j
t

)
(−1)t x j−tytdy) + a0

m∑
i=0

bixi

= (
n−1∑
i=0

ai+1(i + 1)
m∑

j=0

bj

j∑
t=0

(
j
t

)
(−1)t x j−t

∫ x

y=0
yi+tdy) + a0

m∑
i=0

bixi

= (
n−1∑
i=0

ai+1(i + 1)
m∑

j=0

bj

j∑
t=0

(
j
t

)
(−1)t x j−t xi+t+1

i + t + 1
) + a0

m∑
i=0

bixi

= (
n−1∑
i=0

ai+1(i + 1)
m∑

j=0

bjxi+ j+1
j∑

t=0

(
j
t

)
(−1)t

i + t + 1
) + a0

m∑
i=0

bixi

(4)

2025 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 11



2025年信息学奥林匹克中国国家集训队论文           198 2025年信息学奥林匹克中国国家集训队论文           199

浅谈连续型随机变量的相关问题 长沙市长郡中学 周桓毅

令 L(i, j) =
∑ j

t=0

(
j
t

)
(−1)t

i+t+1，进行简单变形有：

L(i, j) =
j∑

t=0

(
j
t

)
(−1)t

i + t + 1

= (
j∑

t=1

(
j
t

)
(−1)t

i + t + 1
) +

1
i + 1

= (
j∑

t=1

(
(

j − 1
t − 1

)
+

(
j − 1

t

)
)

(−1)t

i + t + 1
) +

1
i + 1

= (
j∑

t=1

(
(

j − 1
t − 1

)
+

(
j − 1

t

)
)

(−1)t

i + t + 1
) +

1
i + 1

= (
j−1∑
t=0

(
j − 1

t

)
(−1)t+1

i + t + 1
+

j∑
t=1

(
j
t

)
(−1)t

i + t + 1
) +

1
i + 1

= −
j−1∑
t=0

(
j − 1

t

)
(−1)t

i + t + 1
+

j∑
t=0

(
j
t

)
(−1)t

i + t + 1

= L(i, j − 1) − L(i + 1, j − 1)

(5)

对于 j很小的情况有 L(i, 0) = 1
i+1 , L(i, 1) = 1

(i+1)(i+2) , L(i, 2) = 2
(i+1)(i+2)(i+3) , L(i, 3) = 6

(i+1)(i+2)(i+3)(i+4)，

可以猜想 L(i, j) = j!
(i+1) j =

i! j!
(i+ j+1)!。

可以通过递推式归纳证明，j = 0的情况显然成立，对于 j > 0，此时已经有 L(i, j− 1) =
i!( j−1)!
(i+ j)! , L(i + 1, j − 1) = (i+1)!( j−1)!

(i+ j+1)! ，那么 L(i, j) = L(i, j − 1) − L(i + 1, j − 1) = i!( j−1)!
(i+ j)! −

(i+1)!( j−1)!
(i+ j+1)! =

i!( j−1)(i+ j+1)−i!( j−1)!(i+1)
(i+ j+1)! =

i! j!
(i+ j+1)!

将 L(i, j) = i! j!
(i+ j+1)! 再重新带入 (4)得：

f (x) ∗ g(x) = (
n−1∑
i=0

ai+1(i + 1)
m∑

j=0

bjxi+ j+1
j∑

t=0

(
j
t

)
(−1)t

i + t + 1
) + a0

m∑
i=0

bixi

= (
n−1∑
i=0

ai+1(i + 1)
m∑

j=0

bjxi+ j+1 i! j!
(i + j + 1)!

) + a0

m∑
i=0

bixi

= (
n−1∑
i=0

ai+1

m∑
j=0

bjxi+ j+1 (i + 1)! j!
(i + j + 1)!

) + a0

m∑
i=0

bixi

= (
n∑

i=1

ai

m∑
j=0

bjxi+ j i! j!
(i + j)!

) + a0

m∑
i=0

bixi

=

n∑
i=0

m∑
j=0

aib j
i! j!

(i + j)!
xi+ j

(6)

而有 f (x) ∗g(x) = h(x)，则可知 ck =
∑n

i=0
∑m

j=0[i+ j = k]aib j
i! j!
k! ，则有 k!ck =

∑n
i=0
∑m

j=0 i! j!aib j =

(
∑n

i=0 i!ai)(
∑m

i=0 i!bi)，将其乘上 xk后作求和可以得到
∑t

i=0 i!cixi = (
∑n

j=0 j!ajx j)(
∑m

j=0 j!bjx j)，即

有 Ih(x) = (I f (x))(Ig(x))。 □
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这告诉了我们实际上如果要将两个非负域多项式函数作类卷积，实际上就仅需将它们

的积分多项式相乘即可。

6 积分多项式的应用

6.1 分段积分多项式

在上文中我们已经论述了积分多项式算子为线性算子，而且将两个描述内部测度的非

负域多项式函数的进行类卷积运算就对应着将积分多项式相乘，所以自然而然的其他的复

杂运算也有了它们的定义。

然而在实际的应用中，仅仅用一个多项式不足以描述一个连续型随机变量或一个随机

过程内部测度的函数，在很多情况下它们都是一个分段的多项式，下面定义分段积分多项

式:

定义 6.1 (分段多项式). 定义一个非负域可导函数 F(x)为分段多项式当且仅当其可以写

为 F(x) =
∑n

i=1 fi(x − li)[x ≥ li]的形式，且满足所有 li 均为非负实数，每个 fi(x)均为非负域

多项式。

定义 6.2 (分段积分多项式算子). 对于分段多项式 F(x) =
∑n

i=1 fi(x− li)[x ≥ li]，定义分段

积分多项式算子 I满足 IF(x) =
∑n

i=1 I fi(x − li)[x ≥ li]。

定义 6.3 (分段积分多项式). 如果分段积分多项式 F(x)，定义其分段积分多项式为IF(x)，

通常情况下 F(x)可以看做描述长度为 x的线段内部某种测度的函数，指数 i仍然可以看作

是线段内部某种元的数目，一般的非负域多项式往往比较简单，不能够描述处理一些较为

复杂的连续型随机变量或随机过程，而由于分段多项式可以描述更多复杂的连续型随机变

量或随机过程内部的测度，分段积分多项式较普通的积分多项式更加强大。

由于分段积分多项式的段可能非常的繁多，很多时候都是二维，三维，甚至多维的多项

式运算，这意味着它的复杂度很有可能会带若干个 n因子，但通常情况下复杂度与值域无

关。

6.2 具体应用

在第三章中，我们举例了两个在整数差分约束问题在特殊限制下的例题，接下来我们

看一下积分多项式以及分段积分多项式在这两个例题中的具体表现：

例题 6.1 (招新加强版8). 在一条数轴上一次加入 n条线段，每一条线段的长度均为 k，每

8PKUWC2021 D2T3加强版
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一条线段的左端点为一个 [0,m]间均匀随机的实数，求不存在一个位置同时被三个及其以

上的位置覆盖的概率，对 998244353取模。

n ≤ 250, k ≤ m ≤ 1018。

考虑换一个角度思考这个问题，将其看作在一个线段中撒了 n个点，如果两个点 x, y满

足 |x − y| ≤ k则连一条边，则原问题的限制条件相当于这个图是一个二分图，考虑先假设点

的位置序列 x满足 xi < xi+1，求出其测度之后再修正为概率。

考虑使用二分图计数的技巧，先定义原二分图所有染色方案的内部测度的函数为 F(x)，

不难发现这就相当于将其点集划分成了 A, B两个独立的集合，满足 A为一个独立集，B也

为一个独立集，不难发现实际上仅需枚举每组 (|A|, |B|)的取值求相应的伴随函数的平移之和
即可得到。

考虑对每一组满足 a + b > 0 的 (a, b) 计算 |A| = a, |B| = b 所对应内部测度的函数，

经过分析不难得到 fa,b(x) = (x−k(a−1))a(x−k(b−1))b

a!b! (x ≥ k(max(a, b) − 1))，但此时 x 的定义域为

x ≥ k(max(a, b) − 1)，与非负域可导函数的定义域不同，所以要进行一些微调。

考虑将定义变为 fa,b(x) = (x+k(max(a,b)−1)−k(a−1))a(x+k(max(a,b)−1)−k(b−1))b

a!b! (x ≥ 0)，不妨令 a ≤ b，则

有 fa,b(x) = (x+k(b−a))a xb

a!b! (x ≥ 0)，并取相应的 la,b = k(max(a, b)−1)，则有 F(x) =
∑n

a=0
∑n−a

b=0[a+b >

0][x ≥ la,b] fa,b(x − la,b)，同理有 IF(x) =
∑n

a=0
∑n−a

b=0[a + b > 0][x ≥ la,b]I fa,b(x − la,b)，此时我们

仅需让 IF(x)进行一系列运算再还原即可。

但这显然是不够的，由于要求恰好有 n 个点的方案数，所以要设置一个元 y，最后求

[yn]F处的取值。而且由于是分段积分多项式，但段点一定形如 kd(0 ≤ d ≤ n− 1)的形式，所

以需要再设置一个元 z，如果取到 [zd]F 且 kd ≤ m则可以在 m − kd代入积分多项式中。

即实际上我们需要定义一个三元多项式 F̃(x, y, z)，有 F̃(x, y, z) =
∑n

a=0
∑n−a

b=0[a+b > 0][x ≥
la,b]I fa,b(x− la,b)ya+bzla,b，但这仍然是有问题的，在 zA与 zB相乘时指数实际上还会增加 1，因

为要求两个段在拼接时还要求其中要有 k的间隔。

所以可以修改为 kd在 [zd+1]F̃(x, y, z)处产生贡献，即可将 F̃(x, y, z)修改为满足 F̃(x, y, z) =∑n
a=0
∑n−a

b=0[a + b > 0][x ≥ la,b]I fa,b(x − la,b)ya+bzla,b+1。

并定义 G̃(x, y, z)表示连通二分图的内部测度的多元函数，H̃(x, y, z)表示二分图的内部

测度的多元函数，那么有 H̃(x, y, z) = G̃(x,y,z)
1−G̃(x,y,z)

, F̃(x, y, z) = 2G̃(x,y,z)
1−2G̃(x,y,z)

(需要注意的是这里的运算
不是 exp因为段与段的拼接是无序的，这与 EGF的有序拼接是不同的)，联立两式可以得到

H̃(x, y, z) =
F̃(x,y,z)−1
2F̃(x,y,z)

1− F̃(x,y,z)−1
2F̃(x,y,z)

=
F̃(x,y,z)

F̃(x,y,z)+2
，最后仅需要求出

∑n
a=0
∑n

b=1[xaynzb]H̃(x, y, z) [m≥k(b−1)](m−k(b−1))a

a! 即

可，注意还需乘上 n!
mn 将测度转变为普通的概率。

直接进行三维多项式求逆可以做到 O(n3 log n)，但这个做法常数太大了，无法通过。更

好的方法实际上是注意到如下事实：对于多项式的非 0项 xaybzc，则有 ⌈ b
2 ⌉ ≤ a ≤ c ≤ b，将

a变形为 b − a，c变形为 b − c，这样有 0 ≤ a ≤ c ≤ ⌊ b
2 ⌋。

对 x, z使用拉格朗日插值法，对 y这一维跑暴力求逆，由于 b, c的值域 ≤ ⌊ n
2 ⌋，对于每

一维仅需代入 ⌊ n
2 ⌋ + 1个点值，即仅需代入 (⌊ n

2 ⌋ + 1)2 个点值，虽然复杂度为 O(n4)，但常数

十分的小，可以通过 n ≤ 250的数据范围。
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例题 6.2 (Arcs on a Circle加强版9). 有一个长度为 C 的圆，在上面画了 n个弧，弧 i有

长度 li 。
每一条弧 i随机均匀地放置在圆上：选择圆上的一个随机实点，然后出现一条以该点为

中心的长度为 li 的弧，弧是独立放置的，例如，它们可以相互交叉或包含。

现在问你圆的每一个实点被至少一个弧覆盖的概率是多少？(注意一条弧覆盖了它的两
个端点)，你只需要求出这个概率对 109+7取模的结果即可，数据保证概率的分母不为 109+7

的倍数。

2 ≤ n ≤ 12, 2 ≤ C ≤ 1018, 1 ≤ li ≤ min(C − 1, 1016)。

同样换一个角度思考这个问题，考虑不合法的情况，相当于存在一个点没有被覆盖，考

虑先取 x = 0这个位置进行考虑，如果 x = 0没有被覆盖，那么一定不合法，该事件发生的

概率为
∏n

i=1
C−li

C 。

对于剩下的不合法的情况就一定满足存在一个段跨过了 x = 0的部分，考虑将所有有交

的弧之间连边，那么可以认为跨过 x = 0的极大连通块的最左部点 p没有被覆盖，将这个位

置断开，则变为了一个链的问题。

考虑先确定好一个以 p为最左端点的链，这个链中有若干个连通块，那么我们要求最

左边的连通块的左端点一定要在最左侧，那么合法的 p则有左端点长度的放置方案。

令一个分段多项式 FS (x) 表示集合 S 中的弧构成内部测度的函数，令 S 中所有弧中 l

最大的为 hS，则根据前一题的方法可以得到 fS (x) =
∏

i∈S (x + lhS − li)(x ≥ 0)，FS (x) = [x ≥
lhS ] fS (x − lhS )。

同样将其扩展到多元多项式，考虑定义 F̃(x, y, z) =
∑

S∈{1,2,..,n}}[x ≥ ld]I fS (x− ld)yS z{hS }，其

中 x表示积分多项式的次数，作普通的序列卷积，y, z分别表示所有弧构成的集合，以及构

成积分多项式的段的集合，作子集卷积。

令 G̃(x, y, z)表示要求集合内的弧构成连通块的内部测度的函数，由 F̃(x, y, z) = G̃(x,y,z)
1−G̃(x,y,z)

可得 G̃(x, y, z) = F̃(x,y,z)
1+F̃(x,y,z)

，由于只有当 z = {hy}时才有值，则直接暴力枚举子集的复杂度为
O(4nn2)。

考虑如何求解答案，注意我们需要将其乘上第一段长度并且强制第一段左端点取到首，

可以先用两次导将其变成首尾都有点乘上长度后再积分回去使得右端点不一定取到末，即

令 H̃(x, y, z) = ∂
2(I−1

x G̃(x,y,z))
∂x2 ，此时对 H̃(x, y, z)进行对于长度的点乘。

但是直接点乘 x 实际上是不对的，因为如果在分段多项式的一项为 [xiy jzk] 则已有的

长度实际上是 x +
∑

d∈k ld，令 res =
∑

d∈k ld，则需要将该项点乘上 x + res，即对于多项式

W̃(x, y, z)，我们需要将其变为 R̃(x, y, z)满足 R̃(x, y, z) =
∑n

i=0
∑

j∈{1,2,...,n}
∑

k⊂ j([xiy jzk]W(x, y, z))(x+∑
d∈k ld)xiy jzk。

则要求的答案即为 W̃(x, y, z) = (Ix(
∫

R̃(x, y, z)dx))(F̃(x, y, z)+1)，但这样仍然是不对的，对

I−1
x G̃(x, y, z))进行求 x的二次偏导所丢失的 [x1]G(x, y, z)需要特殊修正，对于实际问题分析发

9AGC020F加强版
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现对于 [x1yiz j]G(x, y, z)则其会乘上 (
∑

d∈ j ld)xiy jzk再在Ix(
∫

R̃(x, y, z)dx)加上一个额外的增量，

常数项无需修正因为根据上文的运算常数项恒为 0，因此可以将 W̃(x, y, z)最终的式子整理为

W̃(x, y, z) = ((Ix(
∫

R̃(x, y, z)dx)) +
∑

i∈{1,2,...,n}
∑

j⊂i([x1yiz j]G(x, y, z))(
∑

d∈ j ld)x1yiz j)(F̃(x, y, z) + 1)。

最终需要让 ans额外减的值其实是
∑n

i=0
∑

j∈{1,2,..,n}[xiy{1,2,...,n}z j]W̃(x,y,z)i![C≥∑x∈ j lx](C−∑x∈ j lx)i

Cn ，直接对每

一步暴力枚举子集实现 O(4nn2)的做法就可以通过了，使用拉格朗日插值可以优化掉一个 n

因子做到 O(4nn)，但是只是快了一点，对 z这一维 dp，对 y这维子集卷积优化还可以优化

到 O(3nn3)，但是由于常数很大变得更慢了。

6.3 对三种连续型随机变量解决方法的对比

接下来，我们将把将一个数转化为整数部分和小数部分的方法 (方法 A)，将约束关系转
化为树的方法 (方法 B)，和分段积分多项式方法 (方法 C)在整数差分约束问题上最优时间
复杂度的表现进行一些比较：

方法 新年的五维几何 招新 Arcs on a Circle

A O(2nVnn) O(n2V2) O(2nn3V2)

B O(2nn!n2) O(2nn2) O(3nn!n2)

C ­ O(n3 log n) O(3nn3)

由此可以看出在一些具有特殊限制的整数差分约束问题中分段积分多项式方法的时间

复杂度是十分优秀的，但无法解决一般的整数差分约束问题。

7 积分多项式的本质

7.1 指数加权积分变换的引入

上述积分多项式的构造不禁让人联想，对于一般的非负域可导函数是否也存在类似的

构造，在经过一些思考后笔者发现是存在的，而积分多项式仅仅是它在特殊情况下的一种

表现形式，下面笔者将其命名为指数加权积分变换的积分变换：

定义 7.1 (指数加权积分变换). 对于一个定义域在 [0,+∞)的函数 f (x)，定义其指数加权

积分变换的结果为函数 F(x) =
∫ +∞

y=0
f (xy)e−ydy，记作 F(x) = E f (x)，值得注意的是该变换虽

然与拉普拉斯变换虽然相似，但是不是拉普拉斯变换，同时将称 E为指数加权积分变换算
子。

在引出本章之前，先介绍一个概念：

定义 7.2 (伽玛函数). 定义伽玛函数为 Γ(n) =
∫ +∞

y=0
yn−1e−ydy(n > 0)，有性质 Γ(n + 1) =

Γ(n)n，当 n为正整数时满足 Γ(n) = (n − 1)!。
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引理 7.1. 若 H(x) = F(x) ∗G(x)，则 EH(x) = (EF(x))(EG(x))。

证明.
EH(x) =

∫ +∞

y=0
H(xy)e−ydy

= (
∫ ∞

y=0

∫ ∞

z=0+
F′(z)G(xy − z)e−ydz) +

∫ +∞

y=0
F(0)G(xy)e−ydz

= (
∫ ∞

z=0+

∫ +∞

w=0
F′(z)G(w)dze−

z+w
x d

z + w
x

) + F(0)
∫ +∞

y=0
G(xy)e−ydz

= (
∫ +∞

z=0+

∫ +∞

w=0
F′(z)G(w)dze−

z+w
x

1
x

dw) + F(0)EG(x)

=
(
∫ +∞

z=0+
F′(z)e−

z
x dz)(
∫ +∞

w=0
G(w)e−

w
x dw)

x
+ F(0)EG(x)

= (
∫ +∞

z=0+
F′(z)e−

z
x dz)(
∫ +∞

w=0
G(xw)e−wdw) + F(0)EG(x)

= (
∫ +∞

z=0+
F′(z)e−

z
x dzEG(x)) + F(0)EG(x)

= ((
∫ +∞

z=0+
F′(z)e−

z
x dz) + F(0))EG(x)

= ((
∫ +∞

z=0+
e−

z
x dF(z)) + F(0))EG(x)

= (((e−
z
x F(z))|+∞0 −

∫ +∞

z=0
F(z)de−

z
x ) + F(0))EG(x)

= ((
∫ +∞

z=0
F(z)

e−
z
x

x
dx)EG(x)

= (
∫ +∞

z=0
F(xz)

e−z

x
d(xz))EG(x)

= (
∫ +∞

z=0
F(xz)e−zdz)EG(x)

= (EF(x))(EG(x))

(7)

□

将推导过程倒过来可知其逆命题也成立，而实际上有：

引理 7.2. I f (x) = E f (x)。
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证明.

I f (x) =
n∑

i=0

aii!ai

=

n∑
i=0

aixiΓ(i + 1)

=

n∑
i=0

ai

∫ +∞

y=0
(xy)ie−ydy

=

n∑
i=0

ai(xy)i
∫ +∞

y=0
yie−ydy

=

∫ x

y=0

n∑
i=0

ai(xy)ie−ydy

=

∫ x

y=0
f (xy)e−ydy

= E f (x)

(8)

□

实际上这告诉了我们积分多项式算子实际上就是指数加权积分变换算子的一种特殊形

式，它实际上对应着非负域多项式的指数加权积分变换，对于一般的非多项式的非负域可

导函数实际上可以采用积分多项式同样的方法使用指数加权积分变换进行解决。

7.2 实际应用

由此可见指数加权积分变换可以做一些描述内部的测度的函数非多项式的连续型随机

变量问题，在上文中我们探讨了连续型随机变量中整数差分约束的类型，它是线性的，这里

看一个使用指数加权积分变换解决非线性的连续型随机变量问题的例子：

例题 7.1 (随机10). 有一个由 n个随机变量组成的序列 x，每一个变量在 [0, 1]之间均匀

随机生成，求
∑n

i=1 x2
i ≤ 1的概率，当答案和参考答案的绝对误差不超过 10−11时被认为是正

确的。

1 ≤ n ≤ 105。

和积分多项式的处理方法相似，定义 f (x)为描述一个随机变量的平方小于等于其的内

部测度的函数，则有 f (x) = x
1
2，要求的结果即为 f [n](1)。

有 E f (x) =
∫ +∞

y=0
(xy)

1
2 e−ydy = x

1
2

∫ x

y=+∞ y
1
2 e−ydy = x

1
2Γ( 3

2 )。

那么有 E f [n](x) = (E f (x))n = x
n
2Γn( 3

2 )。

考虑令 f [n](x) = axd，则有 E f [n](x) =
∫ +∞

y=0
a(xy)de−ydy = axd

∫ x

y=+∞ yde−ydy = axdΓ(d + 1)，

可以得到 d = n
2 , a =

1
Γ( n

2+1)，则 f [n](x) = Γn( 3
2 )

Γ( n
2+1) x

n
2。

10原创
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而有 Γ( 1
2 ) =

√
π，根据 Γ(x + 1) = Γ(x)x可得当 n为奇数时 Γ( n

2 ) =
√
π (n−2)!!

2
n−1

2
。

则当 n为奇数时 f [n](x) = (
√
π

2 )n

√
π n!!

2
n+1

2

x
n
2 = π

n−1
2

2
n−1

2 n!!
x

n
2，当 n为偶数时 f [n](x) = (

√
π

2 )n

( n
2 )! x

n
2 = π

n
2

2n( n
2 )! x

n
2。

将 x = 1代入即可得到答案为



π
n−1

2

2 n−1
2 n!!

(n是奇数)

π
n
2

2n( n
2 )!

(n是偶数)
，实际上将偶数的部分改写为双阶乘

的形式可以将其化简为
( π2 )⌊

n
2 ⌋

n!! 。

当 n > 25时可以发现结果都 < 10−11了，所以当 n > 25时可以直接输出 0，对 n ≤ 25的

进行计算即可，实验表明使用 double类型误差是就是可以接受的。
实际通过对该题目的推导不难得到在高维空间中“球体”的“体积”公式为 V = π

⌊ n
2 ⌋2⌈

n
2 ⌉

n!! 。

将 n = 1, 2, 3代入发现分别为 2r, πr2, 4
3πr

3，这与我们的认知是相符合的。

8 总结

本文对连续型随机变量的相关问题进行了简单的介绍，从最基础的仅存在偏序关系的

类型引入，然后分析整数差分约束的类型，介绍了解决该种类型比较主流的转化为整数部

分和小数部分的方法与将约束关系转化为树的方法，之后介绍了笔者在 PKUWC 2021逛街
一题中发现的分段积分多项式方法。

实际上能够牵扯到的问题还有很多：例如整数差分约束类型实际上是比较弱的，对于一

般的线性规划类型能做到怎样的最优复杂度呢?不难发现 d = 2时等价于半平面交问题，实

际上这是一个和计算几何相关的问题；又例如本文中连续型随机变量的个数是有限的，但

在具有无限个连续型随机变量的随机过程中又会得到怎样的结果呢？当允许较大误差时原

问题又难以精确解决时还可以采用蒙特卡诺方法进行估计等等。介于篇幅和笔者能力都有

限，在此不一一展开，感兴趣的同学可以自行进行研究。
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《无限地狱》命题报告

福建省福州第一中学 陈旭磊

摘 要

本文介绍了笔者为 IOI2025国家集训队互测命制的题目《无限地狱》。这是一道拥有数
论背景的组合计数问题，同时考察了选手对动态规划的设计能力与优化能力，具有一定的

难度。

1 题目描述

将 1 ∼ n的所有整数划分成三个集合，要求任意两个属于不同集合的元素之和不在剩下

的那个集合之内。集合之间是无序的。

求方案数，对 998244353取模。

2 数据范围

Subtask 1(4%) : n ≤ 10。

Subtask 2(13%) : n ≤ 40。

Subtask 3(17%) : n ≤ 3000。

Subtask 4(21%) : n ≤ 106。

Subtask 5(22%) : n ≤ 109。

Subtask 6(23%) : n ≤ 2 × 1010。

3 指数级复杂度的算法

3.1 暴力搜索

暴力枚举集合划分，并枚举所有数对是否符合条件，从而判断是否满足题意。

朴素实现的时间复杂度为 O
(
3nn2
)
，可以通过子任务 1，期望得分 4分。
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3.2 对暴力搜索的一个优化

进行剪枝，如果已经不满足题意就直接终止搜索过程。

此时代码的运行速度没有质的改变，原因是若允许含空集，答案相当大，而这部分答案

为 2n−1。

对于三个集合都非空的情况，方案数则并不多。可以先钦定三个集合里的某个数，再

结合剪枝进行搜索。

可以通过子任务 2，期望得分 17分。

4 O
(
n2
)
的算法

4.1 定义

不妨设三个集合均非空，且三者按照最小元素的值升序排序后依次为 A, B,C。

设 ai(1 ≤ i ≤ |A|)为 A中元素升序排序后的第 i个元素。同理于 B,C。

设 g = gcd(c1, c2, . . . , c|C|)。

4.2 A, B,C所满足的性质

引理 1.
对于 1 ≤ i, j ≤ |C|，若 x � 0 (mod g)且 x ∈ A，有 x + (c j − ci) ∈ A（如果在值域内）。同

理于 B。

证明.
若 x < ci，有 ci − x ∈ A，又 c j − (ci − x) ∈ A。

若 x > ci，有 x − ci ∈ A，又 x − ci + c j ∈ A。

引理 2.
对于 ∀a + b ≤ n且 g整除 a与 b，若 ∀x � 0 (mod g)且 x ∈ A，有 ∀y ≡ x (mod a)与

y ≡ x (mod b)均满足 y ∈ A。那么 ∀y ≡ x (mod gcd(a, b))，有 y ∈ A。同理于 B。

证明.
进行如下的一个构造过程。若 x > b，将其变为 x − b，反之变为 x + a。由于 a + b ≤ n，

这是一定可以操作的。

这相当于在模 b 意义下，合并 x 与 x + a 的两个等价类。由裴蜀定理 [1] 可知，在模
gcd(a, b)的意义下，同一等价类中的两个数在 A中的存在性是一致的。
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定理 1.
对于 ∀x � 0 (mod g)且 x ∈ A，则 ∀y ≡ x (mod g)，有 y ∈ A。同理于 B。

证明.
使用数学归纳法，以下均认为 x � 0 (mod g)。

对于 c1，∀y ≡ x (mod c1)显然 ∈ A。

对于 1 ≤ i < |C|，设 g′ = gcd(c1, c2, . . . , ci)。假设若 ∀y ≡ x (mod g′)，有 y ∈ A成立，尝

试证明对于 i + 1也成立。

设 d = ci+1 − ci，由引理 1可知，对于 ∀y ≡ x (mod d)，有 y ∈ A。

由于 g′ + d ≤ n，由引理 2可知，对于 ∀y ≡ x (mod gcd(g′, d))，有 y ∈ A。

而 gcd(g′, d) = gcd(c1, c2, . . . , ci+1)，于是我们从 i成立得到了 i + 1成立。

推论 1.
对于∀1 ≤ i < |C|，若 x � 0 (mod gcd(c1, c2, . . . , ci))且 x ∈ A，则对于∀y ≡ x (mod gcd(c1, c2, . . . , ci))

且 1 ≤ y < ci+1，有 y ∈ A。同理于 B。

证明.
若一个集合没有出现矛盾，则他的子集也不会出现矛盾。

取出所有 < ci+1的数，要求这些数之间没有矛盾，于是这便是一个可以应用定理 1的子

问题。

定理 2.
有 g > 1恒成立。

证明.
仍然考虑定理 1证明中的归纳过程。
显然有 c1 > 1。

现证若对于 1 ≤ i < |C|，假设有 g′ > 1，则 gcd(g′, ci+1) > 1。

使用反证法，假设 g′ > 1且 gcd(g′, ci+1) = 1。下述过程若无特殊说明，均默认值域 < ci+1。

若对于 ∀x ∈ B，有 x ≡ 0 (mod g′)成立。则 ∀x � 0 (mod g′)，有 x ∈ A。

由推论 1知 d ± kg′ ∈ A，同时若 ci+1 − (d ± kg′) � C，则其属于 A。

又 ci+1 − (d ± kg′) = ci ± kg′，故 A,C 可以取遍所有满足 x < ci+1 且 x ≡ 0 (mod g′)的 x。

于是 b1 > ci+1，这与 B,C的顺序矛盾。

另一方面，若 ∃x ∈ B，使得 x � 0 (mod g′)，则对 ∀y ≡ x (mod g′)与 y ≡ −x (mod g′)，

都有 y ∈ B。

又对 ∀y ≡ −(ci+1− x) (mod g′)与 y ≡ ci+1−(−x) (mod g′)，都有 y ∈ B（若 y � 0 (mod g′)）。

这相当于在模 g′意义下，若 x与 x ± ci+1 均 � 0，则他们都属于 B。
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因为 gcd(g′, ci+1) = 1，于是这可以取完模 g′意义下的除了 0以外的所有等价类。

又由于 1 ∈ A，故出现矛盾。

定理 3.
有 gcd(b1, b2, . . . , b|B|)整除 g。

证明.
若对 ∀x ∈ B，都有 x ≡ 0 (mod g)，则由于 B,C间的大小关系，有 g ∈ B。

反之，则一定存在 x < g，使得 x ∈ B。则有 g − x ∈ B，而 gcd(x, g − x) = gcd(x, g)。

4.3 动态规划的设计

通过以上结论，我们可以知道，对于 ∀x � 0 (mod g)，唯一的限制是 ∀y ≡ x (mod g)与

y ≡ −x (mod g)需要和他在一个集合内。

对于剩余部分，限制是由他们内部带来的。由于 g > 1，我们可以先将其除以 g再考虑。

发现这类似一个规模更小的子问题，但限制会有所不同。如原先的 C内要满足 gcd = 1，可

以为空集等。

现在，我们已经发现了足够多的这个结构所具有的性质，尝试设计动态规划来解决这

个问题。

设 f (n)表示总方案数。考虑分类讨论计算贡献。

考虑保留所有 g的倍数，并将他们除以 g，得到 A′, B′,C′。此时 C′内的 gcd应为 1。

当 B中所有数都为 g的倍数时，这时 A′ 可为空集，或者满足顺序 B′1 < C′1 < A′1（由于

定理 2的限制）。
设 h(n)表示这种情况下（除以 g之后，区分三个集合）的方案数，这一部分对 f (n)的

贡献为
∑n

d=2 h(⌊ n
d ⌋)。

考虑 h(n)的转移式，枚举 C′的公约数 d，使用莫比乌斯反演 [2]消去 gcd = 1的限制。

对于 A′为空集的情况，唯一的要求是 1 ∈ B。贡献为 −2n−1 +
∑n

d=1 µ(d) × (2⌊
n
d ⌋ − 1)。

对于 A′非空的情况，根据定理 3，此时 A′中的所有数必然是 d的倍数，即非 d的倍数

的数一定在 B′中，于是可以将所有数先除以 d再判断合法性。

若 B′中不含 d的倍数，则只需满足 C′, A′之间的大小关系，反之则是 f (n)所定义的结

构。这一部分的贡献为 −2 f (n) − (2n−1 − 1) +
∑n

d=1 µ(d) × [3 f (⌊ n
d ⌋) + (2⌊

n
d ⌋−1 − 1)]。

这两种情况求和号外面的部分均是来自于 d = 1时的特殊情况，这时 1为 d的倍数。

综上，有 h(n) = −2 f (n) − (2n − 1) +
∑n

d=1 µ(d) × [3 f (⌊ n
d ⌋) + 3 × 2⌊

n
d ⌋−1 − 2]。

当 B中存在不为 g的倍数时，此时 A′, B′ 均可为空集，且 C′ 不能作为最小值最大的元

素（若均非空）。

设 g(n)为这部分的方案数。唯一的限制是 1 ∈ A，则对 f (n)的贡献为
∑n

d=2(2⌊
d
2 ⌋−1−1)g(⌊ n

d ⌋)。
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转移推导和 h(n)是类似的，仍然通过莫比乌斯反演消除 gcd = 1的限制。

对于 A′, B′均为空的情况，方案数为 1。

对于 A′, B′中存在恰好一个空集的情况，方案数为 −2 + 2
∑n

d=1 µ(d) × (2⌊
n
d ⌋ − 1)。

对于 A′, B′均非空的情况，仍然将较大的两个集合除以 d后再判断合法性，并讨论较小

的集合是否存在 d的倍数。

这时方案数为 −2 f (n) − (2n − 2) + 2
∑n

d=1 µ(d) × [3 f (⌊ n
d ⌋) + (2⌊

n
d ⌋−1 − 1)]。

综上，有 g(n) = −2 f (n) − (2n − 1) + 2
∑n

d=1 µ(d) × [3 f (⌊ n
d ⌋) + 3 × 2⌊

n
d ⌋−1 − 2]。

如果我们暴力模拟 f (n), g(n), h(n)的递推式，则复杂度为 O
(
n2
)
。可以通过子任务 3，期

望得分 34分。

5 对 O
(
n2
)
算法的优化

5.1 一个快速求单点点值的算法

对于莫比乌斯函数的前缀和 s(n) =
∑n

i=1 µ(i)，我们有经典等式 s(n) = 1−∑n
d=2 s(⌊ n

d ⌋)（当
n ≥ 1时）。

于是可以使用数论分块快速转移与找到有用状态，所有转移对的数量为：

√
n∑

i=1

O
(√

i
)
+ O
(√

n
i

)
= O

∫ √

n

0

(√
x +
√

n
x

)
dx
 = O

(
n

3
4

)

如果使用记忆化实现则需要对所有状态预处理 2的次幂等需要的系数，不然复杂度会

多一个 log n。

可以通过子任务 5，期望得分 77分。

5.2 一个快速求前缀所有点值的算法

考虑 f (n)与 f (n − 1)转移的差异。对于一个确定的 d，若 ⌊ n
d ⌋与 ⌊

n−1
d ⌋相等，则 d的贡

献时相同的。即只有 d整除 n时才会产生不同的贡献。

于是可以对 f (n)的差分进行动态规划转移，对 g(n)以及 h(n)也做相同的处理。

此时所有转移对的数量为：

n∑
i=1

O
(n

i

)
= O
(
n
∫ n

1

1
x

dx
)
= O
(
n ln n

)

可以通过子任务 4，期望得分 55分。
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5.3 更优秀的算法

使用杜教筛 [3]的思想，若我们取 m为阈值（m ≥
√

n），则时间复杂度为

O
(
m ln m

)
+

⌊ n
m ⌋∑

i=1

O
(√

n
i

)
= O
(
m ln m +

∫ ⌊ n
m ⌋

0

√
n
x

dx
)
= O
(
m ln m +

n
√

m

)

取 m = n
2
3

ln
2
3 n
时，得到时间复杂度的最小值为 O

(
n

2
3 ln

1
3 n
)
，可以通过子任务 6，期望得分

100分。
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《数据结构》解题报告
长沙市长郡中学 朱屹帆

摘 要

本文结合笔者的集训队互测，针对一类树上邻域范围相关的问题，提出基于树链剖分
传统算法的思考、改进和优化。

1 题目描述

给定一棵 n 个节点的树，钦定点 1 为根，每条边的边权均为 1 ，节点 x 有点权 ax ，初
始所有节点的点权均为 0 。总共有 m 次操作，每次操作先给出操作类型 opt ，接下来给出
该操作的所有参数。

1. 给定一条路径 (x, y) 和范围 k 以及权值 u ，对于所有点 i ，当点 i 满足其到树上路
径 (x, y) 的最短距离 ≤ k 时，有 ai ← ai + u 。

2. 给定点 x 以及权值 u ，对于所有点 x 子树内的节点 i ，有 ai ← ai + u 。
3. 给定一条路径 (x, y) 和范围 k ，对于所有点 i ，当点 i 满足其到树上路径 (x, y) 的最

短距离 ≤ k 时，询问所有这样的点 i 的点权和。
4. 给定点 x ，对于所有点 x 子树内的节点 i ，询问所有这样的点 i 的点权和。
5. 给定一条路径 (x, y) 和范围 k ，对于所有点 i ，当点 i 满足其到树上路径 (x, y) 的最

短距离 ≤ k 时，询问所有这样的点 i 的点权 max 。
6. 给定点 x ，对于所有点 x 子树内的节点 i ，询问所有这样的点 i 的点权 max 。
其中编号对应操作类型，操作的所有参数将以上述描述的变量顺序给出。

2 数据范围

本题开启子任务评测，子任务之间将会设置合理的依赖关系。
子任务 1 和子任务 2 ( 10 分 + 10 分): 保证 k = 0 。
子任务 3 和子任务 4 ( 10 分 + 10 分): 保证所有涉及路径 (x, y) 的操作满足 x = y 。
子任务 5 和子任务 6 ( 10 分 + 10 分): 保证 k = 1 。
子任务 7 和子任务 8 ( 20 分 + 20 分): 无特殊限制。
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上述子任务中所有奇数编号子任务不包含操作五和操作六。
对于所有数据，保证 1 ≤ n,m ≤ 2 × 105，1 ≤ k ≤ 3，−105 ≤ u ≤ 105 。
时间限制 7 s，空间限制 512 MB。

3 算法一

当 k = 0 时，使用树链剖分维护链和子树的修改与查询，时间复杂度 O(n log2 n) ，期望
得分 10 到 20 分。

4 算法二

当保证操作一、操作三和操作五的路径 (x, y) 均满足 x = y ，且不包含操作五和操作六
时，考虑对操作序列进行根号重构，并分析前面的所有修改操作对后续的查询操作的影响。
通过分析可以发现修改操作对查询操作的贡献即为两者操作的范围交的点的数量乘以修改
操作对应权值。
操作一对操作三的贡献即为两个单点的对应邻域交的大小乘以修改权值，树上任意两

个单点的邻域交必然可以表示成一个点的邻域或一条边的中点的邻域，而找到这个中点是
容易的，由于 k 的数据范围较小，因此两个单点只有在树上距离 ≤ 2k 时邻域交不为空，此
时可以取出两个单点在树上的路径并找到对应中点。
操作一对操作四的贡献即为一个单点的邻域和一个单点的子树的交的大小乘以修改权

值，通过类似 dp 的方式预处理单点子树内外邻域的一些信息，随后即可根据修改单点和查
询单点的相对位置关系快速得到交的大小。
操作二对操作三的贡献即为一个单点的子树和一个单点的邻域的交的大小乘以修改权

值，类似操作一对操作四的贡献分析。
操作二对操作四的贡献即为两个单点的子树交的大小乘以修改权值，这是简单的，根

据两个单点的祖先后代关系确定子树交得到的新的子树。
可以发现上述贡献分析在根号重构时是相对容易维护的，使用类似 dp 的方式下放修

改信息即可。
具体细节可以见 参考资料 中笔者的 2023 年集训队互测《数据结构》解题报告。由于

查询 max 信息并不支持将修改操作拆分后类似的考虑，因此该做法似乎无法拓展到维护操
作五和操作六。时间复杂度 O(n

√
n × poly(k)) ，结合算法一，期望得分 30 分。
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5 算法三

注意到算法二的核心思想在于分析修改对询问的贡献，不妨尝试换一种思考方向，当
k = 1 且不存在操作五和操作六时，得到类似 k = 0 的处理方法。

简单回顾算法一，当 k = 0 时，根据轻重链剖分的性质，从任意一个点开始不断跳到父
节点，直至根节点时停止，在这个过程中至多会跳 log n 条轻边，因此可以将一条路径拆分
成 log n 条重链，并且由于在树链剖分的 dfs 序中，重链上的节点的标号具有连续性，因此
可以使用数据结构维护。这启发我们可以尝试在保持轻重链剖分对 log n 条重链进行处理以
代替对一条路径进行处理的性质的基础上，通过调整重链的标号方式，使得重链邻域节点
的标号大致连续。
笔者将该思想称为“基于调整搜索顺序的重标号树链剖分”，具体细节可以见 参考资

料 中笔者 2024 年的集训队论文。接下来将介绍一种能够处理上述模型的标号方式。
首先采用传统树链剖分的标号方式中的顺序考虑每一条重链。对于一条重链，首先将

该重链中的所有点按照深度从小到大依次进行标号，接下来仍然以深度从小往大的顺序扫
描该重链的所有节点，对于当前扫描的节点 x ，将点 x 的所有轻儿子进行标号。需要注意
的是由于该标号方式会对一条重链及其一度邻域进行标号，因此可能会出现在标号过程中
一个节点已经被标号的情况，此时不改变该节点的原有标号。接下来将会说明该标号方式
的部分性质以及基于该标号方式的维护方式。
可以发现该标号方式仍然保持了树链剖分的许多优秀性质，例如可以将一条路径大致

定位到 log n 条重链上进行处理，更为关键的是该标号方式使得树的一度邻域信息在标号中
具有了一些连续性，且标号过程中出现节点已经被标号的情况仅有可能在一条重链的链顶
发生，因为对点 x 的轻儿子进行标号的过程仅会影响到其他重链的链顶节点。
对于操作一和操作三，取出一条重链上点 x 到点 y 的路径一度邻域信息，不妨有点 x

为点 y 祖先节点，则一度邻域路径即为点 x 一度邻域最小标号到点 y 一度邻域最大标号构
成的标号区间，此时由于标号的特殊的连续性，因此可以使用数据结构进行维护。对于操
作二和操作四，注意到上述标号方式仍然保证了类似子树的标号性质，因此将子树对应标
号区间取出后类似的数据结构维护即可。上述分析中由于存在重链链顶节点标号不与重链
其他节点保持连续性，因此需要补充重链链顶以及重链区间末尾端点的重儿子的贡献，这
是简单的细节部分。
具体细节可以见 参考资料 中笔者的 2023 年集训队互测《数据结构》解题报告。时间

复杂度 O(n log2 n) ，结合算法一，期望得分 30 分。

6 算法四

可以发现算法三似乎具有极大的拓展空间，不妨尝试将其拓展到更加经典的模型中，当
不存在操作五和操作六时，得到足够优秀的处理方法。考虑进一步优化标号方式，不妨设
a = 3 .
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采用传统树链剖分的标号方式中的顺序考虑每一条重链。对于一条重链，首先将该重
链中的所有点按照深度从小到大依次进行标号，接下来循环以下过程 a轮：对于第 i轮，以
深度从小往大的顺序扫描该重链的所有节点，对于当前扫描的节点 x ，将点 x 的所有轻儿
子子树内距离点 x 恰好为 i 的所有节点进行标号。值得注意的是该标号方式会对一条重链
及其 a 度邻域内的所有点进行标号，因此可能会出现在标号过程中一个节点已经被标号的
情况，此时不改变该节点的原有标号。接下来将会说明基于该标号方式的维护方式。
对于四种类型的操作，大致的重链邻域信息以及子树信息的维护是相对容易的。但可

以发现，此时一条重链顶端的 a 层内的所有节点可能会和重链的点的标号不相关，而这 a

层涉及到的标号不相关的节点数量并没有理论限制，因此接下来将分析重链顶端这 a 层的
点的信息所具备的优良性质。

定义 6.1. 对于树上的节点 x ，维护线段集合 s0{x, k} 表示与点 x 距离恰好等于 k 的、
在点 x 子树内的所有节点构成的标号区间（当 k > a 时描述与点 x 的所有距离 > a 的点的
信息）；

定义 6.2. 对于树上的节点 x ，维护线段集合 s1{x, k} 表示与点 x 距离恰好等于 k 的、
在点 x 的轻儿子的子树内的所有节点构成的标号区间（当 k > a 时描述与点 x 的所有距离
> a 的点的信息）。

可以发现维护出具体的 s0{x, k}(0 ≤ k ≤ a + 1) 和 s1{x, k}(0 ≤ k ≤ a + 1) 是容易的，只需
要在完成标号后类似 dp 的方式转移处理即可。接下来称标号区间为线段。

性质 6.1. 对于树上任意节点 x ，可以发现 s1{x, k} 均满足线段数量是 O(1) 的，具体
来说满足线段数量 ≤ 2 。

证明. 对于任意节点 x 而言，当 0 ≤ k ≤ a 时，根据上述标号方式，与其距离恰好为 k 的轻
儿子节点必然会在同一时刻被连续标号，而点 x 子树内重链上距离恰好为 k 的点至多只有
一个，该节点可能会将连续标号划分成两段（且简单分析可以发现只有点 x 的重儿子可能
发生这种情况），因此线段数量 ≤ 2 ；而当 k = a + 1 时，显然标号是完全连续的，因此线
段数量 ≤ 1 。 □

性质 6.2. 对于树上任意节点 x ，可以发现 s0{x, k} 均满足线段数量是 O(a) 的，具体
来说满足线段数量 ≤ a + 1 。

证明. 对于任意节点 x 而言，当 0 ≤ k ≤ a 时，节点 x 子树内的与其距离恰好为 k 的所有节
点可以被表示成节点 x 及其重链对应位置的若干后继节点的 s1{x, k′} 的并集，则可以得到
O(a) 的上界，且进一步分析可以发现对于重儿子来说，每一层均满足标号的连续性，因此
即使每一层的标号之间都是独立的，也仍然满足线段数量 ≤ a + 1 。而当 k = a + 1 时，重
链的标号会将轻儿子子树的连续标号划分，因此线段数量 ≤ 2 。 □
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因此修改单点的轻儿子子树范围内的距离 ≤ k 的点时，线段数量为 O(a) ；修改单点的
子树范围内的距离 ≤ k 的点时，线段数量为 O(a2) 。

对于操作一和操作三，取出一条重链上点 x 到点 y 的路径 k 度邻域信息，不妨有点 x

为点 y 祖先节点，则 k 度邻域路径即为点 x 的 k 度邻域最小标号到点 y 的 k 度邻域最大标
号构成的标号区间，此时由于标号的特殊的连续性，因此可以使用数据结构维护。对于操
作二和操作四，注意到上述标号方式仍然保持了类似子树的标号性质，取出子树对应标号
区间后类似的数据结构维护即可。由于一条重链的前 a 层的标号与重链本身的标号并不相
关，因此需要对于前 a层进行特殊处理，不妨根据预处理得到的 s0{x, k}和 s1{x, k}信息，即
在处理一条重链时，对重链区间右端点的重儿子子树以及对重链顶端的 k 层邻域进行处理。
需要注意的是当涉及到处理路径 (x, y) 时，对于路径的最近公共祖先之上的部分，需要使用
类似容斥的技巧补充贡献。子树的前 a 层的点的标号与子树内的点的标号并不相关，因此
处理子树时需要对于前 a 层单独处理，类似的利用 s0{x, k} 信息取出前 a 层的标号区间即
可。
时间复杂度 O(poly(a) × n log2 n) ，上述做法大致可以做到 O(a2 × n log2 n) ，精细实现

可以做到 O(a × n log2 n)，常数较大，结合算法一，期望得分 60 分。

7 算法五

可以发现算法四似乎仍然具备极大的拓展空间，在算法四中，特殊的标号方式保持着
每个点对应唯一标号的优秀性质，即点权修改操作并没有进行拆分，而是以统一的整体的
形式作用到每一个点上。但算法四并不能直接查询路径 (x, y) 的 max 信息，因为在查询过
程中采用了类似容斥的技巧补充贡献，而 max 信息不支持简单形式的容斥得到信息。
不妨将操作五类似操作的取出路径查询的所有区间及其贡献系数，加和信息可以直接

将所有区间和乘以对应贡献系数加和得到，但查询 max 信息需要规避容斥的形式。考虑扫
描线得到所有产生有效贡献的区间，将所有区间差分并在左端点加入其贡献系数，右端点
后继减去其贡献系数，则扫描线过程中所有贡献系数为正数的位置即为产生有效贡献的所
有位置，这是可以扫描线轻松维护的。
得到产生有效贡献的所有区间后，此时由于每个点对应唯一标号，因此查询所有区间

max 信息即可。操作六对于子树本身取出的区间并不需要容斥，直接查询即可。
时间复杂度 O(poly(a) × n log2 n) ，上述做法大致可以做到 O(a2 log a × n log2 n) ，精细

实现可以做到 O(a2 × n log2 n) ，常数较大，期望得分 100 分。

8 总结

本文介绍了基于传统树链剖分算法的、在树上邻域范围相关问题中的一类全新应用。笔
者希望，本文能够激发读者的想象力和创造力，鼓励算法竞赛选手对传统算法的勇敢创新。
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特殊等价关系下的字符串问题

杭州学军中学教育集团文渊中学章弥炫

摘 要

信息学竞赛中已经出现过一些研究非严格相等的等价关系的字符串题，并已经出现了

一些研究的比较深入的题目，本文介绍了一些处理这种问题的方法，并讲解了一些例题。

1 约定和记号

1.1 基础定义

令 S [i]表示 S 中的第 i个字符，串长用 n表示。

令 S [l, r]表示 S 中第 l个字符至第 r 个字符组成的字符串，称为 S 的一个子串，其中

S [l, l − 1]表示空串。

令 S [l, r]R 表示 S 中第 r 个字符至第 l个字符组成的字符串，即若 S [l, r] = slsl+1 . . . sr，

那么 S [l, r]R = sr sr−1 . . . sl。

记 S [i, n]为 S 的以 i开头的后缀，S [1, i]为 S 的以 i结尾的前缀。

1.2 讨论的等价关系

定义两个字符串相等当且仅当 S ∼ T。

其中 ∼表示一个等价关系，接下来讨论的等价关系都满足如下性质：

• 对于字符串 S，存在一个序列 Fl(S )和函数 f l，满足 Fl(S )由从 1到 n遍历 S，遍历

到 i时在末尾加上 f l(S [1, i − 1], S [i])得到。并且满足 S ∼ T 当且仅当 Fl(S ) = Fl(T )。

• 对于字符串 S，存在一个序列 Fr(S )和函数 f r，满足 Fr(S )由从 n到 1遍历 S，遍历

到 i时在开头加上 f r(S [i + 1, n], S [i])得到。并且满足 S ∼ T 当且仅当 Fr(S ) = Fr(T )。

举例几个满足上述性质的等价关系：

1. S ∼ T 当且仅当，∀1 ≤ i ≤ n, S [i] = T [i]。
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2. S ∼ T 当且仅当，∀1 ≤ i < j ≤ n, [S [i] = S [ j]] = [T [i] = T [ j]]。

3. S ∼ T 当且仅当，∀1 ≤ i < j ≤ n, [S [i] ≤ S [ j]] = [T [i] ≤ T [ j]]。

令G(S ) = n+
∑

2≤ j≤i≤n
[ f l(S [ j− 1, i− 1], S [i]) � f l(S [ j, i− 1], S [i])]，之后在一些复杂度分析

中会用到这个值。

2 一些常用的方法

我们先证明一个重要的引理。

引理 2.1. 对于两个字符串 S 和 T，若 S [1, n] ∼ T [1, n]，则 ∀1 ≤ i ≤ j ≤ n，S [i, j] ∼ T [i, j]。

证明. 因为 S [1, n] ∼ T [1, n]，所以 Fl(S [1, n]) = Fl(T [1, n])，因此 Fl(S [1, j]) = Fl(T [1, j])，所

以 S [1, j] ∼ T [1, j]。同理，就可以得到 S [i, j] ∼ T [i, j]。 □

2.1 Hash

如果能够求出一个子串的 Hash值，那么许多问题都会简便许多。
我们扫描 i，对于每个 j < i维护 Fl( j, i)的 Hash值，那么我们只需要找到所有 f l(S [ j −

1, i − 1], S [i]) � f l(S [ j, i − 1], S [i])的位置并进行区间修改即可，用可持久化线段树维护复杂

度 O(G(S ) log n)。

这样我们就可以花费 O(log n)的时间查询一个子串的 Hash值。

2.2 后缀排序

这里我们给出一个基于 Hash的后缀排序方法。设 n = 2k+1。

我们按照 k从大往小扫描，先将所有后缀的前 2k个字符的 Hash值求出，这一部分复杂
度是 O(n log n)，然后把相同的合并为一组，分成 m组，组内递归的排序，m组间递归的排

序。

那么我们写出复杂度，应该是 f (n, k) = n log n+ f (m, k−1)+
m∑

i=1
f (si, k−1)，其中

m∑
i=1

si = n。

令 f (n, k) = 2(n−1)k log n，那么 f (n, k)−(n log n+ f (m, k−1)+
m∑

i=1
f (si, k−1)) = (n−2) log n > 0，

因此 f (n, k) = O(n log2 n)，我们在 O(n log2 n +G(S ) log n)的时间实现了后缀排序。

2.3 KMP算法

扫描当前处理的前缀 S [1, i]，维护指针 j满足 j < i，表示最长的同时作为 S [1, i]前缀和

后缀的串是 S [1, j]，设为 nxti。
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在从 i − 1扫到 i的时候，判断 f l(S [1, j], S [ j + 1])是否等于 f l(S [i − j, i − 1], S [i])，如果

等于则 j = j + 1，否则令 j = nxt j，迭代下去。

能够发现在所述的等价关系下，上述 KMP算法还是成立的。

2.4 AC自动机

给定一个 Trie树要求建立其 AC自动机。
记点 u到根链上经过的字符串为 S u，记 failu 表示 S failu 是 S u 不为 S u 的最长后缀。

我们要先对 Trie树进行压缩，假设当前 u的儿子为 v1 . . . vk，则要将满足 f l(S u, S [vi]) =

f l(S u, S [v j])的两个子树合并成一个。

为了说明这样压缩的正确性，我们要证明一个定理。

引理 2.2. 对于字符串 S 和 T，若 S [1, n]c ∼ T [1, n]c，则∀1 ≤ i ≤ n, f l(S [i, n], c) = f l(T [i, n], c)。

证明. 因为 S [1, n]c ∼ T [1, n]c，所以 S [i, n]c ∼ T [i, n]c，所以可以得到 f l(S [i, n], c) = f l(T [i, n], c)。

□

同理还可以得到如下引理。

引理 2.3. 对于字符串 S 和 T 满足 S ∼ T，若 ∃1 ≤ i ≤ n, f l(S [i, n], c) � f l(T [i, n], c)，则

f l(S [1, n], c) � f l(T [1, n], c)。

则我们只要能够快速求出函数 f l，用可持久化线段树维护每个点的出边，其余的部分

就和普通的 AC自动机构建相同。

例题 2.1 (回文匹配1). 定义一个等价关系，S ∼ T 当且仅当，∀1 ≤ i < j ≤ n, [S [i, j] =

S [i, j]R] = [T [i, j] = T [i, j]R]。

给定一个 n个点的字典树，设点 u到根链上的字符串为 S u，q次询问，每次询问 i, j，回

答 S j 有多少个子串 S j[l, r]满足 S j[l, r] ∼ S i。

解法 我们能够设计函数 f l(S [1, i− 1], S [i])表示最大的 j满足 S [i− j+ 1, i] = S [i− j+ 1, i]R，

f r(S [i + 1, n], S [i])表示最大的 j满足 S [i, i + j − 1] = S [i, i + j − 1]R。

接下来先说明这个条件是充要的。首先若 S ∼ T，则一定有 Fl(S ) = Fl(T )。

若 Fl(S ) = Fl(T )，考虑以位置 i为中心的最长回文串 S [i − k, i + k]，若 f l(S [1, i + k −
1], S [i + k]) � 2k + 1，则说明存在一个更长的回文后缀，将 S [i − k, i + k] 沿着这个回文后

缀对称，可以得到位置 j < i满足 S [ j − k, j + k]回文，不断递归下去，一定存在位置满足

f l(S [1, j + k − 1], S [ j + k]) = 2k + 1。

1来源：2022-2023集训队互测 Round 12，https://qoj.ac/problem/5166
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我们设点 i往两侧的最长回文长度为 di，初始利用 Fl(S )将每个串 S [i − Fl(S )i + 1, i]中

点上的 d对 Fl(S )i取 max，然后假设已经求出了 d1 . . . di−1，我们就可以通过枚举所有包含 i

并且中点小于 i的回文串将 i对称到 i′，然后将 di 对 di′ 取 max。
由于我们上面证明了若 f l(S [1, i + di − 1], S [i + di]) � 2di + 1则 di 一定能从 d1 . . . di−1 对

称过来，因此这表明了我们可以从前往后计算出每个点 i往两侧的最长回文长度。而每个点

i往两侧的最长回文长度都相同即满足题目的条件，可以推出 S ∼ T。

因此这个等价关系和题面的条件等价。

考虑对给定的字典树构建 AC自动机，如果构建好了，那么询问相当于查询在 fail树上，
有多少个 j到根链上的点，在 i的子树内。那么只需要在 Trie上进行 dfs，记点 i在 fail树上
的 dfs序为 dfni，子树大小为 sizei，然后在 Trie树上进入一个点的时候加入 dfn，回溯时删

去，遍历到 j时查询 [dfni, dfni + sizei − 1]中的点数即可。

在建 AC自动机的过程中，我们同时对 Trie树构建回文自动机，维护 f (u, c)表示当前

点 u在回文自动机的祖先链上最深的满足存在这个结点前一个字符为 c的串的结点，这样

每次可以直接定位到当前新串的位置，复杂度非均摊，为 O(nΣ)。

我们对一个 AC自动机结点，记录后面添加每个字符之后的转移，这里我们只关注添
加后最长回文后缀长度不同的字符，考虑当前点 u要添加字符 c。我们设 T = S failu，此时找

到 S uc最长的一个回文后缀满足长度 t小于等于 T 的长度加 1，那么此时在 T 的转移中找，

此时一定存在一个 T 的转移满足这个转移的最长回文后缀长度等于 t，那么继承这个转移即

可。为了说明一定存在这个转移，我们要证明如下引理。

引理 2.4. 对于两个串 S [1, n] 和 T [1, n] 满足 S ∼ T，对于任意 S c1 一定存在 c2 满足

S c1 ∼ Tc2。

证明. 找到 S c1的最长回文后缀，假设长度为 k+1，则 S [n−k+1] = c1，那么令 c2 = T [n−k+1]，

此时 Tc2 的最长回文后缀至少长度为 k + 1。

而如果 Tc2的最长回文后缀大于 k + 1，假设为 j+ 1，则 T [n− j+ 1] = T [n− j+ k] = c2，

那么由于此时 S [n − j + 1, n − j + k]和 S [n − j + 2, n]都是回文串，可以导出 S [n − j + 1] =

S [n − j + k] = S [n − k + 1] = c1，那么 S c1 的最长回文后缀应该是 j + 1，矛盾。 □

那么我们只需要每次在回文树上二分找到长度小于等于 T 的长度的最长回文后缀，然

后为当前点 u的每个转移找到其在 failu中对应的转移即可，复杂度O(nΣ logΣ+ (n+q) log n)。

♠

2.5 border

我们称同时作为 S 前缀和 S 后缀的串为 S 的 border，可以证明如下定理。

定理 2.1. 对于字符串 S，其所有 border构成 O(log n)个等差数列。
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证明. 我们假设 x是 border，y是 border，并且 x < y < 2x。

由 ∀1 ≤ i ≤ j ≤ x, S [i, j] ∼ S [n−x+i, n−x+ j]和 ∀1 ≤ i ≤ j ≤ y, S [i, j] ∼ S [n−y+i, n−y+ j]

可以得到 ∀1 ≤ i ≤ j ≤ x，S [i, j] ∼ S [i + y − x, j + y − x]。

那么 ∀1 ≤ i ≤ j ≤ 2x − y，S [i, j] ∼ S [i + y − x, j + y − x] ∼ S [n + y − 2x + i, n + y − 2x + j]，

因此 2x − y也是原串 border。
假设所有的 border依次为 a1 . . . ak，满足 a1 < a2 < · · · < ak。

记 bi = ai+1 − ai，那么我们有 bi ≤ bi+1，否则 ai + bi − bi+1 一定是一个新的 border。
那么假设已经有了 b1 . . . bk，要在末尾添加 bk+1，那么若 bk+1 � bk，则一定有 bk+1 ≥

bk + bk−1，因此满足 bi � bi+1 的位置 i一定只有 O(log n)个。

因此 a1 . . . ak 可以划分为 O(log n)个等差数列。 □

3 后缀数据结构

3.1 一些定义

定义 3.1 (后缀 Trie). 定义将 S 的所有后缀插入至 Trie树中得到的字典树为后缀 Trie。

定义 3.2 (后缀树). 称后缀 Trie中有多于一个儿子的点和所有后缀结点为关键点，定义
只保留关键点，将非关键点形成的链压缩成一条边形成的压缩 Trie树为后缀树。

定义 3.3 (隐式后缀树). 称后缀 Trie 中有多于一个儿子的点和所有叶子结点为关键点，
定义只保留关键点，将非关键点形成的链压缩成一条边形成的压缩 Trie树为隐式后缀树。

在后缀 Trie中，记 transu,c 表示在结点 u对应的字符串开头添加字符 c后对应的结点，

如果不存在设为空状态 NULL。

定义后缀树上 u的父亲为 f au，结点 u对应的串长为 lenu。

3.2 后缀自动机

我们修改传统的后缀自动机构建方法。

考虑增量法，从后往前加入字符。假设已经维护好 S [i + 1, n]的后缀树以及所有结点的

trans转移边，现在需要在后缀树中加入后缀 S [i, n]。设 S [i] = c。

记录后缀 i + 1对应的结点 last，新增后缀结点 np表示 S [i, n]。

那么我们需要先找到 S [i, n]在原树中出现的最长前缀 S [i, j]，我们从 last往父亲跳，每次

检查当前结点和父边对应的 S [i+ 1, l] ∼ S [i+ 1, r]这些串中是否存在 f r(S [i+ 1, j], c)的转移，

如果存在则说明找到了 j满足条件，如果不存在，则需要为当前结点添加所有 f r(S [i+1, j], c)

的转移。
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假设最后我们找到了 j，令 q表示 S [i, j]对应的位置，假设 q在 u到 f au 这条边上（不

包含 f au）。如果其恰好是点 u，那么将 np的父亲设为 u即可。否则，我们需要将这条树边

分裂，新建一个结点 q，将 u和 np的父亲设为 q，q的父亲设为 f au，然后 q需要保存这条

边长度区间在 len( f au) + 1 ∼ len(q)的转移，u需要保存这条边长度区间在 len(q) + 1 ∼ len(u)

的转移。然后对于 S [i + 1, j]对应结点及其父亲要判断是否仍存在指向 u的转移，同时要判

断能否新加入指向 q的转移，不断跳父亲同时按照顺序遍历转移，直到当前仅存在指向 f au

的转移。

定理 3.1. 后缀自动机的转移数是 O(G(S ))的。

证明. 我们称一个后缀树结点及其父亲边上表示的所有边为一个等价类，其出现位置的左
端点集合就是子树内的后缀结点集合。

将所有等价类画到二维平面上，二维平面的点 (x, y)表示串 S [n − y + 1, n − x + 1]。

将每个等价类移到其最后一次出现的位置，转移边的个数相当于指向这个等价类下边

界的等价类的个数求和。

注意到对于同一列，假设这一列的等价类从低到高依次为 v1 . . . vk，则 vi 可以从 vi−1 连

接转移边。

那么我们让所有等价类连上在最后一次出现位置的所有转移边，然后剩下的下边界总

长是 n，而第一次出现位置的所有转移边总数小于等于状态数加上 G(S )，因此总转移边数

是 O(G(S ))的。 □

我们如果用平衡树维护每条边的转移，那么修改就是新加入一个结点和分裂操作，如

果忽略计算 f r 函数的复杂度，由于转移数是 O(G(S ))的，状态数是 O(n)的，复杂度就是

O(G(S ) log n)。

3.3 Ukkonen算法

Ukkonen算法可以支持在线从前往后添加字符，维护当前字符串 S 的隐式后缀树。下

面大致描述此算法的流程。

我们将每个串在隐式后缀树中的位置表示为二元组 (active, remain)，表示当前串最长的

一个作为隐式后缀树结点的前缀对应的结点是 active，当前串和这个结点的距离是 remain。

令 linku 表示在隐式后缀树上的结点 u去掉第一个字符后跳到的结点，但是这并不一定

还是一个隐式后缀树结点，因此对于这种情况，我们要对每条隐式后缀树的边维护一棵平

衡树表示这条边上作为别的结点 link的结点是哪些，对于这些边上的结点不维护 link。

假设当前已经加入了 S [1, n]，即将加入 c = S [n + 1]。我们维护指针 i表示最长的一个

后缀 S [i, n]并且在 S 中出现至少 2次，记其位置为 (active, remain)。

加入 c后，所有叶子对应的串长首先会加 1，这很好记录。
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接着看 (active, remain)这个状态是否存在 f l(S [i, n], c)这样一条字典树上的边，如果存

在，那么就沿着这条边走下去，并令 remain← remain + 1，结束加点过程。

如果不存在，首先要将当前点作为一个新的后缀树上结点，然后给当前结点添加一个

转移为 f l(S [i, n], c)的新儿子，那么令 i← i + 1，active← linkactive，如果此时的 active不是

隐式后缀树上结点，那么就找到这个点在平衡树上的根结点从而确定其上方第一个隐式后

缀树结点，然后确定当前点的位置更新 active和 remain，然后如果发现当前沿着 S [i + 1, n]

往下走的边，边长小于等于 remain，那么令 remain减去边长，继续往下走，直到定位到串

S [i + 1, n]对应的点，再接着判断是否存在一条树边可以走到 S [i + 1, n + 1]。

假设这过程中经过的结点依次是 v1 . . . vk，如果 vk 不是当前维护的后缀树结点，我们就

把这个点加入对应边上的平衡树，但是不维护这个点的 link，接着令 linkvi = vi+1。

后缀树结点数是线性的，要对每条边维护平衡树，在边进行分裂时要进行平衡树分裂。

如果忽略计算 f l函数的复杂度，用这种方式构建后缀树的复杂度是 O(n log n)的。

3.4 在线维护后缀树

维护一个字符串 S，支持双端插入，要求在线维护 S 的后缀树结构。

我们结合上述两种算法来实现这一点，但是过程中我们并不维护自动机上的转移边，只

维护后缀树结构。

同时维护正串和反串的后缀树，接下来我们只考虑对正串后缀树的修改，反串后缀树

的修改对称，并用 LCT维护两棵后缀树的结构。
在末端添加字符，执行和 Ukkonen算法进行一样的流程。
在前端添加字符，我们先修改反串后缀树，假设当前已经维护了 S [2, n]的后缀树，加

入 S [1]。我们通过反串后缀树，得到了最大的一个 i满足 S [1, i]在串 S 中至少出现 2次。那

么此时串 S [1, n]在 S [2, n]对应的正串后缀树中无法继续往下走的结点一定也是 S [1, i]，此

时可能新增一个结点表示 S [1, i]然后接一个代表 S [1, n]的儿子。

我们在反串后缀树对每个点再记录一个 gu表示点 u代表的串在 S 中的任意一次出现位

置，即其子树内任意一个作为叶子结点的前缀，那么找到 S [1, i]除了 i以外的另一个前缀结

点的出现位置 j，接下来要在正串后缀树上定位后缀 S [ j − i + 1, n]，设 l = j − i + 1。

考虑此时正串后缀树维护的最长的在 S [2, n]中出现 2次的串 S [p, n]，若 l < p，则 S [l, n]

在正串后缀树一定作为一个叶子结点存在，那么可以通过维护每个叶子结点对应的后缀来

定位。否则 l ≥ p，那么找到 S [p, n]除了 p的另一个出现位置 q，不断将 l减去 p − q直到

l < p，假设这时候的 l变成 l′，能够发现此时 S [l′, l′ + n − l] ∼ S [l, n]。由于此时的 S [l′, n]是

一个作为叶子结点的后缀，我们从这个串对应的位置往上跳即可找到串 S [l, n]对应的结点，

从而定位到 S [1, i]。这个过程可以通过 LCT实现。
在前端添加字符还可能导致正串后缀树维护的最长的出现至少 2次的后缀 S [p, n]的 p

减一，用类似的方式找到 S [p, n]在反串后缀树上的位置，然后通过判断这个结点是否存在
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f r(S [p, n], S [p− 1])的转移来得到是否需要将 p变成 p− 1。此时 S [p− 1, n] ∼ S [1, n− p+ 2]，

因此从 S [1, n]对应的结点往上跳即可找到 S [p − 1, n]定位到这个结点。

如果忽略计算 f l和 f r函数的复杂度，这个算法的复杂度是 O(n log n)的。

3.5 处理子串问题的方法

我们可以利用后缀树构建当前串 S 的基本子串结构。通过如下算法实现：

• 先建出串 S 的后缀树，对于后缀树上的一个结点，其对应的是其到其父亲这一条边

上的所有字符串，我们令这些串为一个等价类，提取出这些串第一次在 S 中出现对

应的位置，记为三元组 (k, l, r)，表示这个等价类包含了串 S [k, l] . . . S [k, r]。

• 如果发现两个等价类满足出现次数相同，并且形如 (k, l1, r1)和 (k + 1, l2, r2)，并且 l1 ≤
l2 ≤ r1 ≤ r2，那么将其合并。

• 最后在二维平面上合并出若干个等价类，每个等价类形如阶梯状。

这样构建出的结构具有原先基本子串结构的大部分性质。

例题 3.1 (太阳神的宴会2). 给定 n 个字符串 T1, T2, . . . , Tn，字符集为 k，为每个 Ti 选

择一个子串 T ′i，然后将这个子串中的字符作用于任意一个置换，即一个置换 f，然后令

T ′i [ j] = f (T ′i [ j])，最后令 S = T ′1T ′2 . . . T
′
n，问最后能形成多少种本质不同的串 S，答案对

998244353取模。

解法 我们先定义 f l(S [1, i− 1], S [i])，如果 S [1, i− 1]中不存在 S [i]则为 0，否则为 S [i]到

上一个等于 S [i]的位置之间出现了几种不同的字符，同样定义 f r(S [i + 1, n], S [i]) = f l(S [i +

1, n]R, s[i])。

接着证明这是充要的，首先若 S ∼ T 则一定有 Fl(S ) = Fl(T )。若 Fl(S ) = Fl(T )，能够发

现这种方式描述了若干个相等的集合，那么找到 Fl(S )中为 0的位置 v1 . . . vk，令 f (S vi ) = Tvi

两个串就变得相等，因此 S ∼ T。

我们不从建后缀自动机的角度入手，而是直接建出后缀树，并构建基本子串结构，然后

处理出等价类之间的连边关系。

然后在每个等价类的边界处进行 dp转移，令二维平面 (i, j)位置表示串 T [i, j]，那么后

缀添加一个字符相当于从 (x, y)移到 (x, y + 1)。

设 f (u, k)表示当前在等价类边界上的点 u，已经有 k个不同的字符出现过，我们从 Tn转

移到 T1，对于串 Ti按照等价类之间的拓扑序转移，假设当前要从边界点 u2对应的 (x, y2)转移

到边界点 u1对应的 (x, y1)，中间的每个 (x, y′)可能在末尾添加一个不等于 f l(Ti[x, y′], Ti[y′+1])

的转移，实际上就是添加一个不等于 Ti[y′ + 1]的字符，从 Ti+1 的自动机转移过来，由于添

2来源：集训队互测 2021，https://uoj.ac/problem/595
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加什么字符并不重要，我们只需要找到其中每个 (x, y′)满足 f l(Ti[x, y′], Ti[y′ + 1]) = 0的位

置即可，因为在这种位置出现过的不同字符数会增加，假设出现过的不同字符数为 k，那么

方案数就会乘上 k!。而找到这种位置只需要记录 g(i, j, c)表示 Ti[ j, n]中第一个等于 c的位

置在哪即可。

如果中间没有从 Ti+1转移过来，那么就相当于直接从 u2转移到 u1，假设满足 f l(Ti[x, y′], Ti[y′+

1]) = 0的位置个数为 t，就给 f (u1, k)加上 f (u2, k + t)即可，而对于边界间的转移方法一样，

复杂度 O(nk)。 ♠

4 总结

本文主要介绍了一些解决特殊等价关系下字符串问题的方法，介绍了Hash，KMP算法，
AC自动机，后缀自动机，后缀树等常见字符串处理工具在特殊等价关系下的做法和应用。
希望本文能够带给大家更多关于字符串等价类问题的思考。

5 致谢

感谢中国计算机学会提供学习和交流的平台。

感谢国家集训队教练彭思进、杨耀良、张艺缤的指导。

感谢学军中学徐先友等老师的关心与指导。

感谢家人对我的陪伴与支持。

感谢信友队的同学、学长给予我帮助和陪伴。

感谢周康阳同学与我讨论以及给予我启发。

感谢赵海鲲、朱鹏睿，柳易辰等同学为本文验稿并提出建议。

感谢其他给予我帮助的老师与同学。

6 参考文献

[1] 2022-2023集训队互测Round 12《回文匹配》题解，可于 https://qoj.ac/download.php?type=solution&id=5166
获取。

[2] 陈雨昕，《〈太阳神的宴会〉命题报告》，2021年信息学奥林匹克中国国家队候选队员论
文集。

[3] 代晨昕，《后缀树的构建》，2021年信息学奥林匹克中国国家队候选队员论文集。

[4] 许庭强，《一类基础子串数据结构》，2023年信息学奥林匹克中国国家队候选队员论文
集。

XXXX 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 9



2025年信息学奥林匹克中国国家集训队论文           228 2025年信息学奥林匹克中国国家集训队论文           229

浅谈无精度误差的计算几何 南京外国语学校 姚熙

浅谈无精度误差的计算几何

南京外国语学校姚熙

摘 要

计算几何相关的题目一般较少在国内的 OI竞赛中出现，大部分选手也不擅长处理此类
问题。这就导致选手遇到此类问题时，往往会使用赛场上临时自创的方法编写代码，从而

疏漏一些边界情况或产生较大的精度误差。

本文首先描述了计算几何中的一些经典算法（如极角排序、二维凸包、半平面交以及

最小圆覆盖），并对其中一些常见的实现方式指出如何构造出容易疏漏的边界情况以及能够

产生较大精度误差的数据，最后对这些算法分别给出实现简单、无情况疏漏且无精度误差

的实现方法。

1 前言

计算几何相关问题在国外的 OI竞赛和 ACM等比赛中以较高的频率出现，同时此类问
题与选手日后可能的发展方向（如图形学、计算机视觉等领域）也有一定的联系，是许多实

际问题的基础。尽管如此，计算几何的题目在国内 OI中相对较少出现，因此，许多选手在
遇到此类问题时，缺乏足够的准备，可能会使用临时自创的方法来应对，容易忽视边界情

况，导致代码出现边界错误或精度误差。

在实际比赛中，由于题目往往是经过精心设计的，很多情况下边界情况和精度问题是

决定算法正确性和效率的关键。尤其是在面对一些经典算法时，例如极角排序、二维凸包、

半平面交、最小圆覆盖等，选手在处理时可能会忽略这些细节，从而影响最终的解决效果。

本文将通过对这些算法的讨论，揭示常见的边界情况，并提出相应的改进方法，帮助选手在

面对此类问题时更加得心应手。这些改进不仅关注正确性，还考虑了实现的简洁性和高效

性，力求为读者提供一种更加可靠和高效的解决方案。
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2 基本定义

2.1 无精度误差

在计算几何中，“无精度误差”是指在计算过程中，所有数值操作都完全精确，不受浮
点运算或数值表示精度限制的影响。这种精确性是计算几何算法的核心基础，因为哪怕是

微小的数值误差，都可能导致几何拓扑结构的变化或结果错误。

显然，要实现无精度误差，必须保证问题的输入本身也不存在精度误差。在本文中，我

们则默认所有输入数据（如点的坐标和向量的对应分量）均为整数。

与 OI相关的计算几何算法由于竞赛时间的限制，往往需要兼顾实现的简洁性与运行效
率。因此，我们希望提供的算法既能够确保无精度误差，又具有较高的可实现性和执行效

率。本文中提出的实现方式均避免手动实现有理数计算，以简化代码复杂度。

2.2 二维向量

定义 2.1 (二维向量). 二维向量是一个具有大小和方向的量，用于描述平面上的点或运
动，记为 v = (x, y)，其中 x和 y分别表示向量在 x轴和 y轴的分量。特别地，零向量记为

0 = (0, 0)。

二维向量的模长定义为：

|v| =
√

x2
v + y2

v .

向量的加减法可以通过对应分量相加减得到，公式为：

u ± v = (xu ± xv, yu ± yv).

二维向量的数乘操作定义为：

kv = (kxv, kyv).

二维向量的内积（点乘）定义为（θ表示向量 u到 v的有向夹角）：

u · v = |u||v| cos θ = xuxv + yuyv,

其结果等价于 u在 v上的投影长度与 |v|的乘积。向量内积具有交换律。
二维向量的外积（叉乘）定义为：

u × v = |u||v| sin θ = xuyv − yuxv,

其结果等价于 u和 v构成的平行四边形的有向面积。向量外积不具有交换律，但满足

u × v = −(v × u)。
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2.3 点和线

在计算几何中，点可以使用向量 v来描述。直线则有多种表示方法，例如使用斜截式

y = kx + b或一般式 Ax + By +C = 0。在计算几何中，也往往会使用 l = (p, d)来描述，其中

p为直线上的任意一点，d为直线的方向。

线段可以使用 s = (p, d)来描述，其中 p为线段的一个端点，d为从 p到线段另一端点

的位移。尽管也可以记录线段的两个端点，但使用端点和位移来描述线段有助于与直线的

统一。对于射线而言，则 p记录射线的端点。

2.3.1 点和直线的关系

若点 u在直线 (p, d)上，则有：

d × (u − p) = 0.

若点 u和点 v在直线 (p, d)的同侧，则有：

(d × (u − p))(d × (v − p)) > 0.

2.3.2 直线和直线的关系

若 l1 与 l2 平行，则有：

d1 × d2 = 0.

若 l1 与 l2 重合，则 l1 与 l2 平行且 p2 在 l1 上。

2.3.3 点和线段的关系

若点 u在线段 (p, d)上，首先 u必须在直线 (p, d)上，并且满足以下条件：

xu ∈ [min(xp, xp + xd),max(xp, xp + xd)], yu ∈ [min(yp, yp + yd),max(yp, yp + yd)].

2.3.4 线段和线段的关系

要判断两条线段是否相交，可以求出其所在直线的交点，并根据其的位置关系来判定

是否相交；也可以通过快速排斥实验和跨立实验来判断两线段是否相交。

快速排斥实验是指判断两个线段的 Bounding Box（最小边界矩形）是否相交。如果两
个线段的 Bounding Box不相交，则线段必定不相交；如果相交，则可能相交。
跨立实验是另一个必要但不充分的条件。对于线段 s1 和 s2，跨立实验要求：

• s1 的两端点在 s2 所在直线的两侧；
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• s2 的两端点在 s1 所在直线的两侧。

需要注意的是，两条线段共线但不相交时，跨立实验也可能通过，因此该条件不充分。

线段有交的充要条件是同时满足快速排斥实验和跨立实验。经过这两步验证后，即可

确定线段是否有交。

2.3.5 线段求交

对于求线段的交点，首先需要判断两线段是否相交。如果相交，则可以先求出其所在直

线的交点。假设两条直线分别为 l1 = (p1, d1)和 l2 = (p2, d2)，假设交点的坐标为 u = p1 + kd1。

根据交点 u位于 l2 上的条件，可以列出方程：

(p1 + kd1 − p2) × d2 = 0.

移项后可以解出 k：

k =
(p2 − p1) × d2

d1 × d2
.

求出 k后，即可得到交点的坐标 u。

对于线段交点的求解，可以先求出对应直线的交点，然后再判断交点是否在线段上。

2.4 多边形

定义 2.2 (多边形). 多边形是由一系列点依次连接形成的封闭图形。这些点称为多边形
的顶点，连接顶点的线段称为边。

在计算几何中，往往按照（逆时针）顺序依次记录多边形的顶点 p1, . . . , pn。

多边形的周长可以通过直接计算边长的总和来得到。多边形的面积可以利用向量外积

进行计算：

S =
1
2

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

pi × pi mod n+1

∣∣∣∣∣∣∣ .

若保证顶点记录顺序为逆时针，则无需外层的绝对值。

定义 2.3 (简单多边形). 简单多边形是指没有自交的多边形，即多边形的边只在端点处
相交，且每个顶点恰好连接两条边。

例题 2.1. 给定简单多边形 P = {p1, . . . , pn}以及点 u，判断 u是否在多边形 P内部。

容易判断 u是否在多边形 P的某条边上。对于 u不在多边形的边上的情况，可以从 u

向任意方向引出一条射线 l，通过统计 l与多边形边界的交点数量来判断 u是否在多边形内

部。如果交点数量为奇数，则 u在多边形内部。

由于射线的方向可以任取，因此可以选择一条沿着 x轴正方向的射线 l以简化交点的

计算。对于每条边 pi pi+1，我们认为 l与 pi pi+1 有交当且仅当下面二者之一成立：

2025 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 4



2025年信息学奥林匹克中国国家集训队论文           232 2025年信息学奥林匹克中国国家集训队论文           233

浅谈无精度误差的计算几何 南京外国语学校 姚熙

• yi < yu ≤ yi+1 且 (u − pi) × (pi+1 − pi) < 0；

• yi+1 < yu ≤ yi 且 (u − pi) × (pi+1 − pi) > 0。

我们实际上将 y坐标划分为 (−∞, yu)和 [yu,+∞)两个部分，以避免讨论 l恰好穿过某些

端点或与某条边重合的边界情况。

3 极角排序

定义 3.1 (极角排序). 给定二维平面上的 n个点 p1, . . . , pn。定义点 p到原点的极角为从

x轴正方向逆时针旋转到点 p所经过的角度，值域为 [0, 2π)。极角排序即按照点到原点的极

角为第一关键字、点到原点的距离为第二关键字从小到大排序。特别地，原点到原点的极

角设为 0。

3.1 算法 1

C++标准库中的 “std::atan2”函数（或 “std::atan2l”）可以直接计算点到原点的极角，因
此我们可以直接使用该函数进行排序：

bool polar_cmp(const vector2d& u, const vector2d& v) {
ld au = atan2l(-u.y, -u.x);
ld av = atan2l(-v.y, -v.x);
if (abs(au - av) > eps) return au < av;
return norm2(u) < norm2(v);

}

由于 “std::atan2”返回一个 [−π, π]的值，所以将点的坐标按照原点中心对称之后再比较
极角大小。

上述写法容易构造出能够产生精度误差的数据，只需要构造两个极角非常相近的点即

可。例如 p1 = (106 − 1,−(106 − 1) + 1), p2 = (106,−106 + 1)则会在 eps ≥ 10−12 时产生错误的

排序结果。

3.2 算法 2

注意到根据向量外积的正负性可以直接判断两个向量的极角关系，我们以此为依据进

行排序。

bool polar_cmp(const vector2d& u, const vector2d& v) {
ll d = det(u, v);
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if (d) return d > 0;
return norm2(u) < norm2(v);

}

这种方法显然不会产生精度误差，然而直接比较向量外积结果的正负性是有问题的。例

如图 1中的三个向量 v1, v2, v3 之间满足 v1 × v2 > 0，v2 × v3 > 0，v3 × v1 > 0，其比较函数并

不满足全序关系，可能在排序时产生 Runtime Error。

x

y

v1 = (1, 2)

v2 = (−2,−1) v3 = (1.5,−1.5)

图 1: 直接比较外积正负性不满足全序关系的例子

当然，如果数据保证所有点都在沿原点切开的某个半平面内，这种写法是简洁而正确

的（在不要求极角的值域必须是 [0, 2π)的情况下）。

3.3 算法 3

算法 2是很有前途的，我们可以稍加修改，在使用向量外积的正负性判断之前先对点
所在的象限进行判断。象限的判断有一种简单的写法：

int quadrant(const vector2d& u) {
return (u.y < 0) << 1 | ((u.x < 0) ^ (u.y < 0));

}

在这种写法下，我们会将坐标轴上的点视为在正方向上的点，这样在向量外积的判断

不产生问题的同时，可以将原点排在最前面，并保证极角的值域 [0, 2π)是左闭右开的。比

较函数也进行相应的修改：

bool polar_cmp(const vector2d& u, const vector2d& v) {
int qu = quadrant(u);
int qv = quadrant(v);

2025 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 6



2025年信息学奥林匹克中国国家集训队论文           234 2025年信息学奥林匹克中国国家集训队论文           235

浅谈无精度误差的计算几何 南京外国语学校 姚熙

if (qu != qv) return qu < qv;
ll d = det(u, v);
if (d) return d > 0;
return norm2(u) < norm2(v);

}

这样便在不产生精度误差的情况下完成了极角排序，并覆盖了所有边界情况。

4 二维凸包

定义 4.1 (二维凸包). 给定二维平面上的 n个点 p1, . . . , pn，其构成的二维凸包为平面上

能包含所有给定点的最小凸多边形。

二维凸包常见的求法有 Andrew [1]和 Graham [3]两种算法。由于普及度较高，本文不
再描述有精度误差的方法。

4.1 算法 1

将所有点以 x坐标为第一关键字、y坐标为第二关键字升序排序，容易知道排序后第一

个点和最后一个点一定在凸包上。

首先从左往右遍历每个点，使用单调栈维护下凸壳。再从右往左遍历每个点，使用单

调栈维护上凸壳。将上下两个凸壳合并即可得到最终的凸包。

维护凸壳时，可以使用向量外积的正负性判断是否需要弹出栈顶元素。这种方法在不

产生精度误差的情况下，可以得到正确的凸包。

for (int i = 1; i <= n; ++i) {
while (top > 1 && det(stk[top] - stk[top - 1], a[i] - stk[top]) <= 0)

--top;
stk[++top] = a[i];

}
for (int i = n - 1, rec = top; i >= 1; --i) {

while (top > rec && det(stk[top] - stk[top - 1], a[i] - stk[top]) <= 0)
--top;

stk[++top] = a[i];
}

4.2 算法 2

选取最左下角的点作为凸包的起点，即 x坐标最小点中 y坐标最小的点，该点一定在

凸包中。将所有点以该点为中心进行极角排序，依次加入每个点，使用单调栈维护凸包。
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由于剩下的点都在该点的 x轴正方向，所以极角排序时无需再判断象限。假设该点已

经被移动至 a1：

sort(a + 1, a + n + 1, [&](const vector2d& u, const vector2d& v) {
ll d = det(u - a[1], v - a[1]);
if (d) return d > 0;
return norm2(u - a[1]) < norm2(v - a[1]);

});
stk[top = 1] = a[1];
for (int i = 2; i <= n; ++i) {

while (top > 1 && det(stk[top] - stk[top - 1], a[i] - stk[top]) <= 0)
--top;

stk[++top] = a[i];
}

4.3 Convex Checker

学会写 Convex Checker也是重要的，否则可能会造成一些严重的后果。

例题 4.1 (Convex Checker). 给定二维平面上的 n个点 p1, . . . , pn，判断这些点按顺序依

次相连后是否构成一个简单凸多边形。

这也许看起来非常简单，只需要判断所有相邻的三个点是否都构成凸角即可（即便如

此还是有写错的可能性）。然而这种方法遇到图 2的情况就会出现错误：

图 2: 只判断是否为凸角的错误例子

为了避免这种情况，我们还需要检查凸包有没有绕好几圈。一种简单的办法是直接将

点的坐标差分成边所对应的向量，然后从极角序的最小值处断环为链，判断是否有序。

最后记得将多边形的点顺序反转再次判断，以防止点按照顺时针顺序给出。

5 半平面交

定义 5.1 (半平面). 给定一条直线 l，它将二维平面划分为两个半平面，其中一个半平面

被称为半平面 l+，另一个半平面被称为半平面 l−。直线 l上的点被称为半平面 l的边界。
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在计算几何中，往往使用 l = (p, d)来表示一条直线，其中 p是直线上的某点，d 是直

线的方向向量。我们认为其对应的半平面为满足 d × (v − p) > 0的点 v构成的集合，即直线

l划分出的两个半平面中在 d的 “左侧”的一个。

定义 5.2 (半平面交). 给定 n条直线 l1, . . . , ln 所对应的半平面 h1, . . . , hn，半平面交的可

行域为这 n个半平面的交集。

5.1 算法 1

为了规避一些边界情况，我们加入 4条直线作为整个半平面交的 “外边框”，这样可以
减少可行域面积无限时的讨论。

首先将这些直线以 d的极角为关键字进行排序，若极角相同，则保留离可行域较近（即

更靠左）的一个。

按照顺序依次加入每条直线，并维护当前的半平面交。因为半平面交是一个凸多边形，

所以需要维护一个凸壳。因为后来加入的只可能会影响最开始加入的或最后加入的边（此

时凸壳连通），只需要删除队首和队尾的元素，所以可以使用单调队列进行维护。

在使用单调队列维护凸壳的同时，可以使用另一个单调队列维护凸壳中相邻直线的交

点坐标。如图 3所示，依次加入直线 l1, l2, l3。对于直线 l3，若 l1和 l2的交点 p不在 l3左侧，

则 l2 不在可行域内，可以将其从凸壳中删除。

l1

l2

l3

p

图 3: 队尾需要弹出的情况

l1

l2

l3 l4

l5

l6

图 4: 队尾影响队首的情况

l1

l2

l3

p

图 5: 先处理队首的错误情况

另一种可能的情况如图 4，当半平面交即将闭合时，新加入到队尾的直线 l6 可能会对

队首的直线 l1 造成影响。

因此在加入直线时，需要对当前凸壳队首和队尾的直线都判定是否弹出。上述过程结

束之后，还需要用队首的直线排除队尾多余的直线，理由同图 4。
当出现一个可以把队列里的点全部弹出去的直线时，必须先处理队尾，再处理队首 [5]。

原因如图 5所示，当加入 l3 时，l1 和 l2 的交点 p在 l3 右侧，所以应当弹出 l2 和交点 p，而

非 l1 和交点 p。实际上，我们进行排除队首操作的原因是当前直线的限制比队首直线更大，

其前提条件是队列里有不少于 2条直线。
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5.2 算法 2

我们尝试去除算法 1中可能产生精度误差的部分。
首先还是加入 4条直线作为 “外边框”，并按照 d的极角排序。

对于将直线极角排序并去重，可以在常规的极角排序的基础上稍加修改，将第三关键

字由到原点的距离改为到可行域的距离：

a.push_back({{-inf, -inf}, {1, 0}});
a.push_back({{inf, -inf}, {0, 1}});
a.push_back({{inf, inf}, {-1, 0}});
a.push_back({{-inf, inf}, {0, -1}});
sort(a.begin(), a.end(), [](const line& u, const line& v) {

int qu = quadrant(u.d);
int qv = quadrant(v.d);
if (qu != qv) return qu < qv;
ll d = det(u.d, v.d);
if (d) return d > 0;
return det(v.d, u.p - v.p) > 0;

});
a.erase(unique(a.begin(), a.end(), [](const line& u, const line& v) {

return quadrant(u.d) == quadrant(v.d) && det(u.d, v.d) == 0;
}), a.end());

接下来尝试去除求交点过程中的产生的精度误差。一种思路简单的方法是使用有理数

储存交点信息，但实现起来较为复杂，本文并不推荐这种做法。

而我们实际上并不需要求出交点的坐标，只需要判断交点是否在直线的左侧。考虑现

在有直线 l1, l2, l3，尝试判断 l1 与 l2 的交点是否在 l3 的左侧。

我们先只考虑一般的情况，即半平面交实际存在。

首先表示出交点 u。假设 u = p1 + kd1，由于 u还在 l2 上，所以

(u − p2) × d2 = (p1 + kd1 − p2) × d2 = 0 ⇐⇒ k =
(p2 − p1) × d2

d1 × d2
.

我们需要判断 u是否在 l3 左侧，即是否有

d3 × (u − p3) = d3 × (p1 + kd1 − p3) = d3 × (p1 − p3) +
((p2 − p1) × d2)(d3 × d1)

d1 × d2
> 0.

由于 l1, l2 为凸壳上按顺序相邻的两条直线，所以总有 d1 × d2 > 0。将上式乘以 d1 × d2

并稍加整理，就能得到

(d3 × (p1 − p3))(d1 × d2) > (d2 × (p2 − p1))(d3 × d1).

上式等价于

(d3 × (p1 − p3))(d1 × d2) > (d2 × (p1 − p2))(d1 × d3).

这个形式非常优美，我们直接将封装成函数：

2025 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 10
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auto above = [](const line& u, const line& v, const line& w) {
return det(w.d, u.p - w.p) * det(u.d, v.d) >

det(v.d, u.p - v.p) * det(u.d, w.d);
};

并修改原来的算法：

int hd = 0, tl = -1;
vector<line> que(a.size());
for (auto it : a) {

while (hd < tl && !above(que[tl - 1], que[tl], it)) --tl;
while (hd < tl && !above(que[hd], que[hd + 1], it)) ++hd;
que[++tl] = it;

}
while (hd < tl && !above(que[tl - 1], que[tl], que[hd])) --tl;

最后我们再对一些边界情况进行判断，例如半平面交不存在。如果最后的凸壳边数小

于 3，则半平面交显然不存在。否则我们可以选择两条相邻的变，判断其交点是否在所有半

平面内，这里可以复用上文的函数，但要注意判断 d1 × d2 > 0：

if (tl - hd + 1 < 3) return {};
if (det(que[hd].d, que[hd + 1].d) <= 0) return {};
for (auto it : a) if (!above(que[hd], que[hd + 1], it)) return {};
return {que.begin() + hd, que.begin() + tl + 1};

至此整个算法流程结束。

5.3 算法 3

算法 2适用于求解开半平面交的情况，即定义直线上的点不在半平面内。对于闭半平
面交，我们可以稍加修改。

考虑闭半平面与开半平面的区别，实际上只是多了可行域面积为 0的情况需要讨论。这

使我们不得不在 l1 与 l2 的交点恰好在 l3 上时保留 l2，从而维护一个不严格的凸壳。而我们

在简单分析之后，发现只需要将 above函数中的 >改为 ≥即可。
由此不难看出该方法的简洁性与优美性。

5.4 凸优化

在凸优化的过程中，初学者常用的方法是维护若干直线 y = kx + b所构成的凸壳，并查

询在某个给定 x处的最值。这种方法确实易于理解，因为求凸壳的过程可以看作是维护若干

2025 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 11
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函数的最值。但维护凸壳的过程需要求出交点，这会导致一定的精度误差，同时 y = kx + b

的形式并不能很好地描述垂直于 x轴的直线。

对于这种情况，一种方法是将 y = kx + b转化为 p = (0, b), d = (1, k)的形式，并使用算

法 2中的 above函数弹栈进行维护。另一种方法则是改为记录点 (−k, b)，并查询在斜率为 x

时截距的最值，此时便可以使用常规的二维凸壳进行维护。

由此也不难发现，二维凸包和半平面交在一定程度上是有对偶关系的。

5.5 算法 4

考虑将半平面交问题进行对偶 [2] [6]。对于给定的所有直线，其对应的半平面具有形式
y < kx + b或 y > kx + b。对于形如 y < kx + b的半平面，我们希望找到每个 x处 kx + b的最

小值；对于形如 y > kx + b的半平面，我们希望找到每个 x处 kx + b的最大值。

类比凸优化的第二种方法，考虑对这两种类型的半平面分别处理。以 y < kx + b为例，

我们将其转化为 (−k, b)位置的点，并尝试找到在每个斜率 x处截距的最小值，这样便可以

维护点构成的凸壳，即求出所有形如 (−k, b)的点构成的下凸壳，由对偶关系可知 y < kx + b

在半平面交的边界当且仅当 (−k, b)在下凸壳上。类似地，对于形如 y > kx+ b的半平面，求

出对应的点 (−k, b)构成的上凸壳。

最后还需要将这两种半平面进行合并，并判断半平面交非空。不难发现交集为空当且

仅当某个 x处 y < kx + b的最小值小于等于 y > kx + b的最大值，也即对偶之后求出的上凸

壳与下凸壳有交。

考虑处理垂直于 x轴的直线，不难在求出不包含垂直直线的半平面交后进行特判。

5.6 点线对偶

定义 5.3 (点线对偶). 对于 x − y平面中的直线 l : y = ax − b，其到 a− b平面中的点的变

换 y = ax − b → (a, b)记作 l∗。对于 x − y平面中的点 p : (x, y)，其到 a − b平面中的直线的

变换 (x, y)→ b = ax − y记作 p∗。我们将以上变换合称点线对偶。

点线对偶具有以下的性质：

定理 5.1. 点 p在直线 l上，当且仅当点 l∗在直线 p∗上。

证明. 假设 p : (x, y)以及 l : y = ax − b，则 p∗ : b = ax − y以及 l∗ : (a, b)，则

y = ax − b ⇐⇒ b = ax − y.

□

推论 5.1. 点 p1, p2, p3 三点共线，当且仅当直线 p∗1, p
∗
2, p

∗
3 三线共点。
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定理 5.2. 点 p在直线 l下方，当且仅当点 l∗在直线 p∗下方。

证明.
y < ax − b ⇐⇒ b < ax − y.

□

定理 5.3. p∗∗ = p，l∗∗ = l。

证明留作读者练习。

不难发现我们此处定义的点线对偶与此前的对偶关系有所不同。这是因为尽管 y = ax−
b的形式不符合直觉，但其相比此前的对偶形式具有 p∗∗ = p以及 l∗∗ = l的性质。

6 最小圆覆盖

定义 6.1 (最小圆覆盖). 给定二维平面上的 n个点，求一个半径最小的圆满足所有点都

在圆内。

6.1 算法 1

考虑增量构造。假设圆 Oi 是前 i个点的最小覆盖圆。考虑加入第 i个点 pi，如果 pi 在

圆内则 Oi = Oi−1。否则 Oi 一定经过 pi。

以 pi 为基础，强制圆经过 pi 并重新依次加入 p1, . . . , pi−1。若加入 pj 时圆 O′j−1 无法覆

盖 pj，则 O′j 一定经过 pi 和 pj，此时可以再次递归地重新加入。

由于最多需要 3 个点来确定一个圆，所以最多递归 3 层就会结束。可以证明 [4] 将点
的顺序随机打乱后运行此算法的期望时间复杂度为 O(n)，但复杂度的证明不是本文的重点，

因此略过。

6.2 算法 2

要使上述算法无精度误差，我们只需要精确地判断点 u是否在 p1, p2 或 p1, p2, p3 的最

小覆盖圆内。

对于 p1, p2 的最小覆盖圆，其圆心位于
1
2 (p1 + p2)，半径为 |p2 − p1|，我们只需判断

∣∣∣∣∣u −
1
2

(p1 + p2)
∣∣∣∣∣ ≤ |p2 − p1| ⇐⇒ |2u − p1 − p2|2 ≤ |2p2 − 2p1|2.

对于 p1, p2, p3 的最小覆盖圆，一种方法是求出圆心后判断距离，但是这需要复杂的公

式进行大量的计算。我们可以通过计算圆心角来避免这种计算。
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p2

p3

p1

u

图 6: 使用圆心角判断点是否在圆内

如图 6所示，假设 p1, p2, p3 按照逆时针顺序排列，且 u与 p3 位于直线 p1, p2 的同侧。

我们可以计算 ∠p1up2 以及 ∠p1 p3 p2 的大小，如果前者大于（等于）后者，则 u在圆内（圆

上）。

考虑 ∠p1up2和 ∠p1 p3 p2均在值域 (0, π)内，而 cos θ在值域 (0, π)上单调递减，所以我们

只需使用向量内积计算角度的 cos值并比较大小即可。所以 u在圆内或圆上当且仅当：

cos ∠p1up2 =
(p1 − u) · (p2 − u)
|p1 − u||p2 − u| ≤

(p1 − p3) · (p2 − p3)
|p1 − p3||p2 − p3|

= cos ∠p1 p3 p2.

显然可以做到无精度误差进行比较。

对于 p1, p2, p3 的排列顺序，可以根据 △p1 p2 p3 的面积正负性进行判断。不难发现总可

以通过调整 p1, p2, p3 的顺序以使得上述判断的前提条件成立。

7 总结

本文简单介绍了一些计算几何中常用的算法，并在输入均为整数的特定情况下给出了

无精度误差的实现方法。在实际应用中，无精度误差的极角排序、二维凸包、半平面交以及

最小圆覆盖都在思维难度、代码复杂度以及实际表现中有一定的优势。
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浅谈 OI中的大容量背包问题
浙江省衢州第二中学 方心童

摘 要

本文主要讲述了将 OI中的大容量背包问题转化成规模较小的问题，并在较小规模的问
题上进一步利用分治、二进制拆分等技巧优化的方法，尤其指出了同余在优化背包问题方

面的前景。

1 概述

背包问题可以描述为：有 n种物品，第 i种物品体积为 wi，价值为 vi，共有 di个。你需

要找到一个选取物品装入背包的方案，使得总体积不超过背包的体积上限 M，且价值和最

大。所有物品体积、价值均非负。

形式化的，你需要找到一组 x，满足

∀i, xi ∈ [0, di] ∩ N
n∑

i=1

wixi ≤ M

目标是最大化
n∑

i=1

vixi

对于 di = 1的情形，一般称其为 01背包问题；对于 di = ∞的情形，称其为完全背包问
题；对于 di 没有限制的情形，称为多重背包问题。此外，还有 vi = wi 的情形，类似于子集

和问题。

背包问题可以用一个朴素的 O(nM)动态规划解决，但是当 M较大时，这个动态规划算

法就力有不逮。我们希望复杂度只与 log M有关或和 M无关。由于 01背包问题本身限制了
M不会很大，因此我们主要讨论完全背包问题和多重背包问题。

为了方便叙述，避免一些不必要的讨论，将一些符号与约定列在下方：

• wi, vi, di, n,M均与上述意义相同。
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• 记 W =
n

max
i=1

wi,V =
n

max
i=1

vi。

• 记 sum(S ) =
∑
i∈S

i，其中 S 为可重集合。

• 所有物品均已按照性价比 pi =
vi
wi
从大到小排序，且所有物品的体积价值均为正。

•
n∑

i=1
widi > M

2 计算复杂性

为了更好说明背包问题的计算复杂性，我们引入 (min,+)卷积。

定义 1 ((min,+)卷积). 有长度为 n的序列 A与长度为 m的序列 B，定义其 (min,+)卷积

A × B的结果 C为

Ci = min
j+k=i

A j + Bk

其中 0 ≤ i ≤ n + m − 2。

不妨假设 n = m，目前学术界不存在 O(n2−δ)计算 (min,+)卷积的算法，因此在 OI中，
我们认为 (min,+)卷积的复杂度是 O(n2)的。同时，01背包、完全背包、(min,+)卷积三者

可以相互规约1，而显然多重背包不弱于 01背包，因此我们认为 OI中的背包问题不存在低
于平方的做法。且由于背包问题目前只存在伪多项式做法2，因此平方项中至少一项和值域

有关。

3 一般性的分析

如果我们能将 M缩减至关于 W 的多项式范围，那么整体复杂度将与 M无关。

背包问题有一个错误的贪心做法：对于所有物品按照性价比从大到小排序，贪心尽量

选满。记 ti表示在这组贪心解中第 i个物品选取了多少个。这个方案会存在一个位置 p，满

足 ∀i < p, ti = di，且
n∑

i=p+1
witi < W。也即，在 p之前的所有物品全部选上，而物品 p由于剩

余体积不够未能选完，之后剩余体积就小于 W。

我们先来考虑一个看似无关的引理：

引理 1. 对于一个大小为 n的非空可重集合 S，其存在一个非空可重子集 S ′，满足

sum(S ′) mod n = 0

1Isakovsky, https://www.cnblogs.com/isakovsky/p/17385641.html, 2023
2Wikipedia, https://wikipedia.org/wiki/knapsack_problem
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证明. 设 S = {P1, P2, . . . , Pn}，计算 sumi = (
i∑

j=1
Pj) mod n，特别地，sum0 = 0。根据抽屉原

理，一定存在一对 l < r, l, r ∈ [0, n]满足 suml = sumr，则区间 [l + 1, r]内的数即为要求的子

集。 □

基于这个引理，有如下定理：

定理 1. 存在一个最优选取方案 x，满足 ∀i, xi ≥ ti − W2

wi
。

证明. 反证，考虑最后一个不满足这个条件的位置 q，显然有 q ≤ p。因为 < p的所有物品

均顶到选取上界，所以所有 xi > ti 的位置均 ≥ p，也即均 > q，说明所有相比于贪心方案多

选取的物品性价比均不高于 q。

记所有多选取的物品体积集合为 S。根据 |S |分类讨论：

• 若 |S | < W，则新选取的物品体积和
∑
i∈S

i ≤ W(W − 1) ≤ (tq − xq − 1)wq，多选取一个 q

物品会优于当前方案。

• 否则，根据引理 1，S 存在一个大小不超过 wq 的非空子集满足总和 sum为 wq 的倍

数，则在最终方案中去掉这个子集并多选取 sum
wq
个物品 q不会改变总体积，但是提升

了总性价比。

两类情况均与 x为最优方案矛盾。 □

有了定理 1，我们就可以预先运行一遍贪心算法，并将每个物品选取的下界在总体积中

移除。这样，剩余的体积不会超过W +
n∑

i=1
wi × W2

wi
= (nW + 1)W，也即 M被缩减到 O(nW2)的

范围。然后直接运行朴素的动态规划算法可以得到一个 O(n2W2)的算法，虽然不尽如人意，

但是起码和 M无关了。

对于 V 较小的情况，也可以进行类似的分析，将每种物品需要决策的物品个数控制在

O(V2)范围内。

4 完全背包问题

设一个最优选取方案为 x，则最优选取物品方案的总体积 sumW =
∑

wixi 满足 sumW >

M −W，这是因为若 sumW ≤ M −W，多选取一个物品更优。因此，记 fi表示选取总体积恰

好为 i的物品的最大价值，我们只需要求出所有满足 i ∈ (M −W,M]的 fi。

为了快速计算一段区间的 fi，有如下引理：

引理 2. 设 S 为某一选取方案中选取物品体积的可重集合，则存在一种划分 S 为 S 1, S 2

的方案，满足 |sum(S 1) − sum(S 2)| ≤ W。
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证明. 反证，假设不存在这样的划分方案，则找到使 |sum(S 1) − sum(S 2)|最小的划分方案为
S 1, S 2。不妨假设 sum(S 1) < sum(S 2)，则任取 x ∈ S 2，分类讨论：

• 若 sum(S 2) − sum(S 1) ≥ 2x，则将 x从 S 2 中加入 S 1 会使两集合绝对值之差减小 2x。

• 否则，将 x 从 S 2 中加入 S 1 后形成的新集合 S ′1, S
′
2 的绝对值之差为 sum(S 1) + 2x −

sum(S 2) ≤ 2x −W ≤ W。

两类情况均与 |sum(S 1) − sum(S 2)|最小矛盾。 □

因此，fi处的值可以由 f 的 [ i
2 −W, i

2 +W]区间自 (max,+)卷积得到。容易归纳证明，这

样递归计算 k层之后的范围不会超出 [ M
2k −2W, M

2k +2W]，对于 ≤ O(W)的 i运行朴素的 O(W2)

DP预处理 fi 的值，就只需要 O(log M)次 (min,+)卷积即可推出 fi 在 [M −W,M]区间内的

答案。于是可以得到一个 O(W2 log W)的做法。

这个问题在 OI中一个可以参考的版本是 2016 USP Try-outs L3。

上述做法仅能求出一段长为 O(W)区间的 DP值，接下来我们将进行精细分析，使得能
在同样的时间复杂度内对于所有 i ∈ [1,W2]求出相应的 DP值。从前文的分析可以看出，对
于背包问题的优化与同余有比较大的联系。我们先来介绍一个关于线性丢番图方程4的定理：

定理 2. 给定 n个数 0 < a1 < · · · < an，记 g = gcd(a1, . . . , an)，G(a, n)表示最大的不能表

示为
n∑

i=1
kiai(ki ∈ N)的 g的倍数。则有

G(a, n) ≤ 2an−1

⌊ an

gn

⌋
− an

受篇幅所限，且证明过程5和本文关系不大，略去。

不失一般性地，以下分析假设没有两个物品体积相同，并记 x为一个选取方案。考虑

一个位置 p，记 S 为所有 > p的被选取物品体积的可重集合。若存在 ∅ � S ′ ⊂ S 使得存在

一个长为 p的自然数序列 k满足
p∑

i=1
kiwi = sum(S ′)，则可以将 S ′ 替换成一个性价比更高的

选取方案而总体积不变，那么 x就不是最优选取方案。

记 g = gcd(w1, . . . ,wp)，显然所有能被这段前缀表示出来的数一定是 g的倍数。在一个

集合中选取一个子集为 g的倍数使我们想到引理 1，对其进行扩展可以得到如下定理：

定理 3. 对于一个大小为 m的可重集合 S 及一常数 n(m ≥ n)，S 存在一个大小至少为

m − n + 1的子集 S ′使得

sum(S ′) mod n = 0

证明. 考虑归纳。对于 S 任一大小为 n的子集运用引理 1的方法得到一个 modn = 0的集合

为 S 1，剩下的数集合为 S 2。对于 |S 2|分类讨论：

3https://codeforces.com/gym/101064/problem/L
4Wikipedia, https://en.wikipedia.org/wiki/Diophantine_equation
5P. Erdös and R. L. Graham, On a linear diophantine problem of Frobenius, 1972
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• 当 |S 2| < n时，S 1 已满足条件。

• 当 |S 2| ≥ n时，记 S 2 的解为 S 3，则 S 1 + S 3 即为一个满足条件的解。

□

最后就可以得出对于选取体积的限制：

定理 4. 记 x为一个最优划分方案，则 ∀p ∈ [1, n)，满足

n∑
i=p+1

xiwi ≤
⌊3W2

p

⌋

证明. 反证，假设存在一个 p满足

n∑
i=p+1

xiwi >
⌊3W2

p

⌋

记 g = gcd(w1, . . . ,wp)。因为 w1, . . . ,wp 互不相同，所以 g ≤ ⌊W
p

⌋
。

现考虑在 > p选取的物品体积的可重集合 S 中选出一个和最大且 modg = 0的集合 S ′，

这至多需要去除 g − 1个数，因此，S ′ 内数之和 >
⌊ 2W2

p

⌋
。由定理 2，w1, . . . ,wp 最大不能表

示出来的数 <
⌊ 2W2

pg

⌋ ≤ ⌊ 2W2

p

⌋
，因此，S ′ 内的数之和一定能被表示出来，即存在一种方案将

S ′所对应的物品替换成前 p种物品且体积不变，与 x为最优方案矛盾。 □

因此，从后往前加入物品，加入物品 i时只需要更新前
⌊ 3W2

i

⌋
个 DP状态，这样的复杂

度为 O(
W∑

i=1

3W2

i ) = O(W2 log W)，最后得到的 DP数组即为 i = 1, . . . ,W2 的答案。相比于分治

做法，这个做法的代码难度和常数均显著降低。

但是分治也并非一无是处，类似的分治思想可以解决不那么标准的完全背包问题，如

例题 1。

例题 1. Items6

给定 n种物品，每种物品有无限个，第 i种物品有体积 wi。给定 M，试判断是否存在一

种恰选择 n个物品的方案使得体积和恰好为 M。n ≤ 105,M ≤ n2, 0 ≤ wi ≤ n。

记 B = ⌊M
n ⌋，则将所有物品体积减去 B，M减去 nB显然不影响答案。此时所有物品的

体积在 [−B, n − B]区间内。

接下来我们证明如下定理：

定理 5. 对于一个选择 n个物品使得体积之和恰为 M 的方案，存在一种这 n个物品的

排列方式 P，使得 ∀p,
p∑

i=1
Pi ∈ [0, n]。

6The 2024 ICPC Asia Kunming Regional Contest Problem I, https://qoj.ac/contest/1871/problem/9870?v=1
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证明. 考虑增量构造。物品数为 0时显然成立。现在假设对于 k ≥ 1，已经选出了满足条件

的 k − 1个物品并排列，体积总和为 W，希望加入第 k个物品。接下来对于 W 和 B的大小

关系分类讨论：

• 当 W = B时，任意选取一个物品加入体积仍符合要求。

• 当 W < B 时，选取一个体积为正的物品加入。若体积为正的物品不存在，则说明

M ≤ W，且剩余物品体积均 ≤ 0，体积总和恰好为 M −W，任意选取物品加入即可。

• 当 W > B 时，选取一个体积为负的物品加入。若体积为负的物品不存在，则说明

M ≥ W，且剩余物品体积均 ≥ 0，体积总和恰好为 M −W，任意选取物品加入即可。

□

记 f k(i)表示恰好选取了 k个物品，体积总和是否可以为 i。根据上述定理， f k 只保留

[−n, n]区间内的答案不影响正确性，则容易用 FFT O(n log n)做到 f k → f 2k, f k → f k+1，进

行 O(log n)轮分治即可求出正确答案。

5 多重背包问题

在W 较小的情形下，优化多重背包问题常采用的思路有两种：单调队列与二进制拆分。

对于前者，笔者暂未找到拓展的方法。对于后者，考虑进行更为完全的拆分，也即，对于一

个物品 (w, v, d)，令 k = ⌊log2(d + 1)⌋，先对于所有 0 ≤ i < k，拆出物品 (2iw, 2iv, 1)，然后对

于所有剩下的物品，也根据二进制表示拆分成 (2iw, 2iv, 1)的形式。容易证明，所有可能的

选取次数均可以用这 O(log d)个物品组合出来。

现在转化为了 01背包问题。从大到小对于每个 k，考虑所有形如 (2kw, 2kv)的物品，维

护 DP数组 fi 表示剩余体积还有 i2k 的最大价值。当 k → k − 1时，先修改体积的变化，然

后用所有符合条件的物品更新 DP状态。
直接这样做的时间复杂度还是 O(nM)的，但是可以发现，对于每个物品，拆到每个 k

上不超过 2个。因此对于每个 k，所有 2的幂次小于 k的物品体积之和不超过 2k × 2
n∑

i=1
wi。

那么 dp状态只需要保留前 2
n∑

i=1
wi 个传入 k − 1，时间复杂度优化为 O(n

∑
wi log W)。

对于
∑

wi较大，但是
∑

vi较小的情形，可以将 DP状态中的值域与状态互换。具体的，
设 fi表示价值为 i2k的最小体积，但是此时如何保留状态并不确定。一个相对简单的办法是

二分答案 ans，这样在 k → k − 1时就只需要保留 [ ans
2k − 2

∑
vi,

ans
2k ]区间内的状态，但是这样

的复杂度是 O(n
∑

vi log2 V)的，与
∑

wi 较小的情况并不统一。

记 V = max vi。为了去除二分带来的 log V，我们考虑利用贪心算法。有如下引理：

引理 3 (贪心算法的 V最优性). 记贪心算法得到的最大权值和为 P，实际答案为 Q，则

P > Q − V。
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证明. 仍然考虑贪心算法的分界点 p。记 ≤ p的物品选择了的总体积为W，则若 M = W，贪

心算法求得的就是最优解，因为每一个体积的性价比均已达到最大。

对于多出来的 M −W < wp个体积，其性价比不可能高于
vp

wp
，则新增的价值 ≤ (M−W)vp

wp
<

vp ≤ V，也即 P > Q − V。 □

则预先运行一遍贪心算法得到答案 P，在 k → k − 1时只需要保留 [ P
2k − 2

∑
vi,

P+V
2k ]区间

内的状态，复杂度降至 O(n
∑

vi log V)。

此外，还有另一种不基于贪心的做法。在 k → k − 1时，找到最大的 q使得 fq ≤ W，则

所有 i > q的部分显然均可舍弃。对于 i < q − 2
∑

vi 的部分，类似之前的分析也可以得出是

不必要的，因此只需要保留 [q − 2
∑

vi, q]区间内的状态，时间复杂度也为 O(n
∑

vi log V)。

值得一提的是，可以构造出需要保留 O(
∑

vi)级别状态的数据，因此这个算法在保留状

态的界上是紧的。

6 总结

本文先通过对一般情况的分析将 M 降低到 n和 W 的多项式级别，然后对于完全背包，

利用分治和同余分析做到 O(W2 log W)，对于多重背包，利用更为完全的二进制拆分和对于

DP有效状态分析做到 O(n
∑

wi log W)。

值得一提的是，对于大容量多重背包，以往的题目如 Sweet Alchemy7，Uplifting Excursion8

等均只需要对于 M 进行必要的缩小，然后仍然使用朴素的暴力 DP即可通过，而忽略了在
M相对较大的部分仍有可以优化之处。笔者命制的 GDCPC2024 Warm Up G出题9就需要进

行更进一步的优化方能通过。

遗憾的是，笔者才疏学浅，对于多重背包没有找到能够将复杂度优化至低于 O(n
∑

wi)

的办法，希望本文能够激发读者的思考，期待更好的、在 OI中实用的做法出现。
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浅谈一类树上换根问题

江苏省常州高级中学赵海鲲

摘 要

树上换根问题是一类非常经典的结构。相较于维护子树内的信息，换根问题由于其子

树补部分的结点个数、高度都没有保证，所以难以求解。本文阐述了几种处理换根问题的

结构与常用方法，非常具有可拓展性，并通过一些例题展现了这些方法在信息学竞赛中的

广阔应用。

1 记号与约定

为了方便，本文一般默认研究对象为有根树，且结点数量为 n。

定义 1.1 (深度). 定义深度表示结点到根结点路径上的结点数量，下文中我们一般记作
depx 表示结点 x的深度。

定义 1.2 (高度). 定义高度表示结点子树内的最大深度，即结点子树内距离该结点最远
的点到该结点路径上的结点数量，下文中我们一般记作 heightx 表示结点 x的高度。

定义 1.3 (子树大小). 定义子树大小表示结点子树内的结点数量，下文中我们一般记作
sizex 表示结点 x的子树大小。

定义 1.4 (子结点集合). 定义 childx 表示结点 x的子结点集合。

2 树链剖分

树链剖分是处理换根问题的利器，原理是通过选择合适的主儿子，将原树分成若干条

链，从而能够保证某些性质。

2.1 重链剖分

定义 2.1 (重儿子). 定义重儿子表示一个结点所有子结点中子树大小最大的子结点。如
果有多个子树大小最大的子结点，任取其一。如果没有子结点，就无重儿子。
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定义 2.2 (轻儿子). 定义轻儿子表示一个结点所有子结点中不是重儿子的结点。

定义 2.3 (重结点). 一个结点是重结点当且仅当，这个结点是其父亲结点的重儿子。特
别地，我们一般认为根结点不是重结点。

定义 2.4 (轻结点). 定义轻结点为不是重结点的结点。

定义 2.5 (重边). 定义重边表示一个结点和它重儿子之间的边。

定义 2.6 (重链). 定义重链表示极长的首尾衔接的重边构成的链。

定理 2.1. 我们将重链缩成点，构建一棵新树。对于重构树上高度为 i的结点，在原树

上其子树大小 f (i)至少为 2i − 1。

证明. 考虑归纳证明，首先有 f (1) = 1。

对于 i > 1，则其存在一个轻儿子的子树大小至少为 f (i − 1)，而因为它是轻儿子，所以

重儿子子树大小也至少为 f (i − 1)，所以 f (i) ≥ 2 f (i − 1) + 1 = 2 × (2i−1 − 1) + 1 = 2i − 1。 □

定理 2.2. 对于任意结点，其到根路径上经过轻结点的次数不超过 O(log n)次。

证明. 假设经过了 m次，则有 f (m) ≤ n，即 2m − 1 ≤ n。

说明 m ≤ log2(n + 1)，所以经过轻结点的次数不超过 O(log n)次。 □

定理 2.3. 所有轻结点的子树大小和不超过 O(n log n)。

证明. 每个结点会被计算到根路径上经过轻结点的个数次，所以每个点的贡献次数不超过
O(log n)，所以轻儿子的子树大小不超过 O(n log n)。 □

定理 2.4. [1]所有轻结点，它们子树内结点跳到它最多需要经过重链的次数和是 O(n)

的。

或者换一种表述，我们将重链缩成点，构建一棵新树，所有结点的高度和是 O(n)的。

证明. 由于重构树上高度为 i的结点，一定互不为祖先后代，所以个数不超过 n
2i−1。

那么，重构树上所有点的高度和就可以写成：
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⌊log2(n)⌋∑
i=1

i⌊ n
2i − 1

⌋

≤
⌊log2(n)⌋∑

i=1

i⌊ n
2i−1 ⌋

≤n
⌊log2(n)⌋∑

i=1

i
1

2i−1

≤n
⌊log2(n)⌋−1∑

i=0

⌊log2(n)⌋−1∑
j=i

1
2 j

=n
⌊log2(n)⌋−1∑

i=0

1
2i−1 −

1
2⌊log2(n)⌋−1

≤n
⌊log2(n)⌋−1∑

i=0

1
2i−1

≤4n

此外，事实上重构树上所有点的高度和是可以 > n的，我们有如下构造。

图 1: 构造

其中红色结点是重结点，绿色结点是轻结点。这棵树有 15个结点，重构树上所有点的

高度和为 16。

□

定理 2.5. 所有轻结点的高度和，即子树内最大深度和不超过 O(n log log n)的。

证明. 一个简单的观察是这个界应该在 2.4和 2.3之间。
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我们先证明上界是 O(n log log n)的。

我们先证明所有二叉树都满足条件。

将重链缩成点，构建一棵新树。定义 degx 表示新树上，结点 x子结点的数量。

由于是二叉树，所以这条重链的结点数量就是新树上的 deg。

我们对新树进行带权长链剖分。具体来讲，我们记 sx 表示从结点 x子树内到 x路径上

权值和的最大值，然后我们每次选择 s最大的子结点作为轻儿子。

我们考虑对一条长链，结点编号分别为 v1, v2, · · · , vk计算贡献。注意到结点 vi的贡献不

超过
∑k

j=i degv j
，所以这条长链的贡献和不超过

∑k
i=1
∑k

j=i degv j
。

我们设定阈值 B，进行分析。对于第 i条长链，假设其 deg总和为 mi。我们对前 B个点

分析，每个点的贡献不超过 mi，由于
∑

i mi = n，所以所以这部分不超过 nB。

我们考虑每次向上跳一次重儿子，子树大小至少翻一倍，那么每次向下跳一次轻儿子，

子树大小至少减一半。

由于所有长链中 v1 的子树大小和是 O(n log n)的。

因此，所有长链中 v j 的子树大小和是 O( n log n
2 j )的。

所以，对于第 j > B个点，我们按照子树大小分析，那么它的子树大小不超过 n
2 j。

所以我们分析得到的轻结点的高度和是不超过 O(nB + n log n
2B )，取 B = log log n，就可以

得到轻结点的高度和是不超过 O(n log log n)的。

这样我们对于一棵二叉树都证明了轻结点的高度和是不超过 O(n log log n)的，那么对

于一般树，我们可以通过加入 O(n)个点把它变成二叉树，并且满足所有轻结点的高度和不

会变小。

具体来讲，我们对于只有一个儿子的点，加一个点作为儿子；对于超过两个儿子的点，

我们对重儿子向上建一个虚点，再依次连接其它轻儿子，形如下图这样的过程。

由于我们证明了 n个点的二叉树内轻结点的高度和是不超过 O(n log log n)的，那么对

于普通树，我们可以得到一棵 O(n)个点的二叉树，并且轻结点的高度和不会变小，所以我

们可以说明原树的轻结点的高度和是 O(n log log n)的。
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我们再来给出一个 O(n log log n)的构造。

考虑构造一颗满二叉树，令其有 2n − 1个点，并设一个阈值 B。不妨假设满二叉树左边

是重的，右边是轻的。然后考虑把右链拿出来，找出来右链的第 B个元素，将这个子树的

所有点改掉，改成一条链，并将这条链旁边的子树，递归处理。

那么，这棵树有 n层，就会形如下图的结构。

我们令 f (n)表示 n层这样结构的树，轻儿子高度和，为了方便分析，我们放缩掉 B(B+1)
2

的贡献。

f (n) =


0 n < B

2n−BB +
∑B

i=1 f (n − i) n ≥ B

我们令 B = log2 n（注意这里的 B对于子问题是一样的），g(n) = 2n − f (n)
B ，考虑对 g(n)

进行分析。

g(n) =


2n n < B
B∑

i=1
g(n − i) n ≥ B

我们证明，2n − g(n)还是一个 O(2n)级别的数。

当 n < 4，显然成立。

取一个 K 和 x = 2 − 1
2B 使 Kxn ≥ g(n)，

由于
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xn − xn−1 − · · · − xn−B

=xn−B(xB − xB − 1
x − 1

)

=xn−B(xB − xB − 1
1 − 1

2B

)

=xn−B(
1 − xB

2B

1 − 1
2B

) > 0

这说明当第 n−B, n−B+1, · · · , n−1项都满足 Kxi ≥ g(i)时，第 n项一定满足 Kxn ≥ g(n)。

因此只需要满足 ∀0 ≤ i ≤ B, g(i) ≤ Kxi 即满足条件，即 ∀0 ≤ i ≤ B, 2i ≤ Kxi。

我们分析一下，由于 2B = n：

K(2 − 1
2B

)i − 2i

=K(2 − 1
n

)i − 2i

= − 2i + K
i∑

j=0

(
i
j

)
2i− j(−1

n
) j

=(K − 1)2i + K
i∑

j=1

(
i
j

)
2i− j(−1

n
) j

≥(K − 1)2i − K
⌊ i−1

2 ⌋∑
j=0

(
i

2 j + 1

)
2i−(2 j+1)(

1
n

)2 j+1

≥(K − 1)2i − K
⌊ i−1

2 ⌋∑
j=0

i2 j+12i−(2 j+1)(
1
n

)2 j+1

=(K − 1)2i − K
⌊ i−1

2 ⌋∑
j=0

2i−2 j−1i2 j+1

n2 j+1

=2i−1(2K − 2 − K
⌊ i−1

2 ⌋∑
j=0

2−2 ji2 j+1

n2 j+1 )

由于 n ≥ 4， i
n ≤

1
2。

则 2K − 2 − K
2 −

K
16 ≥ 0。

可以得到 K ≥ 32
23。

那么，
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2n − g(n) ≥ 2n − Kxn

=2n −
n∑

i=0

(
n
i

)
K

(−1)i2n−i

ni

≥ − (K − 1)2n + K2n−1 − K(
⌊ n

2 ⌋∑
i=1

2n−2i

(
n
2i

)

n2i
)

≥ − (K − 1)2n + K2n−1 − K(2n−3 +

⌊ n
2 ⌋∑

i=2

2n−2i n2i

n2i4!
)

≥(2 − K)2n−1 − K(2n−3 + 2n−7)

=2n − K(2n−1 + 2n−3 + 2n−7)

当 K < 128
81 即可说明满足条件，取 K = 32

23 即可。

□

2.2 长链剖分

定义 2.7 (长儿子). 定义长儿子表示一个结点所有子结点中子树高度最大的子结点。如
果有多个子树高度最大的子结点，任取其一。如果没有子结点，就无长儿子。

定义 2.8 (短儿子). 定义短儿子表示一个结点所有子结点中不是长儿子的结点。

定义 2.9 (长结点). 一个结点是长结点当且仅当，这个结点是其父亲结点的长儿子。特
别地，我们一般认为根结点不是长结点。

定义 2.10 (短结点). 定义短结点为不是长结点的结点。

定义 2.11 (长边). 定义长边表示一个结点和它长儿子之间的边。

定义 2.12 (长链). 定义长链表示极长的首尾衔接的长边构成的链。

定理 2.6. 我们将长链缩成点，构建一棵新树。对于重构树上高度为 i的结点，在原树

上其子树大小 f (i)至少为 i(i+1)
2 。

证明. 考虑归纳证明，首先有 f (1) = 1。

对于 i > 1，则其存在一个短儿子的子树大小至少为 f (i − 1)，而长儿子子树高度至少为

i − 1，所以长儿子子树大小至少为 i − 1，所以 f (i) ≥ f (i − 1) + i − 1 + 1 = i(i+1)
2 。 □

定理 2.7. 对于任意结点，其到根路径上经过短结点的次数不超过 O(
√

n)次。

证明. 假设经过了 m次，则有 f (m) ≤ n，即 m(m+1)
2 ≤ n。

说明 m ≤
√

2n，所以经过轻结点的次数不超过 O(
√

n)次。 □
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定理 2.8. 所有短结点的子树大小和不超过 O(n
√

n)。

证明. 每个结点会被计算到根路径上经过短结点的个数次，所以每个结点的贡献不超过O(
√

n)，

所以短结点的子树大小和不超过 O(n
√

n)。 □

定理 2.9. 所有短结点的高度和，即子树内最大深度和是恰好为 n的。

证明. 每个短结点的高度，即为长链的结点数量。不难发现，由于每个结点都恰好属于一条
长链，所以短结点高度和恰好为 n。 □

2.3 小结

根据上文整理，可以得到下表。

表 1: 树链剖分总结（注：下面描述的都是其上界）
树链剖分 轻结点子树大小和 轻结点子树高度和 轻结点子树内最大跳链次数和

重链剖分 O(n log n) O(n log log n) O(n)

长链剖分 O(n
√

n) n n

在信息学竞赛中，一般树上问题中，n的规模不超过 106。在这种情况下，O(log log n)

几乎可以看做常数。

由此可见，重链剖分性质极强，可以在大多数时候取代长链剖分。而长链剖分则在处

理子树高度相关问题上，由于能保证长儿子高度最大，所以代码上会更加容易实现。

3 多树二分

在换根问题中，我们一般的做法是在换根的过程中使用重链剖分，并对全局维护一个

数据结构。

到一个结点 x时，将结点 x的轻儿子的信息加入，对于结点 x的重儿子加入其数据结

构编号，得到一个大小不超过 O(log n)的集合。递归进子树 y时，先将子树 y的信息删除，

处理完子树 y之后再将子树 y的信息加入回来。离开子树 x时，再将结点 x的轻儿子子树信

息删除。

所以如何处理多树二分就显得非常重要，直接关系到最终的时间复杂度。

此时，如果是结构相同的权值线段树，我们可以同时在这些线段树上二分。但对于结

构不同的线段树或者是平衡树，我们还需要更加优秀的做法。
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3.1 引入

例题 3.1 (元旦激光炮1). 给定三个单调不降的数组 a, b, c，长度分别为 na, nb, nc，每次查

询可以询问一个位置的值，求三个数组归并后的第 k小值。

不妨将问题泛化，变成 n个数组，第 i个数组 ai的长度为 li，并令单个 li的级别为O(m)。

这里我们默认数组下标从 1开始。

3.2 数组上考虑

3.2.1 算法 1

解法. 朴素的做法是，我们先在外层二分，再在 n个序列上分别二分。

时间复杂度 O(n(log n + log m) log m)。 ♠

3.2.2 算法 2

解法. 我们令 l = ⌊ k
n ⌋，并求出第 i个序列的第 l个位置 pi。

假设其中的最小值为 pi（1 ≤ i ≤ n），那么由于比 pi 小的数不超过 n(l − 1)个，所以 pi

的排名最大为 nl − n + 1。

• 对于 n = 1，我们可以特判；

• 否则就有 nl − n + 1 < k，那么说明第 i个数组前 l个元素都不可能成为第 k小值，所

以我们可以将 k ← k − l。

时间复杂度 O(n(log n + log m))。 ♠

3.2.3 算法 3

解法. 我们对于每个考虑取出所有序列的中点，令第 i个序列的中点为 midi。

令 s =
∑n

i=1 midi。

• 假设 s > k，那么说明 ai,midi 最大的位置及其后缀不可能是第 k大；

• 否则对于 ai,midi 最小的位置比它小的元素数量不超过 s − n个，所以它的排名最大为

s − n + 1。

1来源：UOJ Round 4，链接：https://uoj.ac/problem/52
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– 对于 n = 1，我们可以特判；

– 否则就有 s − n + 1 < k，那么说明这个位置及其前缀都不可能成为第 k小值。

所以我们每次可以将一个数组的长度缩小一半。

注意到由于每次需要查找 ai,midi 的最大值、最小值，并弹出的操作，所以我们可以需要

使用可删堆维护。

时间复杂度 O(n log n log m)。 ♠

3.3 数据结构上考虑

我们这里，以平衡树为例，进行分析。

3.3.1 算法 1

解法. 查询一个数的排名时，数组和平衡树的时间复杂度都是 O(log m)的。

时间复杂度 O(n(log n + log m) log m)。 ♠

3.3.2 算法 2

解法. 由于平衡树不能支持 O(1)查询第 k大，所以还需要平衡树二分，单次时间复杂度

O(log m)。

时间复杂度 O(n(log n + log m) log m)。 ♠

3.3.3 算法 3

解法. 注意到我们上面的做法中，并不需要保证midi恰好是中点。我们取中点的目的，仅

仅是为了保证复杂度。

所以，我们可以依照平衡树的结构，将根结点设为 midi。而将以 midi 开头的前缀删除

和以 midi 开头的后缀删除，恰好分别对应平衡树上递归到右子树和左子树的操作。

所以，该算法的时间复杂度不变。

时间复杂度 O(n log n log m)。 ♠

3.3.4 算法 4

解法. 2 但是实际上有更好的做法，这里我们使用WBLT平衡树。

2做法来自李欣隆 Ynoi的技巧
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我们先假设 k ≤总平衡树大小和的 50%。那么就可以对于第 i棵平衡树，找到一个排名

在 [71%, 80%]中间的元素 vali，并将第 i棵平衡树按照 vali，分裂成两棵平衡树。WBLT可
以在 O(1)的时间复杂度下实现这个过程，但是诸如 FHQ Treap就无法做到 O(1)，因为 FHQ
Treap的合并操作需要合并到底，只能做到 O(log m)的时间复杂度。

接下来，我们 O(n)求出加权 nth_element。具体来讲，我们将所有平衡树分成三组。第
二组只有一棵平衡树，假设其编号为 pos，不妨令 key = valpos。我们要求：

• 第一组中平衡树所有的 vali ≤ key，第三组中平衡树所有的 vali ≥ key。

• 第一组平衡树和第二组平衡树的结点个数总和在总平衡树中的占比 ≥ 71%，第二组

平衡树和第三组平衡树的大小总和在总平衡树中的占比 ≥ 29%。

注意到这时我们能确定 ≤ key的元素个数在总平衡树中的占比 ≥ 71% × 71% = 50.51%，

又由于我们假设了 k ≤总平衡树大小和的 50%，所以我们可以说明 > key的元素都不可能

成为答案。

注意到可以确定 > key的元素，至少在总平衡树中的占比 ≥ 29% × 20% = 5.8%。

对于 k >总平衡树大小和的 50%，我们可以按照排名在 [20%, 29%]中间的元素 vali 做

类似的过程。

所以，总而言之，我们每次可以在 O(n)的时间复杂度下，将至少占平衡树大小 5.8%的

元素删除。

时间复杂度 O(n(log n + log m))。 ♠

3.4 小结

在信息学竞赛中，算法 4过于复杂，难以实现，并且对于平衡树的结构有比较严格的
要求。

而实际问题中，往往数据结构数量的 n是远远小于 m的。

所以相比于朴素的算法 1，算法 3的时间复杂度是有优势的。
并且，不难发现算法 3可以轻松拓展到权值线段树上，适用性很广。具体来讲，如果

左儿子是空的，可以直接进入右儿子；如果右儿子是空的，可以直接进入左儿子。然后我

们将右儿子最左侧元素设为树根，并且将递归进右子树改成递归进右儿子相当于保留树根，

在叶子结点的时候特判即可。

4 换根维护深度相关信息

例题 4.1 (希望 3). 有一棵树，求选出 k个连通块，满足这些连通块交集中存在一点让这

些连通块中任意一点到这个点的距离不超过 L的方案数，对 998244353取模。

3来源：十二省联考 2019，链接：https://www.luogu.com.cn/problem/P5291
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数据范围：1 ≤ n ≤ 106，1 ≤ k ≤ 10。

解法. 不难发现对于一个选连通块的方案，满足条件的点必然构成树上的一个连通块。于

是我们可以进行点减边容斥，即我们对每个满足要求的点计算 1的贡献，对每条边要求其

两端的点都满足要求计算 −1的贡献。这样就可以保证对于一个满足条件的树上连通块，整

体计算 1的贡献。

我们记录 fx,i 表示结点 x子树内到结点 x的距离 ≤ i的非空连通块数量。转移：

fx,i =
∏

y∈childx

( fy,i−1 + 1)

我们记录 Fx,i 表示结点 x子树外（不包含结点 x）到结点 x的距离 ≤ i的非空连通块数

量。转移：

Fx,i = (Ffax,i−1 + 1)
∏

y∈childfax \{x}
( fy,i−2 + 1)

• 点的贡献是 ( fx,L(Fx,L + 1))k；

• 边的贡献是 ( fx,L−1Fx,L)k。

我们考虑长链剖分来维护，记结点 x的长儿子为 hsonx。

我们先考虑计算 f。注意到对于 i ≥ heightx，答案都等于 fx,heightx−1，所以我们只需要维

护 min{L + 1, heightx}个值。我们可以对每条长链维护 f 数组。具体地，我们对结点 x，

1. 继承 fhsonx 的状态；

2. 加入轻儿子 y贡献。对于 i ∈ [1,min{L + 1, heighty} + 1]的前缀，我们可以暴力单点修

改修改 fx,i，对于后缀，我们可以打后缀乘法的标记维护。

我们再考虑计算 F。注意到由于我们只需要最后求出每个点 Fx,L 的值，所以对于 Fx,i，

若 i+ heightx − 1 < L，我们并不需要维护该值。于是，我们对结点 x只需要维护一个长度为

min{heightx, L + 1}的数组。我们可以对每条长链维护 F 数组。具体地，我们对结点 x，

1. 根据 fx 回退出 fhsonx；

2. 先加入所有轻儿子 y 的贡献。依旧是形如前缀暴力单点修改，后缀打乘法标记来维

护；

3. 对于长儿子，我们继承当前 Fx 的状态；

4. 对于轻儿子 y，我们先删除其贡献，接着我们根据 Fx和 fhsonx 求出 Fy，递归进 y子树

求解，回溯时再将轻儿子 y的信息加入即可；
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5. 将 fhsonx 还原成 fx。

于是，我们整个算法的时间复杂度瓶颈在于求 k次幂。

时间复杂度 O(n log k)，空间复杂度 O(n)。 ♠

例题 4.2 (网络 4). 给一棵 n个结点的树和一个参数 d，定义两个结点 x, y之间的距离为

x到 y的简单路径上的边数。

定义一个树上连通块的权值为连通块中任意两点的距离之和。定义一个树上连通块的

直径为连通块中任意两点距离的最大值。

给出 q次询问，第 i次询问给出一个点 ui，请求出所有包含 ui 的直径不超过 d 的树上

连通块中权值的最大值。

数据范围：n ≤ 5 × 105，q ≤ 10。

解法. 一道更加复杂的题目。

我们考虑选出连通块的直径中点。

• 如果 d 是奇数，那么直径中心是一条边。所以选出的连通块形如选择一条边距离其

中一个端点不超过 d−1
2 的所有结点；

• 如果 d 是偶数，那么直径中心是一个点。所以选出的连通块形如选择一个点距离不

超过 d
2 的所有结点。

下文中，我们令 L = ⌊ d
2 ⌋。

我们记如下状态：

记 fx,i 表示 x子树内到 x的距离 ≤ i的点的个数。

记 gx,i 表示 x子树内到 x的距离 ≤ i的点到 x的距离和。

记 hx,i 表示 x子树内到 x的距离 ≤ i的所有点中任意两点距离和。

考虑加入一棵子树 y的转移，记 f ′, g′, h′为加入子树 y之前的 DP值，转移：

fx,i = f ′x,i + fy,i−1

gx,i = g′x,i + gy,i−1 + fy,i−1

hx,i = h′x,i + hy,i−1 + g′x,i fy,i−1 + f ′x,igy,i−1 + f ′x,i fy,i−1

记 Fx,i 表示 x子树外到 fax 的距离 ≤ i的点的个数。

记 Gx,i 表示 x子树外到 fax 的距离 ≤ i的点到 fax 的距离和。

记 Hx,i 表示 x子树外到 fax 的距离 ≤ i的所有点中任意两点距离和。

转移是，我们先先继承 F,G,Hfax 的信息，再加入结点 fax 的贡献，转移：

4来源：SNOI2019，链接：https://www.luogu.com.cn/problem/P5411[3]
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Fx,i = Ffax,i−1

Gx,i = Gfax,i−1 + Ffax,i−1

Hx,i = Hfax,i−1 +Gfax,i−1 + Ffax,i−1

考虑加入一棵子树 y的转移，记 F′,G′,H′为加入子树 y之前的 DP值。

Fx,i = F′x,i + Fy,i−2

Gx,i = G′x,i +Gy,i−2 + Fy,i−2

Hx,i = H′x,i + Hy,i−2 +G′x,iFy,i−2 + F′x,iGy,i−2 + F′x,iFy,i−2

考虑计算答案。

• 若 d为偶数，则以点 x为中心的极大合法连通块的权值为：

hx,L + Hx,L−1 + gx,LFx,L−1 + fx,LGx,L−1 + fx,LFx,L−1

• 若 d为奇数，则以边 (x, fax)为中心的极大合法连通块的权值为：

hx,L + Hx,L + gx,LFx,L + fx,LGx,L + fx,LFx,L

我们考虑长链剖分来维护，记结点 x的长儿子为 hsonx。

我们先考虑计算 f , g, h。注意到对于 i ≥ heightx，fx,i, gx,i, hx,i的值不变，所以我们只需要

维护min{L+ 1, heightx}个值。我们可以对每条长链维护 f , g, h数组。具体地，我们对结点 x，

1. 继承 fhsonx , ghsonx , hhsonx 的状态；

2. 加入轻儿子 y贡献。对于 i ∈ [1,min{L + 1, heighty} + 1]的前缀，我们可以暴力单点修

改修改 fx,i，对于后缀，注意到转移的形式可以用矩阵乘法来表示，所以我们可以打

后缀矩阵乘法的标记维护。

和 4.1类似，我们对结点 x只需要维护一个长度为min{heightx, L+ 1}的数组。我们可以
对每条长链维护 F,G,H数组。具体地，我们对结点 x，

1. 根据 fx, gx, hx 回退出 fhsonx , ghsonx , hhsonx；

2. 先加入所有轻儿子 y的贡献。依旧是形如前缀暴力单点修改，后缀打矩阵乘法标记来

维护；

3. 对于长儿子，我们继承当前 Fx 的状态；
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4. 对于轻儿子 y，我们先删除其贡献，接着我们根据 Fx,Gx,Hx和 fhsonx , ghsonx , hhsonx 求出

Fy,Gy,Hy，递归进 y子树求解，回溯时再将轻儿子 y的信息加入即可；

5. 将 fhsonx , ghsonx , hhsonx 还原成 fx, gx, hx。

接着，我们再考虑对于每个结点，求出要求包含它的答案。

我们同样可以用上文类似的方法，对于子树内设状态：

记 tx,i 表示 x子树内到 x的距离 ≤ i的直径中心的答案最大值。

记 Tx,i 表示 x子树外到 fax 的距离 ≤ i的直径中心的答案最大值。

转移的方法和上文大致相同，不过这里由于是维护最大值信息，所以我们需要对 Tx,i，

维护来自不同子树的最大值、次大值，这样就能处理删除一棵轻子树信息了。

于是，我们就可以对所有结点都求出答案。

时间复杂度 O(n + q)。

♠

例题 4.3 (运筹帷幄5). 给定一棵 n个结点的树，第 i个结点有 bi 个棋子，且最多能放 ai

个棋子。现在有一个结点 k是根。每次操作你可以选择一个结点，将它的一个棋子，移到它

的父亲上，需要满足它父亲的棋子数没有超过限制，然后需要最小化所有棋子到 k 的距离

和。

对 k = 1, 2, · · · , n都求出答案。
数据范围：1 ≤ n ≤ 5 × 105。

解法. 本题是笔者今年的集训队互测试题。

本题还有很多其它有意思的做法，可以详见参考文献 [4]。
由于 ai ≥ 1，所以我们可以把题目转化成每次选择一个棋子，移到其祖先。

首先，我们有一个暴力的贪心做法。我们 DFS整棵树，假设当前在结点 x，先对于结

点 x的子树进行贪心的过程，然后再将子树内最深的棋子移到结点 x。

这个贪心做法的证明跟本文无关，可以在参考文献 [4]中找到。
我们考虑维护这个过程。我们记 fx,i表示 x子树内操作完后到 x的距离 ≥ i的棋子数量。

记 gx,i 表示 x子树内操作完后到结点 x的距离 ≥ i的棋子到 x的距离和。

我们考虑长链剖分来维护，记结点 x的长儿子为 hsonx。

我们先考虑计算 f , g。注意到对于 i ≥ heightx，fx,i, gx,i = 0，所以我们只需要维护 heightx

个值。我们可以对每条长链维护 f , g数组，并且维护当前删除了前 delx 大的结点，并维护

这些结点到 x的距离和 sumx。具体地，我们对结点 x，

1. 继承 fhsonx 的状态；

5来源：2024-2025集训队互测 Round 5，链接：https://qoj.ac/contest/1822/problem/9534
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2. 加入轻儿子 y贡献。由于我们维护的是后缀和，而每次修改是一段前缀，因此我们可

以维护；

3. 将前 ax − bx 大删除，我们在 f 数组上二分，即可更新 sumx。

我们考虑换根计算子树补的信息，这个时候跟先前两道例题的情况大不相同，我们需

要新的处理方法。我们考虑把信息拆成轻重子树来处理。

我们考虑在换根的过程中重链剖分维护，记结点 x的重儿子为 wsonx。

我们在过程中维护：

• 到根路径经过的轻结点，它们的父亲的重儿子结点编号集合 S x；

• 用数组来维护 Fi 表示到 x距离 ≥ i的棋子数量。

Gi 表示到 x的距离 ≥ i的棋子到 x的距离和。

假设当前在结点 x，

1. 根据 fx, gx 回退出 fhsonx , ghsonx；

2. 我们先将所有轻儿子都加入 F 里面；

3. 对于重儿子：不需要做额外处理；

4. 对于轻儿子：我们先将结点 y在 f 内的贡献删除，然后再截取重儿子距离 ≤ sizey 的

部分，对于重儿子 fwsonx 中 > sizey 的部分，我们将重儿子的结点编号 wsonx 加入 S y

内，并记录 sizey；

5. 将 fhsonx , ghsonx 还原成 fx, gx。

此外，对于删除距离前 ax − bx 大的，注意到我们肯定是依次删 S x 最早加入的重儿子，

我先判断这个数组能否删空，如果能删空，我们就直接在 S 中删除，否则再二分。这样，我

们就只需要进行至多一次二分。

求答案时，我们如果删完 S 后，结点 x仍有空余位置，我们只需要对数组 fx 和 Fx 进

行二分即可。

如果加入轻儿子时，在已经被删除的地方增加了棋子，则我们可以直接重构 f , g。

时间复杂度 O(n log n)，空间复杂度 O(n)。

♠

XXXX 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 16

浅谈一类树上换根问题 江苏省常州高级中学 赵海鲲

5 换根维护凸壳

5.1 引入

例题 5.1 (长野原龙势流星群改6). 有一棵 n个点的树，第 i个点的点权为 ai。

现在你需要对每个点 i找到一个包含 i的连通块，并最大化这个连通块内所有点的点权

的平均值。

对每个点 i求出这个最大的平均值。

数据范围：1 ≤ n ≤ 2 × 105，1 ≤ ai ≤ 109。

5.2 基本思路

我们考虑树形 DP，dpx,i表示在 x子树中，大小为 i的包含 x的连通块中，和的最大值。

dpx,i 本身并不是凸的，但我们有以下结论。

引理 5.1. 把一个 dpx,i看作平面上的点 (i, dpx,i)，对平面上的若干个点 (xi, yi)，这些点和

原点连线的斜率最大值只会在它们的上凸壳中取到。

证明. 考虑三个点如果形成下凸，那么两边至少会有一个点比中间的那个点优。如此去除无
用的点，最后只会剩下上凸壳中的点。 □

我们记 fx 表示 x子树内 DP值构成的凸壳。
树上背包合并的过程可以看作是先将所有儿子的凸壳，做闵可夫斯基和。接着，在加

入结点 x，并合并一段前缀的边，来保证凸性。

6来源：2024-2025集训队互测 Round 5 https://qoj.ac/contest/1822/problem/9532[2]
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形如图片所示的过程，其中，绿色边是 (1, ax)，后面黑色边是原凸壳上的边。

记 Fx 表示 x子树外 DP值构成的凸壳。
我们考虑在换根的过程中重链剖分维护，记结点 x的重儿子为 wsonx。

我们在过程中维护：

• 到根路径经过的轻结点，它们的父亲的重儿子结点编号集合 S x；

• 到根路径经过的结点，它们的父亲不在路径上的结点子树内的凸壳构成的数据结构
G。

假设当前在结点 x，

1. 我们先将所有轻儿子都加入 F 里面；

2. 对于重儿子：不需要做额外处理；

3. 对于轻儿子：我们先将结点 y在 F 内的贡献删除，再将重儿子的结点编号 wsonx 加

入 S y 内。

我们考虑换根过程中如何处理 O(log n)个数据结构中处理当前向量，维护凸壳的过程。
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5.3 算法 1基于值域的做法

我们考虑使用权值线段树来维护。

定理 5.1. 对于任意两个不同的分数 b
a 和

d
c，满足 1 ≤ a, c ≤ n。

| ba −
d
c |的最小值为

1
n(n−1)。

证明. 通分之后的结果是 |bc−ad|
ac ，由于两个是不同的分数，所以 |bc − ad| ≥ 1，所以最小值为

1
n(n−1)。 □

定理 5.2. 两个差 ≥ 1的数下取整后不同。

由于我们维护的向量分母都 ≤ n，所以我们可以对向量都乘上 n2，并下取整，然后就可

以用权值线段树维护。

由于合并一定是将斜率 ≤ x的全部合并，所以我们每次查询的时候，利用权值线段树

的结构都相同，可以在过程中同时二分。

同时，注意到本质不同的向量只有 O(n)种，所以我们维护 G时，区间赋零时用 tag来

维护，保留结点编号，这样就可以做到 O(n(log n + log a))的空间复杂度。

时间复杂度 O(n log n(log n + log a))，空间复杂度 O(n(log n + log a))。

5.4 算法 2不基于值域的做法

我们考虑魔改 3.3.3。
首先，假设当前向量和所有平衡树的左子树，以及树根都合并后，斜率比树根斜率最

小的大。

那么，说明斜率最小的那棵平衡树的树根和右子树都不需要被合并，于是可以将其递

归到左子树。

定理 5.3. 斜率最大的那棵平衡树的左子树和树根都必须要被合并。

证明. 考虑反证法，假设其不应被合并。
那么令每个数组斜率 ≥最大的位置叫 posi，那么由于当前这棵平衡树树根的斜率最大，

所以有 posi ≤ midi。
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那么说明次数将红色的前缀跟当前向量合并后的斜率 ≥平衡树斜率最大的树根的斜率，
那么也一定 ≥平衡树斜率最小的树根的斜率。
此时，我们考虑加入绿色部分，由于绿色部分的斜率也都 ≥平衡树斜率最小的树根的

斜率。

所以当前向量再跟绿色部分合并完后，斜率一定还 ≥平衡树斜率最小的树根的斜率。
这与我们的假设不符，说明原命题成立。

□

由于我们找斜率最大、最小的树根，需要用可删堆维护，所以这部分时间复杂度带个

O(log log n)。

时间复杂度 O(n log2 n log log n)，空间复杂度 O(n log n)。

6 总结

本文由浅至深地阐述了利用树链剖分并配合多树二分维护换根信息的各种方法，并通

过多道例题展现了这些方法的应用。其中例题希望和网络是对前人研究的总结，而后续例

题则是笔者的全新探索。

不过上文提到的树链剖分，还有许多性质没有能在题目中崭露锋芒；而在换根维护凸

壳的部分中，笔者给出的做法仍然存在进一步优化的空间；笔者提出的方法也可能在维护
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新的信息时，展现其独特价值，互相组合，创造出新的题目。

希望本文可以起到抛砖引玉的作用，让读者更好地认识换根模型，更好地感受换根问

题仍然存在非常广阔的空间。期待有更多换根问题在信息学竞赛中出现。
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一类由数据结构解决的树上字符串问题

福建省厦门双十中学李静榕

1 前言

对于在序列上的字符串的各种问题，例如区间查询不同子串个数，已经有 SA以及 SAM
能处理极为复杂的问题，字符串子区间的结构已经能被基本子串结构对称完整地刻画。但

是对于树上字符串的问题，目前暂时没有较为通用的结构用于刻画树上字符串的结构。尽

管没有通用的结构，我们依然可以借助数据结构的力量来解决很多树上字符串问题。

以下问题仅考虑 O(n × poly(log(n)))解法，不考虑根号算法。

2 前置知识：树上数据结构

2.1 重链剖分

树链剖分是把一棵树分解成若干条链的结构，其中重链剖分是指保留所有重边的树剖。

其中的概念：

1. 一个点 u的重儿子指的是 u的一个儿子使得它的子树大小是所有兄弟中最大的（有

多个相同则任选一个）。若 u是叶子，则 u没有重儿子。一个点 u的轻儿子指的是除了重儿

子的儿子。

2. 重边指的是所有非叶子节点和它的重儿子之间的边。轻边指的是除去重边的边。
3. 重链是首尾相接的重边形成的极大的链。特别的，保留终边后留下的单点也被看作

重链。

每个点都属于且恰好属于一条重链。

重链剖分的核心性质：任意一个点到根的链上的轻边数量不超过 log(n)。

证明. 考虑从根开始向下找到这个点，每经过一次轻边当前的子树大小至少会减少原先的
一半，所以经过轻边的次数不超过 log(n)。 □

由此可见树上的每条路径都能被分解成不超过 2 log(n)条不包含轻边的链，在每条重链

上建立线段树即可完成 O(n log2(n))的链修改链查询。
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2.2 重链剖分的分治结构

因为每个点祖先的轻边数量之和不超过 n log(n)，所以所有轻儿子的子树大小和也不超

过 n log(n)。

于是我们可以把与子树相关的问题转化到树剖上，并且对于每条重链分别计算，因为

一条重链顶端的节点恰好是一个轻儿子（或是根）。在这条重链上可以遍历重链及重链上节

点的轻儿子子树部分，只需要计算重链上的信息。

2.3 全局平衡二叉树

如果把重链看作一个节点，轻边看作重链之间的连边，那么整棵树会重新形成一个分

治结构树。对于类似链加链求和的问题，重链剖分可以在每条重链上建立线段树以支持修

改，但关注其分治的特点，对于一条重链应当建立一个以重链节点为叶子、重链节点的轻儿

子子树大小和为权重的更加平衡的二叉树。二叉树的根为重链本身，其他节点为重链的一

个区间，即一个更小的链。这棵二叉树形成的过程可以看作不断将链裂开成两条链。每次选

取分裂位置时需要尽量让分裂出来的两条链的权重较为平衡，即权重和之差的绝对值最小。

下证明在一条重链上由上述方法形成的二叉树上任意存在二级祖先的非叶子节点 w和

它的二级祖先 u满足 2valw ≤ valu 其中 val代表权重。

证明. 设 w的父节点为 v。若 2valv ≤ valu，则证明结束。不妨设 v是 u的左儿子，设 v子树

内最靠右的叶子权重为 y，剩余权重和为 x。能发现 max(valw, valv − valw) ≤ max(x, y)，其中

一定有 2x ≤ valu。若 2y > valu 因为 w不是叶子节点所以一定是 v的左儿子，证明结束；否

则也有 2y ≤ valu，则一定有 2valw ≤ valu。 □

将这些二叉树通过轻边连接得到一棵重构树，若将二叉树叶子节点下轻边建立哈夫曼

树则可以形成一棵二叉树，即全局平衡二叉树。

注意到原树的一个节点对应的全局平衡二叉树上节点祖先中的边有一些是由重链分治

形成，其他是由轻边的二叉树形成；向上连续经过两个重链的边当前权值会翻倍，轻边形成

的二叉树边同理。轻重交替不超过 log(n)次，所以这个节点祖先的边的数量不超过 k log(n)

其中 k是一个小常数。

3 序列字符串的开端

3.1 后缀数组 [2]

后缀数组是将一个字符串的所有后缀按照字典序大小从小到大排序后的下标数组，求

后缀数组的方法有很多，最简单的可以通过二分加哈希实现后缀的比较以实现后缀排序。

2025 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 2



2025年信息学奥林匹克中国国家集训队论文           274 2025年信息学奥林匹克中国国家集训队论文           275

一类由数据结构解决的树上字符串问题 福建省厦门双十中学 李静榕

令 sai为后缀数组的第 i个元素，即字典序第 i小的后缀下标；定义 heighti = lcp(sai, sai+1)，

由字典序的性质可以发现 lcp(sai, sa j) = min j−1
k=i sak 其中 i < j。值得一提的是字符串不同子

串的个数为
n(n + 1)

2
−∑n−1

i=1 heighti。

3.2 后缀树 [3]

本文为了方便讨论，将后缀树定义为后缀 trie，而不是后缀 trie压缩后的结果。
后缀树是由所有后缀形成的 trie树。后缀树的节点个数和边数可能是 O(n2)的，但是由

于后缀树的叶子个数不超过 n个，所以所有叶子形成的虚树的大小不会超过 2n个，虚树中

一条边即为原本后缀树上的一条链（自上而下）。

定义字符串的后缀在后缀树上的端点为 end 节点，则按照先序遍历遍历到的 end 节点

的列表形成了后缀数组。

3.3 后缀自动机 [4]

把后缀树的 end 节点看作接受状态，根看作初始状态，后缀自动机是由后缀树形成的

自动机的极小化，即接受语言相同的最小的自动机。它最多包含了 2n − 1个状态和 3n − 4

个转移。

4 例题 1研心 [5]

4.1 题意简述

给定大小为 n的字符串序列 S 和大小为 m的字符串序列 T，其中 S 的第 i个字符串为

S i，T 的第 j个字符串为 T j。

定义一个字符串的权值 f (s)为 s中最长奇回文子串的长度。

定义两个字符串的加法 s + t为把两个字符串拼接起来得到的新字符串。

求
∑n

i=1
∑m

j=1 f (S i + T j)。

4.2 题目分析

此题相较于一般序列上字符串问题的区别在于在 S , T （左右）两棵 trie树上统一处理
问题，而不是每个字符串分别解决。进行基本转化后题目变为近似于偏序的问题，建立 trie
树后可以利用数据结构将问题集中处理。
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4.3 具体做法

首先考虑如何统计一个被缝合的串的奇回文长度。分成三段，一个是左边最长回文，右

边最长回文，中间的回文。

中间的回文可以通过回文中心区分成左右两边，以左边为例：我们枚举左边串的回文

后缀，将这个串去掉这个后缀后倒着对右侧匹配，匹配最长的是其中一个奇回文串，这里用

二分哈希实现。匹配过程可以看作左边的串在右边的 m个串形成的正 trie进行匹配。
设左串个数为 n，右串个数为 m，考虑求出一个 n ×m的矩阵表示答案的矩阵，最终进

行求和。

我们对于上述总共四种回文对矩阵进行覆盖（即 chkmax），例如左边最长回文是行覆
盖，右边最长回文是列覆盖，回文中心在左侧是对一行进行一个 trie树上的覆盖，回文中心
在右侧是对一列进行一个 trie树上的覆盖。

行和列的交互是非常困难的，首先考虑如何在只考虑行操作之后求出答案。

试图把一个可重的覆盖变成不重的覆盖，即多个“连续段”的值直接覆盖。单个左侧回

文中心的操作具体是在 trie树上对一条路径 S 进行如下操作：

设左回文后缀为 l，那么对右侧 S 路径上深度为 d 的点 u 的子树进行关于 2d + l 的

chkmax。这里 d的系数直接钦定为 1（即原题求最长回文半径）。

提取出所有的 u建立虚树，考虑所有在虚树上（包括长链上的）的 trie树节点得到的权
值。这个权值的意义是子树内所有 trie树结束节点（例如固定左边那么 trie树上就是 T 的 m

个结束节点）对应的最长回文对这个权值取 max。

考虑这么限制权值的值，使得每个点 u的权值掌控（能真正更新 max）的部分是 u的

子树除去子树节点掌控的部分。进行两轮更新：

1. chkmax(val f au , valu + 1)

2. chkmax(valu, val f au )

虚树上虚边对应的链的权值是形如 1, 1, 1, 2, 3, 4的形式，即一段相同权值接一段公差为

1的等差数列。这样原 trie树上每个点的权值都能被唯一覆盖，覆盖形式要不然是直接赋值
（上面序列平的部分）或者是一个嵌套的结构，形式化地讲：设这条祖先-儿子方向的链为C，

第 i个点是 Ci，那第 i个点掌控的范围是 subtree(Ci) − subtree(Ci+1)，权值是 i + k，k是个关

于这条链定值。

考虑把上述覆盖转到树剖上，其中第二种会拆成较多标记，忽略分讨过程之后，总的来

说可以总结成三种：

1. 单点以权值 k覆盖

2. 重链的一个区间的所有点和他们的轻儿子以权值 k被覆盖

3. 重链的一个区间的所有点和他们的轻儿子以重链上的点的深度 +k为权值被覆盖

注意这种标记会有 1/-1的系数。当一个位置被权值为 {ai}（如 {1,−1, 2,−2, 3}）的标记
覆盖，那么真正的标记权值是

∑
ai（上个例子是 3）。实现时保证标记集合可以通过消掉相

反数的对最终得到至多一个正数标记。
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然后进入纯 ds部分。把树剖的重链拆成全局平衡二叉树，上述标记最终被拆成 O(log)

个子标记，每个标记都在一个全局平衡二叉树节点上，因为此时标记的类型相同（只需要

考虑不同的 k）。考虑 s串产生的在 t-trie上的标记和 t串产生的在 s-trie上的标记。将前者挂
在 s-end（即 s-trie的结束节点）上，它有对应的在 t-trie全局平衡二叉树上的一个标记；将
后者的标记部分挂在 s-trie的全局平衡二叉树上，它相应的有一个对应的 t-end。考虑特定的
一对 s − t，我们想要知道第一种标记和第二种标记的最大值。但是尽管上文提到这种标记

是不重的覆盖，但实现中我们并不能做到真正的不重，是通过带系数的权值之间取 max得

到的。

具体的，这种标记可以看作 (val, k)其中 k表示系数。

两个标记取 max结果为 (max(val1, val2), k1k2)。可以证明这种标记具有交换律和结合律，

更重要的，具有分配律。

对于这个特定的 s− t，两侧的标记实际上是标记集合，但是因为标记具有分配律，所以

可以求出两个集合两两标记的最大值之后再求和。关注 s的标记覆盖到 t-end且 t的标记覆
盖到 s-end的条件，枚举 s-trie全局平衡二叉树的节点 u，枚举所有 t的标记覆盖在 u上的标

记，得到一种暴力做法：先枚举 u覆盖下的节点 v（这个节点是原 s-trie树节点），并枚举 v

作为 s-end时所有对 t-trie全局平衡二叉树的标记挂到这个二叉树节点 x上，然后枚举标记

覆盖 u的对应的所有 t-end节点 w，枚举 w的所有祖先和之前挂的标记取max后求和。因为

查询一个 t-trie全局平衡二叉树节点 x上所有比某个标记大的标记的和需要二分，所以到这

里最终复杂度为 O(s log3 s)。

实际上可以优化掉这个二分。首先考虑 s-end对 t-trie全局平衡二叉树的标记，放到同
一个 x上的标记需要排序，所以可以换成在 u时先将所有 v上的标记放到一起整体排序后

按顺序添加标记，这个排序可以通过从 u的儿子继承排序好的标记进行归并替换。对于 u上

标记对应的 w向上查询的过程，我们先把查询挂在 w上，并遍历 t-trie全局平衡二叉树有查
询的部分，从下至上向上归并查询，这样同时查询一个 x的查询是排好序的，可以把标记

和查询进行归并，同样求出 max之和。总复杂度为 O(s log2 s)。

4.4 启发

出题人在试图解决这道问题时长时间未想出 O(s × poly(log(s)))做法，但尽管最终做法

极为复杂，问题的本质依然只是一个复杂偏序问题。这提示我们即使没有树上字符串的通

用结构也能使用数据结构让问题变为可做问题。

5 深入树上字符串结构

实际上相较于真正的树上字符串问题，上述问题显得过于浅显，因为对于字符串的匹

配仅停留在了根开始的匹配上。以下详细定义树上字符串：
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树上字符串是一棵边有边权的有根树，边权为字符。一个子串可以表示为二元组 (u, v)，

其中 v是 u的祖先。

(a, b)是 (c, d)的前缀当且仅当 a = c且 d 是 b的祖先。(a, b)是 (c, d)的后缀当且仅当

b = d且 a是 c的祖先。

一个节点 x的子树的所有字符串定义为集合 {(u, v)|∀u, v ∈ subtree(x), v ∈ anc(u)}。
一个节点 x的子树的后缀集合定义为 {(u, x)|∀u ∈ subtree(x)}。
一个树上字符串的后缀就是整棵树的后缀。

上图左侧树为树上字符串，右侧为树上字符串的后缀形成的后缀树，即根的子树对应

的后缀树。

从一个问题入手：给定树上字符串，多次查询，每次查询两个子串的最长公共前缀。

除去直接哈希的做法，可以发现树上字符串具有和序列字符串相似的性质，都能求出

“后缀数组”。具体地，考虑所有子串 (u, root)，这些串能够形成和序列字符串的所有后缀一

样的结构，都能求出后缀数组，都能形成一棵后缀树。

于是此问题就变成后缀数组上区间最小值问题或者是后缀树上的 lca问题。能发现这个
后缀树的所有前缀（前缀链）形成了这个树上字符串的所有子串。

能发现在此背景下树上字符串问题的强度并没有和序列字符串问题有本质区别，下面

给出一个无法被树上字符串所有后缀形成的后缀树结构简单解决的问题。

6 例题 2子树串计数
给定一个树上字符串，问每个子树中本质不同的串的个数。
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6.1 题目分析

沿用对于整个树上字符串的后缀树结构，我们希望对每个子树都建立出后缀树结构，并

且本题要求的就是每个子树的后缀树的大小（即边数）。

6.2 具体做法

先给整个树上字符串的后缀排序，方便之后的操作。

考虑如何维护一个子树的后缀树。因为整个字符串的后缀树包含了所有小的后缀树的

信息，所以考虑从根开始向下不断分裂维护后缀树。

对于分裂过程，可以使用启发式分裂，也就是沿着树的重链进行分裂，仅保留重儿子的

信息，对于轻儿子则递归下去重新计算。

设当前维护的是节点 u的后缀树，u的重儿子为 v。则将 u的后缀树变为 v的后缀树的

过程为

1. 删除 u当中在轻儿子中的字符串后缀 end，并仅保留后缀树的有用部分。

2. 将所有后缀树的 end 节点向父亲移动一次，即变为自己的父亲，并保留后缀树的有

用部分。

向父亲移动一次的操作不好维护，但是考虑到答案只关心后缀树的大小，所以只需要

维护后缀树的所有叶子。对于第一个操作，删除一个节点可能会导致原本不是叶子的 end变

为叶子，但是一次删除操作最多新加一个叶子，而删除操作次数是合理的，所以这里复杂度

正确；对于所有叶子向上移动一次的操作，可能会导致一些叶子不再是叶子变为别的叶子

的祖先，因为添加叶子的次数合理，所以删除任意次叶子的操作都是合理的。

具体而言，我们需要用 set来维护所有叶子，按照字典序排序，即这些叶子在后缀树上

的 d f s序。这形成了整个后缀树的形态，后缀树的大小即节点深度和减去相邻叶子 lca深度
和。

对于删除叶子的操作，考虑如何寻找用于替代的节点。设删除的点是 u2，设在 sa上 u2

左边是 u1，右边是 u3。我们希望找到一个不是叶子的、并且还在当前原树子树内的、深度

最大的、是 u2 祖先的 end节点来替代 u2。这里有一个细节条件，这个新节点 v必须要是 u2

的祖先。这个条件的限制方式为限制 rkv 在 [l, r]中，其中 [l, r]区间是由限制一个节点与 u2

的 lcp长度至少超过了 max(lcp(u1, u2), lcp(u2, u3))从 rku2 开始向左右两边二分得到，区间查

询用线段树维护即可。

对于向父亲移动的操作，我们需要维护所有未来叶子凋亡的事件并推入一个小根堆中

用于提取事件。一个叶子凋亡事件是由一个叶子 u变为和它相邻的叶子的祖先引发的，可

以看出所有叶子凋亡的事件都是由相邻叶子引发的。每次修改维护叶子的 set时一起维护新

增的叶子相邻对即可维护出所有可能的凋亡事件（叶子被删除事件会有凋亡事件失效）。

叶子相邻 lca深度和也是在相邻叶子上维护的信息，与上述事件一同维护即可。
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最终总复杂度为原树树剖 log和上述所有操作总共的一个 log。二分的单 log需要一个

后缀数组上的 st表。总复杂度为 O(n log2 n)。

6.3 启发

观察问题的结构，虽然该问题已经不能被树的后缀数组或后缀树简单解决，但是问题

只保留了后缀树中的叶子节点。是否存在一种结构能维护原树所有子树的整个后缀树的信

息？

目前我给出的答案是，存在一种结构能维护一些种类的信息，并且强度要强于单纯的

树上字符串的后缀数组或后缀树结构。

7 不完整树上后缀树结构

考虑对于上述从上至下维护后缀树的思路，将 set维护的后缀树叶子改为用树剖维护的

后缀树。虽然后缀树的边数个数无保证，但叶子个数有保证，所以依然可以进行树剖。

树剖之后考虑删叶子和向上移动两种操作。先考虑向上移动的操作，在树剖的结构上

我们需要暴力处理一个轻儿子向上移动到父亲的过程，即删一个点再加一个点，此处看出

删叶子的操作是不重要的；对于重儿子向上移动的过程，则需要整体维护。考虑一条重链

的信息，重链上有若干个点正在向上移动，重链的轻儿子的点集固定。也就是说这里的信

息被分成了移动中的重链 end 节点和不动的轻儿子 end 节点两个部分。设这两部分为运动

部分和静止部分。考虑这个结构的强度：

1. 是否能维护后缀树有效节点的个数（子树内 end节点个数大于零的节点个数）？

2. 是否支持查询子树内为一个串前缀的子串的个数？
3. 是否能维护后缀树子树内 end节点个数平方之和？

对于第一个问题，考虑树剖维护出所有叶子消失的事件，树边长度将简单维护。

对于第二个问题，若定义子树大小为子树中 end 节点的个数，则相当于查询后缀树的

树链（根开始）的子树大小和。而子树大小可以拆成运动部分提供的子树大小和静止部分

提供的子树大小，都可以用树剖处理。

对于第三个问题，能发现对于一条后缀树重链，重链上移动节点与重链的轻子树之间

会产生贡献，这是一个差卷积过程，不能用此结构维护。从另一个角度看，若仅考虑后缀

树的叶子节点，那么答案需要计算
∑n

i=1
∑n

j=i+1 delca(lea fi,lea f j)，因为叶子已经按照 rank排好序，

所以两点的 delca相当于区间最小值。

而到这里此问题的强度已经大于题目大海的深度 [6]，因为还未考虑非叶子节点产生的

混乱的影响。

相比之下，普通的树上 sa难以处理前两个问题，可以说明这个结构的强度严格强于树

上 sa；而对于第三个问题并不能给出答案，说明此结构不能处理运动部分信息和静止部分
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信息之间会产生贡献的问题，因为会产生无法快速计算的动态差卷积；若无需维护此类全

局信息（例如子树大小 k 次方和等）或运动部分信息与静止部分信息没有贡献（例如第二

个问题），这个结构可以给出答案。

8 数据结构的尽头

通过以上两个例题和一个结构能看出数据结构的作用极为关键，我们仅仅借助最简单

的 trie树就解决了以上两个问题。但是以上所有问题和结构都很有可能隐藏着暂未开发的
性质。例如对于研心，整道题并未使用过回文串的性质；对于子树串计数和不完整树上后缀

树结构，不同串之间在不同子树的 trie树（后缀树）上的重合很可能隐藏着更深层次的内在
结构。而数据结构仅仅是一个强大的工具，在上述结构的基础上无法维护差卷积过程，也

无法触及可能的更深层次的结构。

9 结构之上

尽管数据结构没能得到一个处理所有树上字符串问题的结构，我们依然可以在对序列

的结构进行模仿后试图找出可能的最终结构。

对于后缀数组和后缀树，我们试图对其进行模仿以维护出原树每棵子树的后缀数组和

后缀树。若最简单地考虑维护后缀数组的元素变化或后缀树的虚树的变化，以下给出一个

反例，该树的后缀数组或后缀树的变化量为 O(n2)。

上图为反例的缩小版本。左侧代表树上字符串，右侧代表树上字符串的后缀树的一部

分，红点表示考虑的后缀以及在后缀树上对应的 end节点。在沿着重链向下分裂的过程中，

每次后缀树虚树的形态都会产生剧烈变化，每个原树后缀的排名也会发生剧烈变化。右侧

2025 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 9
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2, 4, 6, 8号节点会向上运动，和 13, 18, 23号节点的后缀数组排名大小关系会不断变化，可以

看出变化次数为 O(n2)；后缀树的形态也随着重链向下递归的过程不断变化，变化量同样是

O(n2)。

笔者的研究也在此停止，但通过这个反例可以看出后缀数组以及后缀树的变化十分有

规律，这是由后缀树上树链中密集的 end 节点造成的小周期形成的；但笔者暂未研究对于

end 节点较为稀疏乃至一般情况下是否还能在合理的时间复杂度下维护后缀树树链上运动

节点与静止节点之间的深度关系。

除去维护后缀数组及后缀树的思路，还有至少另外两种可能思路：

1. 维护后缀自动机的变化量
2. 抛弃原本树上字符串所有后缀的结构，转而尝试所有树上节点向下的前缀树（trie树）

之并

对于后缀自动机笔者暂不清楚是否可以维护，但是因为后缀树结构本身无法维护，维

护后缀自动机的思路很可能行不通或无法维护所有信息；对于第二种思路，其结构过于复

杂也很可能难以维护。

希望读者能够更进一步地探究以上问题及结构的内在本质，或找到全新的思路尝试彻

底解决树上字符串子树信息维护的问题。

10 参考资料

[1] OI-wiki树链剖分 https://oi-wiki.org/graph/hld
[2] OI-wiki后缀数组 https://oi-wiki.org/string/sa
[3] OI-wiki后缀树 https://oi-wiki.org/string/suffix-tree
[4] OI-wiki后缀自动机 https://oi-wiki.org/string/sam
[5] 2024-2025集训队互测 Round 3研心 https://qoj.ac/problem/9514
[6]【UNR #8】大海的深度 https://uoj.ac/problem/892

11 致谢

感谢中国计算机协会提供学习和交流的平台。

感谢施涵森同学提供了研心的 idea。
感谢陈昕阳、仲煦北、史家丞、陈旭磊同学与我的沟通交流。

感谢家人对我的关心和支持。

2025 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 10



2025年信息学奥林匹克中国国家集训队论文           282 2025年信息学奥林匹克中国国家集训队论文           283

浅谈一类提取有理分式系数的方法 广东实验中学 黄建恒

浅谈一类提取有理分式系数的方法

广东实验中学 黄建恒

摘 要

生成函数作为信息学竞赛中的常见考点，近年来有较为深入的研究。使用生成函数时

经常需要提取其中的某一项系数，对于不同类型的函数，有不同的方法解决这一问题。本

文将介绍一种提取有理分式系数的做法，利用分母的根进行部分分式分解。在前两章介绍

两种常见用途，并在第三章列举两个和拉格朗日反演一起使用进行解题的例子。

1 线性递推数列的通项公式

定理 1.1. 对于无限数列 f = { f0, f1, ...}，令 F(x) =
∑

fixi。对于 Q(x) = 1 + q1x + q2x2 +

... + qk xk，以下四个对 f 的条件限制是等价的：

• (i)存在多项式 P(x)满足 deg P < deg Q = k, F(x) = P(x)
Q(x)。称其为 F(x)的有理分式形式。

• (ii) ∀n ≥ 0,
∑k

i=0 fn+k−iqi = 0。即 f 是线性递推数列，q是其线性递推式。

• (iii)设方程 Q(x) = 0的每个根去重后为 ξ1, ξ2, ..., ξl，各出现 d1, d2, ...dl 次，则可以将

F(x)写为
∑l

i=1
Pi(x)

(1−ξ−1
i x)di
的形式，满足 deg Pi(x) < di。称其为 F(x)的部分分式分解。

• (iv)存在一组 Pi(x)，满足 fn =
∑l

i=1 Pi(n)ξ−n
i ，deg Pi(x) < di。

该定理的证明见 [1]定理 4.1.1。
定理 1说明，对于一个线性递推数列 f，可以先写出其生成函数的有理分式形式，对其

进行部分分式分解，进而得到数列的通项公式。当 n→ ∞时。若 |ξ|最小的一项为实数，则
对 f 的渐进复杂度分析只需保留这一项。特别地，若其他 ξi 均满足 |ξi| > 1，则完全可以忽

略其他项的影响。

例题 1.1. 计算递推关系式 T (n) = T (n − 1) + T (n − 3) + 1的渐进复杂度。1

1Potyczki Algorytmiczne 2022, runda trzecia, Mędrcy /洛谷 P9257的时间复杂度分析
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构造数列 f0 = f1 = f2 = 1,∀n ≥ 3, fn = fn−1 + fn−3。令 F(x) =
∑

i≥0 fixi = 1
1−x−x3。方

程 1 − x − x3 = 0 的根满足 ξ1 ≈ 0.682，|ξ2|, |ξ3| > 1。因此 ξ−n
2 , ξ

−n
3 对 fn 的影响趋近于 0，

fn = c1ξ
−n
1 + c2ξ

−n
2 + c3ξ

−n
3 ≈ c1 × 1.456n。

由于 T (n) =
∑

0≤i≤n fi，1.456 > 1，等比数列求和不影响复杂度，所以 T (n) = Θ(1.456n)。

推论 1.1. 对于递推数列 fn =
∑k

i=1 qi fn−i，满足 qi 非负，qk > 0，设 q非 0的位置集合为

S，满足 gcd(S ) = 1， f0 ∼ fk−1非负且非全 0，设方程 Q(x) = 1 − q1x − ... − qk xk = 0的唯一正

实根为 ξ。那么当 n→ ∞时， fn = Θ(ξ−n)。

考虑 Q(0) = 1, x → ∞时 Q(x) < 0，且 Q(x)在 [0,∞)上单调，因此有唯一正实根 ξ，同

时，Q(x)所有根的模长最小值也是 ξ，因为 x ∈ [0, ξ)时 Q(x) > 0。且除 ξe
2nπi

gcd(S ) 外无法达到这

一最小值。由于 gcd(S ) = 1，只有 ξ可能为 Q(x)的根，因此其他 ξi 不影响渐进复杂度。

例题 1.2. 给定正整数 n ≤ 1018，计算 ⌊(1 +
√

2)n⌋ mod 109 + 7。

令 a = 1 +
√

2，满足 (a − 1)2 = 2，a2 − 2a − 1 = 0。考虑逆用定理 1，构造函数 F(x) =
1

1−(1+
√

2)x
+ 1

1−(1−
√

2)x
= 2−2x

1−2x−x2，则数列 f 满足 f0 = f1 = 2, fn = 2 fn−1 + fn−2，通项公式 fn =

(1+
√

2)n + (1−
√

2)n。不难使用矩阵快速幂或 Boston-Mori算法求出 fn，而 −1 < 1−
√

2 < 0，

因此答案为 fn − [n mod 2 = 0]，时间复杂度 O(log n)。

值得一提的是，由于
∑

[n mod 2 = 0]xn = 1
1−x2，因此答案的生成函数G(x) = 2−2x

1−2x−x2 − 1
1−x2

同样可以线性递推，递推式长度为 4。因此只用求出 g0 ∼ g7，即可使用 Berlekamp-Massey
算法求出最短递推式，时间复杂度 O(log n)。

2 提取二元有理分式系数

定义 2.1. 设 K 为一个代数闭域（例如复数域 C）。

K[x]为 K 上关于不定元 x的多项式环，即 F(x) =
∑

0≤n≤n0
fnxn。

K(x)为关于 x的有理函数域（K[x]的商域），即 F(x) = P(x)
Q(x)，P(x),Q(x) ∈ K[x]。

K[[x]]为关于 x的形式幂级数环，即 F(x) =
∑

n≥0 fnxn。

K((x))为关于 x的形式洛朗级数域（K[[x]]的商域），即 F(x) =
∑

n≥n0
fnxn，n0 ∈ Z。

K f ra[[x]]为关于 x的分式幂级数环，即 F(x) =
∑

n≥0 fnxn/N，N ∈ Z+。

K f ra((x))为关于 x的分式洛朗级数域（K[[x]] f ra的商域），即 F(x) =
∑

n≥n0
fnxn/N，n0 ∈ Z，

N ∈ Z+。

对于二元有理分式 F(x, y) = P(x,y)
Q(x,y)，满足 P(x, y),Q(x, y) ∈ K[x, y]，设Q(x, y) =

∏l
i=1(y−ξi)di，

即 ξi 为关于 y的方程 Q(x, y) = 0的根，我们首先有如下定理。

定理 2.1 (Puiseux’s Theorem). K f ra((x))是代数闭域，同时是 K((x))的代数闭包。
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这说明，对于每个形如 P0(x)+P1(x)y+...+Pk(x)yk = 0的关于 y的方程，满足 Pi(x) ∈ K((x))，

方程的解 ξ ∈ K f ra((x))。

定义 2.2. 设 K 为一个代数闭域。

称 F(x) ∈ K f ra((x))是代数的 2，当且仅当存在一组非全 0的 P0(x), P1(x), ..., Pk(x) ∈ K[x]，

使得 P0(x) + P1(x)F(x) + ... + Pk(x)F(x)k = 0。

定理 2.2. 设 f , g为两个代数函数，则 f + g, f g, 1
f 均为代数函数。

因此，Q(x, y) = 0的每个根 ξi ∈ K f ra((x))都是代数的，因为 Q(x, ξi) = 0。

那么 F(x, y) = P(x,y)
Q(x,y) =

∑l
i=1

Ni

(y−ξi)di
，其中 Ni ∈ K(ξ1, ξ2, ..., ξl)[x, y]，可以通过待定系数法

求出。由于代数函数相加，相乘，取倒数仍然是代数函数，因此取任意 [yb]Ni 均是代数的，

Ni ∈ K f ra((x))[y]。例如，当所有 di = 1时，有特解 Ni = P(x, y)
∏

j�i
1
ξi−ξ j
。这可以通过代入

y→ ξi 的极限得到。

定义 2.3. 二元幂级数 F(x, y) =
∑

i, j≥0 fi, j xiy j 的对角线 diag F =
∑

n≥0 fn,nxn。

定理 2.3. 二元有理分式 F(x, y) ∈ K[[x, y]] ∩ K(x, y)的对角线是代数的。

考虑 G(x, y) = F(x/y, y)，那么 diag F = [y0]G(x, y)。

如果 F 为有理分式，那么 G也为有理分式，代入 x′ = x/y后只需 P,Q同乘充分多的 y

即可。

与之前的过程相同，得到 G(x, y) =
∑l

i=1
Ni

(y−ξi)di
的形式。然后将 ξ分为 αi 和 β j 两类。如

果 ξ 的每一项的次数均为正数，则分入 α，否则分入 β。形式化地，α ∈ x1/rK[[x1/r]], β �

x1/rK[[x1/r]], r ∈ Z+。那么有 α, β−1 ∈ K f ra[[x]]是代数的。

G(x, y) =
l1∑

i=1

ai

(y − αi)ci
+

l2∑
j=1

bj

(y − β j)d j

=

l1∑
i=1

Ai

(1 − αiy−1)ci
+

l2∑
j=1

Bj

(1 − β−1
j y)d j

=

l1∑
i=1

Ai(
∑
k≥0

(
ci + k − 1

ci − 1

)
αk

i y
−k) +

l2∑
j=1

Bj(
∑
k≥0

(
dj + k − 1

dj − 1

)
ykβ−k

j )

我们有 Ai =
ai
yci , Bj =

b j

(−β j)
d j
，由于 Ni ∈ K f ra((x))[y]，因此 Ai, Bj ∈ K((x1/r))[y, y−1]，最后

得到的 G(x, y) ∈ K[[y1/r, (x/y)1/r]][y−1/r] ⊃ K[[x/y, y]]。因此上述的操作都是合理的。

最后提取 diag F = [y0]G(x, y)，由于任意 [yb]Ni 都是代数的，因此 diag F 是代数的，且

F(x, y) ∈ K[[x, y]]，所以 diag F 是代数幂级数。

2在 [1]等文献中要求 F(x) ∈ K((x))。事实上，在本文中影响不大。
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这说明，对于每个形如 P0(x)+P1(x)y+...+Pk(x)yk = 0的关于 y的方程，满足 Pi(x) ∈ K((x))，

方程的解 ξ ∈ K f ra((x))。

定义 2.2. 设 K 为一个代数闭域。

称 F(x) ∈ K f ra((x))是代数的 2，当且仅当存在一组非全 0的 P0(x), P1(x), ..., Pk(x) ∈ K[x]，

使得 P0(x) + P1(x)F(x) + ... + Pk(x)F(x)k = 0。

定理 2.2. 设 f , g为两个代数函数，则 f + g, f g, 1
f 均为代数函数。

因此，Q(x, y) = 0的每个根 ξi ∈ K f ra((x))都是代数的，因为 Q(x, ξi) = 0。

那么 F(x, y) = P(x,y)
Q(x,y) =

∑l
i=1

Ni

(y−ξi)di
，其中 Ni ∈ K(ξ1, ξ2, ..., ξl)[x, y]，可以通过待定系数法

求出。由于代数函数相加，相乘，取倒数仍然是代数函数，因此取任意 [yb]Ni 均是代数的，

Ni ∈ K f ra((x))[y]。例如，当所有 di = 1时，有特解 Ni = P(x, y)
∏

j�i
1
ξi−ξ j
。这可以通过代入

y→ ξi 的极限得到。

定义 2.3. 二元幂级数 F(x, y) =
∑

i, j≥0 fi, j xiy j 的对角线 diag F =
∑

n≥0 fn,nxn。

定理 2.3. 二元有理分式 F(x, y) ∈ K[[x, y]] ∩ K(x, y)的对角线是代数的。

考虑 G(x, y) = F(x/y, y)，那么 diag F = [y0]G(x, y)。

如果 F 为有理分式，那么 G也为有理分式，代入 x′ = x/y后只需 P,Q同乘充分多的 y

即可。

与之前的过程相同，得到 G(x, y) =
∑l

i=1
Ni

(y−ξi)di
的形式。然后将 ξ分为 αi 和 β j 两类。如

果 ξ 的每一项的次数均为正数，则分入 α，否则分入 β。形式化地，α ∈ x1/rK[[x1/r]], β �

x1/rK[[x1/r]], r ∈ Z+。那么有 α, β−1 ∈ K f ra[[x]]是代数的。

G(x, y) =
l1∑

i=1

ai

(y − αi)ci
+

l2∑
j=1

bj

(y − β j)d j

=

l1∑
i=1

Ai

(1 − αiy−1)ci
+

l2∑
j=1

Bj

(1 − β−1
j y)d j

=

l1∑
i=1

Ai(
∑
k≥0

(
ci + k − 1

ci − 1

)
αk

i y
−k) +

l2∑
j=1

Bj(
∑
k≥0

(
dj + k − 1

dj − 1

)
ykβ−k

j )

我们有 Ai =
ai
yci , Bj =

b j

(−β j)
d j
，由于 Ni ∈ K f ra((x))[y]，因此 Ai, Bj ∈ K((x1/r))[y, y−1]，最后

得到的 G(x, y) ∈ K[[y1/r, (x/y)1/r]][y−1/r] ⊃ K[[x/y, y]]。因此上述的操作都是合理的。

最后提取 diag F = [y0]G(x, y)，由于任意 [yb]Ni 都是代数的，因此 diag F 是代数的，且

F(x, y) ∈ K[[x, y]]，所以 diag F 是代数幂级数。

2在 [1]等文献中要求 F(x) ∈ K((x))。事实上，在本文中影响不大。
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这说明，对于每个形如 P0(x)+P1(x)y+...+Pk(x)yk = 0的关于 y的方程，满足 Pi(x) ∈ K((x))，
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那么 F(x, y) = P(x,y)
Q(x,y) =

∑l
i=1

Ni

(y−ξi)di
，其中 Ni ∈ K(ξ1, ξ2, ..., ξl)[x, y]，可以通过待定系数法

求出。由于代数函数相加，相乘，取倒数仍然是代数函数，因此取任意 [yb]Ni 均是代数的，

Ni ∈ K f ra((x))[y]。例如，当所有 di = 1时，有特解 Ni = P(x, y)
∏

j�i
1
ξi−ξ j
。这可以通过代入

y→ ξi 的极限得到。

定义 2.3. 二元幂级数 F(x, y) =
∑

i, j≥0 fi, j xiy j 的对角线 diag F =
∑

n≥0 fn,nxn。
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如果 F 为有理分式，那么 G也为有理分式，代入 x′ = x/y后只需 P,Q同乘充分多的 y

即可。

与之前的过程相同，得到 G(x, y) =
∑l

i=1
Ni

(y−ξi)di
的形式。然后将 ξ分为 αi 和 β j 两类。如
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G(x, y) =
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i=1

ai

(y − αi)ci
+

l2∑
j=1

bj

(y − β j)d j

=

l1∑
i=1

Ai

(1 − αiy−1)ci
+

l2∑
j=1

Bj

(1 − β−1
j y)d j

=

l1∑
i=1

Ai(
∑
k≥0

(
ci + k − 1

ci − 1

)
αk

i y
−k) +

l2∑
j=1

Bj(
∑
k≥0

(
dj + k − 1

dj − 1

)
ykβ−k

j )

我们有 Ai =
ai
yci , Bj =

b j

(−β j)
d j
，由于 Ni ∈ K f ra((x))[y]，因此 Ai, Bj ∈ K((x1/r))[y, y−1]，最后

得到的 G(x, y) ∈ K[[y1/r, (x/y)1/r]][y−1/r] ⊃ K[[x/y, y]]。因此上述的操作都是合理的。

最后提取 diag F = [y0]G(x, y)，由于任意 [yb]Ni 都是代数的，因此 diag F 是代数的，且

F(x, y) ∈ K[[x, y]]，所以 diag F 是代数幂级数。

2在 [1]等文献中要求 F(x) ∈ K((x))。事实上，在本文中影响不大。
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推论 2.1. 对于二元有理分式 F(x, y) ∈ K[[x, y]] ∩ K(x, y)，非负整数 k, b，令 G(x) =∑
n≥0([xnykn+b]F(x, y))xn。则 G(x)是代数的。

即 G(x) = [yb]F(x/yk, y)，由于 ξ是代数的，因此 b > 0结论仍然成立。

例题 2.1. 计算德兰诺依数（Delannoy numbers）D(x, y) = 1
1−x−y−xy 的对角线。

令 G(x, y) = D(x/y, y) = 1
1−x/y−x−y =

y
y−x−y2−xy，则只用求出 [y0]G(x, y)。

设 y2 + (x − 1)y+ x = 0的两根为 ξ1 = −x+1−
√
∆

2 ，ξ2 =
−x+1+

√
∆

2 ，其中 ∆ = x2 − 6x + 1。由于

[x0]∆ = 0，令 α = ξ1，β = ξ2。

G(x, y) =
y

y − x − y2 − xy

=
y

−(y − α)(y − β)

=
y
β − α (

1
y − α −

1
y − β )

=
1
∆

(
1

1 − αy−1 −
yβ−1

1 − β−1y
)

diag F = [y0]G(x, y) =
1
√
∆
=

1
√

x2 − 6x + 1

同时可以求出递推式，由于 ( 1√
∆

)′ = ∆′

2∆
√
∆
，即 ( 1√

∆
)′∆ = ∆′

2
√
∆
。对比等式两边系数，设

fn = [xn] 1√
∆
，得到

2(n fn − 6(n − 1) fn−1 + (n − 2) fn−2) = −6 fn−1 + 2 fn−2

n fn = 3(2n − 1) fn−1 − (n − 1) fn−2

事实上，对于分母上 y的次数至多只有 2的 G(x, y)，还可以较快地递推 [yb]G(x, y)。

例题 2.2. 冲刺3

有一个点初始在 (0, 0)，以向右为 x轴正方向，向上为 y轴正方向，定义一次冲刺形如：

• 首先以 q的概率向右移动一步，以 1 − q的概率向上移动一步。

• 然后以 (1 − p)pi 的概率向右上移动 i + 1步，i ≥ 0。

有 n个草莓，第 i个草莓位于 (ui, vi)，如果在任意时刻经过了某个草莓，则视为获得

该草莓。问经过充分多次冲刺后期望获得的草莓数量。所有运算在 mod P = 1004535809 =

479 × 221 + 1意义下进行。

1 ≤ n ≤ 5000, 0 ≤ ui, vi ≤ 107, |ui − vi| ≤ 5000, 0 ≤ p, q < P, p � 1。

3笔者命制的集训队互测题目
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记 V = max(
n

max
i=1

ui,
n

max
i=1

vi), b =
n

max
i=1
{|ui − vi|}。答案的生成函数为

F0(x, y) =
1

1 − xy(qx + (1 − q)y) 1−p
1−pxy

(1 +
qx + (1 − q)y

1 − pxy
)

=
1 − pxy + qx + (1 − q)y

1 − pxy − (1 − p)xy(qx + (1 − q)y)

其中第一行的前者为某次冲刺结束后的位置的概率生成函数，第一行的后者补上了冲

刺过程中的贡献。

为了方便，我们把分子变为 1，将一次查询 (u, v)拆为四次对 (u, v), (u−1, v), (u, v−1), (u−
1, v − 1)的查询。

F(x, y) =
1

1 − pxy − (1 − p)xy(qx + (1 − q)y)
=

F0(x, y)
1 − pxy + qx + (1 − q)y

注意题目限制了 |ui − vi|不会很大，仍考虑提取对角线。令 G(x, y) = F( x
y , y)，

G(x, y) =
1

1 − px − (1 − p)x( qx
y + (1 − q)y)

=
y

y − pxy − (1 − p)x(qx + (1 − q)y2)

=
y

−(1 − p)(1 − q)xy2 + (1 − px)y − (1 − p)qx2

=
y

−(1 − p)(1 − q)x(y − α)(y − β)

=
1

(1 − p)(1 − q)x(β − α)
(
αy−1

1 − αy−1 +
1

1 − β−1y
)

α =
(1 − px) −

√
∆

2(1 − p)(1 − q)x
, β =

(1 − px) +
√
∆

2(1 − p)(1 − q)x
,∆ = (1 − px)2 − 4(1 − p)2(1 − q)qx3

b ≥ 0, [yb]G(x, y) =
1

(1 − p)(1 − q)x(β − α)βb
=

1
√
∆βb

b < 0, [yb]G(x, y) =
α−b

(1 − p)(1 − q)x(β − α)
=
α−b

√
∆

注意 ∆中 x最高只有三次项，可以直接 O(V)递推出 [xV] 1√
∆
。

由于 b很小，考虑维护分子为 A + B
√
∆的形式，对于 b ≥ 0，有 β−1 =

1−px−
√
∆

2(1−p)qx2，因此 b

每加 1，新的 A′ = (1− px)A− B∆，B′ = (1− px)B− A，A, B的次数都是 O(b)级别的，因此这

一部分时间复杂度 O(b2)，b < 0同理。而分母可以写为 kxt
√
∆的形式，所以实际对 A√

∆
+ B

进行查询，那么每次查询只需要遍历一遍 A即可。总的时间复杂度 O(V + b2 + nb)。■

顺带一提，本题数据范围可以改为 n = 1，b = |u1 − v1| ≤ 105，V = max(u1, v1) ≤ 109。注

意刚才对 A, B的修改可以写为矩阵形式，因此可以使用矩阵快速幂和 NTT在 O(b log b)的
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时间复杂度内求出 A, B。对于 1√
∆
，我们可以先使用整式递推4在 O(

√
V log V)的时间复杂度

内求出第 V − 3b到 V − 3b + 2项，然后再递推至 V 附近的点值。即可计算 [xu1 ]( A√
∆
+ B)。

对于 y上次数超过 2的G(x, y)，亦有方法可以求出递推式，并进行递推或远处求值，详

见 [2]章节 2.3与章节 2.4例题 4。但较难写出对角线的封闭形式，参与其他计算。

3 代数推导中的工具

下面是两个与拉格朗日反演一起使用的例子。

例题 3.1. q次询问，给定正整数 n,m, k，满足 m ≥ n + k，计算从二维平面 (0, 0)走到

(n,m)，在 (x, y)每次走到 (x + 1, y)或者 (x, y + 1)的所有格路与直线 y = x + k的交点个数和，

对 998244353取模。n,m, q ≤ 105。

令 F(x, y) = 1
1−x−y，G(x, y) = F(x/y, y)，Hb(x) = [yb]G(x, y)

那么 G(x, y) = y
y−x−y2，令 α =

1−
√
∆

2 ，β =
1+
√
∆

2 ，其中 ∆ = 1 − 4x。

同上一题，有

G(x, y) =
y

y − x − y2

=
y

−(y − α)(y − β)

=
1
∆

(
1

1 − αy−1 −
yβ−1

1 − β−1y
)

b ≥ 0, [yb]G(x, y) =
1

βb
√
∆
=

C(x)b

√
1 − 4x

其中 C(x)为卡特兰数的生成函数 1−
√

1−4x
2x 。

于是答案为 [xn]Hk(x)Hm−n−k(x) = [xn]C(x)m−n

1−4x 。与 k无关。

注意到 xC(x) = α，又 α − α2 = x，令 t(u) = u − u2，于是 t(α) = x，使用拉格朗日反演：

[xn]H(F<−1>(x)) =
1
n

[xn−1]H′(x)(
x

F(x)
)n

[xn]C(x)m = [xn+m]αm =
1

n + m
[xn+m−1]mxm−1 1

(1 − x)n+m
=

m
n + m

(
2n + m − 1

n

)

由于分母为 1 − 4x，即做一个等比数列求和，答案为

4详见 [2]章节 2.3.2
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n∑
i=0

4n−i m − n
i + m − n

(
2i + m − n − 1

i

)

=

n∑
i=0

4n−i

((
2i + m − n − 1

i

)
−
(
2i + m − n − 1

i − 1

))

考虑归纳证明
∑t

i=0 4t−i
(

2i+c
i

)
=
∑t

i=0(t − i + 1)
(

2t+c+2
i

)
，t = 0时两边均为 1。利用组合恒等

式
(

n
m

)
=
(

n−1
m

)
+
(

n−1
m−1

)
，将一行的组合数往下平移。在杨辉三角上形如

表 1:
行\列 0 ... t-3 t-2 t-1 t
2t+c 4t ... 12 8 4 1

2t+c+1 2t+1 ... 7 5 3 1
2t+c+2 t+1 ... 4 3 2 1

其中第 i行第 j列的数表示
(

i
j

)
的系数，例如第 2t + c行第 t − 3列的系数为 12，2t + c

行的和与 2t + c + 1行，2t + c + 2行相等，形式化地说：

t∑
i=0

4t−i

(
2i + c

i

)

=

(
2t + c

t

)
+

t−1∑
i=0

4(t − i)
(
2t + c

i

)

=

(
2t + c + 1

t

)
+

t−1∑
i=0

(2t − 2i + 1)
(
2t + c + 1

i

)

=

(
2t + c + 2

t

)
+

t−1∑
i=0

(t − i + 1)
(
2t + c + 2

i

)

=

t∑
i=0

(t − i + 1)
(
2t + c + 2

i

)

于是答案为：
n∑

i=0

4n−i

((
2i + m − n − 1

i

)
−
(
2i + m − n − 1

i − 1

))

=

n∑
i=0

(n − i + 1)
(
m + n + 1

i

)
−

n−1∑
i=0

(n − i)
(
m + n + 1

i

)

=

n∑
i=0

(
m + n + 1

i

)
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是经典的组合数前缀和问题，令 S (n,m) =
∑m

i=0

(
n
i

)
，有 S (n,m) = S (n,m − 1) +

(
n
m

)
=

2S (n − 1,m) −
(

n−1
m

)
。因此可以使用莫队在 O(q

√
n + m)的时间复杂度内解决。■

本题可以使用容斥的方法得到相同的结论，详见 [3]定理 5.1。

例题 3.2. zeta/圣巢万神殿5

给定 n, k, r, s。求从 (0, 0)出发，在 (x, y)每次走到 (x+1, y)或者 (x, y+1)，分别到 (r, n− r)

和 (s, n − s)，恰有 k 个交点（除去起点，只计算整点）的简单有序格路对的数量，答案对

109 + 7取模。1 ≤ r ≤ s ≤ n ≤ 107，1 ≤ k ≤ n。

设 Mn,k
r,s 表示答案，终点处不计入交点，设 Nn,r

k = Mn,k
r,r，F(x, y) =

∑
n>1,r

Nn,r
0 xryn−r，即起点均

为 (0, 0)，终点均为 (r, n− r)(n > 1)，中间不相交的有序格路对数的生成函数。令 u = F(x, xy)，

则有

1
1 − F

= SEQ(F) =
∑
a,b

(
a + b

a

)2
xayb

1
1 − u

=
∑
a,b

(
a
b

)2
xayb

为所有可能的等长有序格路对。欲求解 u的封闭形式，考虑函数

G(x, y, z,w) =
1

(1 − x − xy)(1 − z − zw)

不难发现只需分别对 yw，xz提取对角线即可。

[w0]G(x,
y
w
, z,w) =[w0]

1
(1 − x − xy

w )(1 − z − zw)

=
1

(1 − x)(1 − z)
[w0]

1
(1 − xy

(1−x)w )(1 − zw
1−z )

=
1

(1 − x)(1 − z)

∑
i≥0

(
xy

1 − x
)i(

z
1 − z

)i

=
1

(1 − x)(1 − z)
1

1 − xyz
(1−x)(1−z)

=
1

(1 − x)(1 − z) − xyz

这里我们利用了如下性质：[x0] 1
(1−ax)(1− b

x )
= 1

1−ab，其中 a, b不含 x。第二行到第三行的操

作是合理的，因为任取 [xiy jzk]的系数都是可以计算的。

5一道模拟赛题目
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[z0]G(
x
z
, y, z) =[z0]

1
(1 − x

z )(1 − z) − xy

=[z0]
1

1 + x − x
z − z − xy

=[z0]
z

−z2 + (1 + x − xy)z − x

=
1
√
∆

∆ = (1 + x − xy)2 − 4x = 1 − 2x(y + 1) + x2(y − 1)2

u = 1 −
√

1 − 2x(y + 1) + x2(y − 1)2

F = 1 −
√

1 − 2(x + y) + (x − y)2

注意 F 形如一个二次方程的根，令 F = x + y + 2 f。

f =
1 − x − y −

√
1 − 2(x + y) + (x − y)2

2
f 2 − (1 − x − y) f + xy = 0

f = (x + f )(y + f )

值得一提，这里可以用组合意义解释。第一步两条格路若同向则贡献 x + y，异向贡献

f，则 F = x + y + 2 f。[xayb] f 表示两条格路分别从 (0, 1)，(1, 0)出发，到达 (a, b)且中间不

相交的方案数。则下一步相向到达 (1, 1)贡献 xy，同向贡献 (x+ y) f。如果继续走到 (0, 2)和

(2, 0)，考虑这之后以首次两格路横坐标差为 1的时刻分为两段，将两段对应的 f 接上初始

的两次异向行走，即 f 2。有 f = (x + f )(y + f )。

然后对于 Nn,r
k−1，可以拆为 k段 Nn,r

0 ，即 Fk，所以
∑
n,r

Nn,r
k−1xryn−r = (x + y + 2 f )k。

按走到 (r, n − r)(r ≤ s)的格路考虑，那么答案

Mn,k
r,s =[xryn−r]Fk(

∑
n,r

Mn,0
r,r+1xryn−r)s−r

=[xryn−r](x + y + 2 f )k(
f
x

)s−r

=[xryn−r]
k∑

i=0

(
k
i

)
(x + f )i(y + f )k−i(

f
x

)s−r

考虑以两条格路最后一次横坐标差为 0, 1, ...s − r − 1的时刻分段，那么所有的交点出现

在第一段，贡献 Fk，除第一段外，每段开头一定是异向走的，单独截取出来形如从 (0, 0)到
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(a − 1, b)和 (a, b − 1)，我们暂且按 f 考虑，那么计算的是 [xayb]，而实际上第一条格路的是

[xa−1yb]，因此贡献为 ( f
x )s−r。

令 f = z(x+ f )(y+ f ),G(t) = (x+t)(y+t), ϕ(t) = (x+t)a(y+t)btc，有 z = f (z)/G( f (z)), f <−1>(z) =

z/G(z)，使用拉格朗日反演（注意与上题略有不同）：

[xn]H(F<−1>(x)) =[xn]H(x)F′(x)(
x

F(x)
)n+1

[zn]ϕ( f ) =ϕ(z)
G(z) − zG′(z)

G2(z)
Gn+1(z)

=ϕ(z)(G(z) − zG′(z))Gn−1(z)

ϕ( f ) =
∑

n

zn[tn]ϕ(t)(G(t) − tG′(t))Gn−1(t)

代入 z = 1和 G, ϕ：

(x + f )a(y + f )b f c

=
∑

n

[tn]ϕ(t)(G(t) − tG′(t))Gn−1(t)

=
∑

n

[tn](x + t)a+n−1(y + t)b+n−1tc(xy + tx + ty + t2 − 2t2 − xt − yt)

=
∑

n

[tn](x + t)a+n−1(y + t)b+n−1tc(xy − t2)

假设取 [xlym] 系数，则满足 l + m + n = a + n − 1 + b + n − 1 + c + 2 = a + b + c + 2n，

l+m−a−b−c = n，不难使用 a, b, c计算 l,m。一组 (a, b, c)的贡献为：
(

a+n−1
l−1

)(
b+n−1
m−1

)
−
(

a+n−1
l

)(
b+n−1

m

)
，

那么对 k个 (a, b, c)计算一遍即可，时间复杂度 O(n)。■

总的来说，对于更多问题，提取对角线往往只是推导过程中的工具。需要充分利用对

角线是代数幂级数这一性质，配合其他的生成函数技巧进行解题。
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浅谈张量及其在 OI的运用
福建师范大学附属中学魏忠浩

1 前言

张量作为一种数学工具，其在 20世纪中后期在物理学、工程学、计算机科学等方面得
到广泛运用。特别是在 21世纪随着深度学习的兴起，成为其核心概念。对于张量的研究也
优化了理论计算机科学的一些结果，但在 OI里传播较少。
本文将引入张量，特别是三阶张量的秩和分解，并讲述若干例子来介绍其在一类分治

题目的用处。

本文第 2,3节介绍一些基本约定和符号定义；第 4节讲述给出和高维“卷积”问题的联
系；第 5节给出张量分解的困难性和一些特殊张量的性质，第 6节介绍分解张量的一些算
法或方法；第 7节介绍张量秩的推广——边界秩，并再次给出其在高维“卷积”的运用和对
普通张量秩的优化；最后一节介绍其在更广的一类“分治乘法”的运用。

2 约定

默认所有下标从 1开始。

在表示向量的时候，可以使用正常的列向量形式，也可以使用 (a1, a2, · · · , an)表示。

在表示三维数组的时候，一般采用
[

A(1) · · · A(n)
]
的形式，(i) 指第一层下标，即

A(i)
j,k = Ai, j,k。

为了表示方便，一些特殊的三维数组（排列张量等）还可以表示为“运算表”形式：

f1,1 · · · f1,m
...
. . .

...

fn,1 · · · fn,m


，此时三维数组 Xi, j,k = [ fi, j+1 = k]，允许 fi, j 对应位置不存在元素，此时

对于任意 k均为 0。

通常给出的矩阵使用粗体（A），张量（特别是三阶张量）使用花体（X），向量和变量
不做要求。

本文中提出的一些定理较为简单，此时不提供证明；如果涉及到较为困难的定理则会

引用原论文。
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3 定义

张量的定义有多种。这里可以简单定义：

定义 3.1 (张量). N阶张量 X是 N维数组 FI1×I2×···×IN，(i1, i2 · · · , iN)对应元素记为 Xi1i2···iN

（i j ≤ I j），或者使用小写字母，xi1i2···iN，i1, i2 · · · , iN 之间也可以使用逗号隔开。

张量的加法和减法可以类比向量，是将对应的元素相加减。

注意到一阶张量是向量，二阶张量是矩阵，在之后视为等价概念。

定义 3.2. 对于 N 阶张量 B = A(n)，则 bi2i3···iN = ani2i3···iN，表示其包含的第 n个 N − 1阶

张量。

上述表示也可以用来表达序列的第 i个元素。并规定 a( j)
i1i2···iN

= (a( j))i1i2···iN 来保证优先级。

定义 3.3 (范数). 张量范数 ∥X∥ =
√

I1∑
i=1

I2∑
i=1
· · ·

IN∑
i=N

x2
i1i2···iN

。

定义 3.4 (内积 / Handmard积). 张量内积 ⟨X,Y⟩ =
I1∑

i1=1

I2∑
i2=1
· · ·

IN∑
iN=N

xi1i2···iN yi1i2···iN。

定义 3.5 (直和). 记Z = X⊕Y，则 zi1i2···iN = xi1i2···iN ( ji ≤ II)，z j1 j2··· jN = y( j1−I1)( j2−I2)···( jN−IN ) ( ji >

Ii)。

例如
(
0 1
)
⊕
(
0
)
=


0 1

2

。

定义 3.6 (外积 /直积). 记Z = X◦Y，则 zi1i2···iN j1 j2··· jM = xi1i2···iN y j1 j2··· jN。亦可记作Z = X⊕Y。

定义 3.7. 记 Xn = X ◦ · · · ◦ X，共计 n个。

定义 3.8 (Hadamard积). 记 Z = X ∗ Y，则 zi, j = xi, jyi, j。

定义 3.9 (秩一张量). 称 X为秩一张量，当且仅当存在长为 N 的向量序列 y，yi 长度为

Ii，且 X = y(1)y(2) ◦ · · · ◦ y(N)，也就是 xi1i2···iN = y(1)
i1

y(2)
i2
· · · y(N)

in
。

对于三阶张量，可以简化成 X = a ◦ b ◦ c。

定义 3.10 (CANDECOMP/PARAFAC(CP)分解). CP分解是将张量 X分解成若干个秩一
张量的和。

在三阶张量里，可以写作 X = ∑R
i=1 A(i) ◦ B(i) ◦ C(i)。

定义 3.11 (张量秩). 对于一个张量 X，rank(X)表示最小的 R，使得 X能被分解成 R个

一阶张量的和。

在三阶张量中可以直接写作 rank(X) = min{R|∃A,B,C,X = ∑R
i=1 A(i) ◦ B(i) ◦ C(i)}。

定义 3.12 (Khatri-Rao 积). 定义 C = A ⊙ B，A ∈ FI×K，B ∈ FJ×K，则 C ∈ FIJ×K，且

Ci×(n−1)+ j,k = Ai,kB j,k。
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4 CP分解在高维“卷积”的联系
该节会先讲述高维“卷积”问题的形式定义，然后给出一类可能比暴力优的算法思路。

4.1 问题定义

这里给出的高维“卷积”是指这一类问题：

定义 4.1 (高维“卷积”). 给定维数 k。对于有限集合U (1),U (2), · · · ,U (k)，V (1),V (2), · · · ,V (k)，

和 W (1),W (2), · · · ,W (k)，不妨假设这些集合均可以表示为 Z ∩ [0, x)，且大小为常数。又有

f (i) : (U (i),V (i))→ W (i)，记

f ((u1, u2, · · · , uk), (v1, v2, · · · , vk)) = ( f (1)(u1, v1), f (2)(u2, v2), · · · , f (k)(uk, vk))

给定 ai 和 bj 的值，求

ck =
∑

f (i, j)=k

aib j

容易发现，快速沃尔什变换 (FWT)，快速莫比乌斯变换 (FMT)等“位运算卷积”均可
以规约至此。

其也有 fi 为多元运算的定义，容易推导出类似的定义，不做展开。

通过一些推广可以获得更加广泛的定义：

定义 4.2 (高维双线性计算). 在原定义基础上，修改 f (i) : (U (i),V (i),W (i))→ F，记

f ((u1, u2, · · · , uk), (v1, v2, · · · , vk), (w1,w2, · · · ,wk)) =
k∏

i=1

f (i)(u(i), v(i),w(i))

，给定 ai 和 bj 的值，求

ck =
∑

aib j f (i, j, k)

此时子集卷积也可以被规约至此。

一般的双线性计算问题的定义是：

定义 4.3 (双线性计算问题1). 给定 x1, · · · , xN , y1, · · · , yM，和一个三阶张量 T ∈ FN×M×K，

计算

fk =

N∑
i=1

M∑
j=1

ti, j,k xiy j

注意到“高维”双线性计算本质上是将一般的三阶张量分解成若干个小三阶张量的外

积/直积。
这三者的联系比较直观。下一节给出一种通用的分治算法，解决前两个问题。

下下节给出前两者和三阶张量的联系，并给出对应的三阶张量 CP分解问题。

1这里的命名源自 EntropyIncreaser的博客 [5]
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4.2 Karatsuba算法及推广

Karatsuba算法是用来计算大数乘法（多项式乘法）的算法，这里给出解决多项式乘法
的算法流程：

对于解决 P(x),Q(x)的乘法，设其最大度数为 n，令

P(x) = p1(x)x⌊
n
2 ⌋ + p2(x)

Q(x) = q1(x)x⌊
n
2 ⌋ + q2(x)

递归计算

a1(x) = p1(x)q1(x)

a2(x) = p2(x)q2(x)

a3(x) = (p1(x) + p2(x))(q1(x) + q2(x))

则 p1(x)q2(x) + p2(x)q1(x) = a3(x) − a1(x) − a2(x)，所以能够构造。

复杂度有 T (n) = 3T ( n
2 ) + O(n)，根据主定理有 T (n) = O(nlog2 3)，低于暴力。

其关键在于单次过程中减少了乘法次数，因为乘法运算需要递归，减少单层乘法次数

就相当于减少复杂度。

对于普通的高维“卷积”问题，暴力算法是需要单层 |U (i)||V (i)|次乘法，所以最后复杂
度仍然是 Õ(

∏ |U (i)||V (i)|)。
如何减少乘法次数？仿照 Karatsuba算法设计：
对于第 i层，设 n = |U (i)|,m = |V (i)|, k = |W (i)|，同时给出参数 r，A，B，C。
这里该算法需要解决需要计算 ck =

∑
f (i, j)=k aib j，其中维数为 i。

允许该算法调用维数为 i − 1的乘法（删除 U (i),V (i) 和 W (i) 后的高维“卷积”问题）。

这里规定 a( j)(x1, x2, · · · , xi−1) = a(x1, x2, · · · , xi−1, j)，也就是钦定最高位为 j后的序列。

对于 1 ≤ i ≤ r，计算 xi =
n∑

j=1
Ai, ja( j) 和 yi =

m∑
j=1

Bi, jb( j)。

随后计算 zi = xiyi，此部分需要使用 r次乘法。

最后计算 c(k) =
r∑

i=1
Ci,kzi。

不妨假设 r ≥ max{|U (i)|, |V (i)|, |W (i)|}，否则可以发现W (i)中至多有 r个不同的数字，U (i)和

V (i)则是可以分别压缩成至多 r个变量。在最后的复杂度里加上平凡的 O(
∏ |U (i)| +∏ |V (i)| +∏ |W (i)|)即可。

可以发现复杂度变为 Õ(
∏

r(i))，其中 r(i)是对应层的 r的大小。并且容易构造和暴力等

价的算法。具体复杂度分析需要参考分治树。

此算法和一般的快速沃尔什变换差距较大。如果仿照快速沃尔什变换，则应该先对两

个原数组做变换，然后相乘，再做逆变换。中间结果存储 x, y, z对应的结果。但空间开销较

大，而上述算法可以保证空间和输入输出量呈线性关系。
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4.3 和 CP分解的联系

现在关键是如何构造出对应的 r及 A,B,C。
将 zi 展开得到：

c(k) =

r∑
i=1

Ci,k(
n∑

i=1

Ai, ja( j))(
m∑

i=1

Bi, jb( j))

可以发现最后 c(k) 是若干 a(i)b( j) 的线性组合，这里只需要要求算法的结果满足本层的

“卷积”。固定 i, j, k，考察 a(i)b( j) 对 c(k) 贡献的系数：

c(k) ←
r∑

t=1

Ct,kAt,iBt, ja(i)b( j)

于是可以构造张量 X，使得 xi jk = [ f (i, j) = k]，则

X =
r∑

i=1

A(i) ◦ B(i) ◦ C(i)

这是一个 CP分解的形式。也就是说，求一组 r,A,B,C，就是求一组 CP分解；要求最
小的 r就是求该张量的秩。

对于高维双线性计算问题，直接令 Xi jk = f (i, j, k)，剩下的推导是类似的。

对于多元运算 fi，则是对高阶（大于三阶）张量做分解。

在先前的集训队论文里 [15]，其给出的形式较为特殊，但降低这类算法的复杂度的关键
仍然在于 r，并提供了一些例题，使用 Karatsuba算法的方式讲述如何构造出特定算法。下
一节将从张量角度分析这些问题，并给出一些基础或者特殊的性质。

在实际的题目里，通常情况 U (i)，V (i) 和 W (i) 是分别相同的，此时有较为简单的复杂度

分析结论：

定理 4.1. 假设加法乘法需要常数时间。设 U (i)，V (i) 和W (i) 分别相同，记 n = |U (i)|,m =
|V (i)|, k = |W (i)|，单层对应的张量为X。设维数为K，则一般情况下复杂度为O(max{rank(X), n,m, k}K)；

当 rank(X) = max{n,m, k}时复杂度为 O(rank(X)K K)。注意这里只是上界，一些情况可以更

优。

设输入总量为 n，c = log rank(X)
log max{n,m,k}。

则当 c � 1时，复杂度可以做到 O(nmax{c,1})。否则复杂度为 O(n logmax{n,m,k} n)。

特别的，如果所有 U,V,W 相同，则复杂度为 O(nc)，当 c = 1时复杂度为 O(n logc n)。
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5 张量秩的性质

5.1 张量秩的基础性质

张量秩的性质较为怪异。例如在复数域（F = C）和实数域（F = R）上，同一个三阶

张量的张量秩不一样 [10]。而二阶张量（矩阵）则一样。
同时，目前张量分解（求张量秩）问题在有限域 F 是 NPC，在一些常见的无限域 F =

R,C,Q上是 NP hard[6]，所以不太可能存在求出精确解的优秀做法，这也说明上述问题在最
小化 r的部分遇到了非常大的困难。

但其至少有一些比较基础的性质：

定理 5.1. 给定 X = FI1×I2×···×IN，满足 Ii = n，给定排列 π ∈ S N。定义 Y 满足 yi1i2···in =

xiπ(1)iπ(2)···iπ(N)，则 rank(Y) = rank(X)。

这里说明了张量维度的轮换性质，意味着两种输入和一种输出本质等价。

定理 5.2. rank(X ⊕Y) ≤ rank(X) + rank(Y)

其中如果取等，变成 rank(X⊕Y) = rank(X)+ rank(Y)，是 Strassen’s additivity conjecture。
难以找到反例。目前有一个非构造性的反例证明：

定理 5.3 ([12][14]). 存在 N ≥ 450和 p, p′ ∈ CN×N×N，rank(p ⊕ p′) < rank(p′) + rank(p′′)。

同时还有关于一些特殊情况的证明：

定理 5.4 ([12][7]). 设 p可以分解成 A1, A2, A3，p′分解成 B1, B2, B3，若存在 dim(Ai) = 2

或者 dim(Bi) = 2则猜想成立。

在大部分实际应用中，可以假设该猜想为真。

定理 5.5. rank(X ◦ Y) ≤ rank(X) rank(Y)

相比上面的直和，直积的严格小于比较容易取，例如考虑子集卷积转化出来的张量：


0 1

1

 = (1, 0) ◦ (1, 0) + (1, 0) ◦ (0, 1) + (0, 1) ◦ (1, 0)

而


0 1

1

 ◦

0 1

1

 =



0 1 2 3

1 3

2 3

3


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可以被证明 rank ≤ 8：

(0, 0, 0, 1) ◦ (1, 0, 0, 0) ◦ (0, 0, 0, 1) +

(1, 0, 0, 0) ◦ (0, 0, 0, 1) ◦ (0, 0, 0, 1) +

(1, 0, 1, 0) ◦ (1, 0, 1, 0) ◦ (0, 0, 1, 0) +

(0, 1, 1, 0) ◦ (0, 1, 1, 0) ◦ (0, 0, 0, 1) +

(1, 1, 0, 0) ◦ (1, 1, 0, 0) ◦ (0, 1, 0, 0) +

(0, 0, 1, 0) ◦ (0, 0, 1, 0) ◦ (0, 0,−1,−1) +

(0, 1, 0, 0) ◦ (0, 1, 0, 0) ◦ (0,−1, 0,−1) +

(1, 0, 0, 0) ◦ (1, 0, 0, 0) ◦ (1,−1,−1, 0)

结合复杂度分析，可以发现在一些情况下展开会减小复杂度。事实上在这里如果展开

的层数足够多，可以做到 Õ((2 + o(1))n)但并不实用。

5.2 典型秩和最大秩

对于任意 Fn×m×k 的三阶张量，有最大秩、典型秩、通用秩这些概念。

最大秩是指给定张量的大小（n,m, k）和域 F，可能出现的最大的秩；

定义 5.1 (典型秩（Typical Rank）). 若一个非零测度的张量集合上秩均为 x，则 x是典

型秩。

一个简单的理解是出现概率非 0。

定义 5.2 (通用秩（Generic Rank）). 若几乎所有张量的秩为 x，则称其为通用秩。

对此的相关研究也很多，但对于任意的三阶张量，最大秩只有一个很弱的上界min{nm,mk, nk}。
除此之外对于一些特殊张量有研究：

1给出了一些特殊三阶张量的典型秩。2给出了固定大小的张量的典型秩。
[8]中的一些表格也提供了结果。
对于最大秩，则有 3 × 3 × 3三阶张量在实数域下的最大秩为 5[10, 4]，在复数域也是一

样的 [4]。
除此之外，对于 I × J × 2的张量也有最大秩 min{I, J} +min{I, J, max{I, J}/2}}[10]。

下文也将介绍特定张量 X =



a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


的一种分解方式（0 ≤ ai j < 3），此方式可以

证明 rank(X) ≤ 4；若允许 ai, j 为空，对于随机出来的张量进行分解，几乎满足 r ≤ 5，且大

部分满足 r ≤ 4。

XXXX 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 7



2025年信息学奥林匹克中国国家集训队论文           300 2025年信息学奥林匹克中国国家集训队论文           301

浅谈张量及其在 OI 的运用 福建师范大学附属中学 魏忠浩

图 1: 实数张量的典型秩 [8]

图 2: 实数张量的典型秩，若在复数域内，最小值为通用秩 [3]
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5.3 CP分解唯一性

三阶张量的分解在一些的条件下是唯一的，忽略一些简单的等价关系，例如置换等。

定义 5.3. 称两分解
∑n

i=1 v(1)
i ◦ v(2)

i ◦ · · · ◦ v(k)
i 和

∑n
i=1 w(1)

i ◦ w(2)
i ◦ · · · ◦ w(k)

i 等价当且仅当

{v(1)
i ◦ v(2)

i ◦ · · · ◦ v(k)
i } = {w

(1)
i ◦ w(2)

i ◦ · · · ◦ w(k)
i }。

定义 5.4. 对于矩阵 A，定义 k(A)为最大的 t，使得任选 t个 A的列，都线性无关（须存

在选择方案）。

定理 5.6 (Kruskal’ Theorem[10, 9]). 对于一个三阶张量 X = ∑n
i=1 ai ◦ bi ◦ · · · ◦ ci，若满足

k(A) + k(B) + k(C) ≥ 2R − 2则所有分解等价，即分解唯一。

但此条件较为苛刻。尽管如此，在一些情况下配合下一节的一种启发式近似算法有很

好的效果。

6 CP分解算法

6.1 暴力枚举和优化

对于有限域可以暴力枚举 A,B,C，但复杂度较高。
一个发现是枚举 A,B，则 xi jk =

∑r
t=1 A(i)

t B( j)
t C(k)

t ，可以发现这符合高斯消元的形式。这

样可以省去枚举 C的复杂度。
同时，这种方法也可以用来人工构造：枚举 A(i) ◦ B(i)（秩一矩阵），对于每个 k，判断

Di, j = xi jk 是否可以被线性组合出。

例题 6.1 (GYM102119A Tritwise Mex2). 定义两个数的 mex3(a, b) 为两个数的在三进制

下每一位的 mex所组成的数。求 ck =
∑

mex3(i, j)=k
aib j。保证 0 ≤ i, j < 3n 且 n ≤ 12。

考虑对应的张量



1 2 1

1 0 0

2 0 0


。

可以发现右下角的 0构成矩形，先放一个矩阵



0 0 0

0 1 1

0 1 1


。

接下来可以使用四个角减去右下角刻画出 1：



1 0 1

0 0 0

1 0 1


，



0 0 0

0 0 0

0 0 1


。

2题目链接：https://codeforces.com/problemset/gymProblem/102129/A
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接下来既然 0，1均被刻画，使用全 1矩阵减去即可：



1 1 1

1 1 1

1 1 1


。

此时构造出来 4个秩一矩阵，使用高斯消元或者根据上述观察得出 C，做到 r = 4的 CP
分解。

根据主定理和 4.3节，该题存在对应的算法，时间复杂度为 O(4n)。

可以发现相比直接采用初始设计来构造，此方法会更为形象。

例题 6.2 (欧伊昔3). 给定任意的 3 × 3运算表 f。定义两个数的 f3(a, b)为两个数的在三

进制下每一位的 f所组成的数。求 ck =
∑

f3(i, j)=k
aib j。保证 0 ≤ i, j < 3n, 0 ≤ ai ≤ 10且 n ≤ 12。

原题保证数据随机，这里不保证。

对于任意的三阶张量，可以使用下文所述的交替最小二乘法求近似解，此启发式算法

在这里可以做到 r ≤ 4且效率优秀，但这里介绍另外几种构造算法。

一种简单的做法是考虑先放一个全 1矩阵，然后任取 c减去 f (i, j) � c的位置，这样可

以做到 r ≤ 7。

如果存在出现次数小于 3的数，可以 r = 6；否则如果存在 f (i, j) = f (i, k)或者 f (i, j) =

f (k, j)，可以缩成一个矩阵，则可以做到 r ≤ 6。否则是拉丁方，在三进制下一定可以转化至

三进制异或的求解，可以直接得到 r = 3的 CP分解。如果要求实数可以做到 r ≤ 4。经过此

优化可以得到 r ≤ 6的结果。

接下来可以通过代码或者较复杂的证明，对于任意一个不含空元素的运算表，存在一

个拉丁方使得至多两个元素不同。于是可以 r ≤ 5。

同时发现直到目前的所有构造，除了拉丁方，其余的 A,B元素均为 −1, 0, 1。

通过使用暴力枚举加高斯消元，可以穷举所有这样的 a ◦ b发现 r ≤ 4，正常实现可以跑

进 300ms，能够满足一般题目的要求。所以复杂度可以做到 O(4n)且不依赖数据随机和无精

度问题（因为 Ci, j 是分母较小的分数）。

6.2 一种启发式算法：交替最小二乘法

这里需要一些线性代数的知识，并假设解决实数域下的分解问题：

定义 6.1 (范数). n × m的矩阵 A的范数 ||A|| =
n∑

i=1

n∑
j=1
|Ai, j|2。向量视作 n × 1的矩阵。

定义 6.2 (最小二乘法和伪逆). x = M† = (MT M)−1MT 是 ||Mx − y||达到最小值的一个解，
x称作M的伪逆。

3加强自笔者的集训队互测题目，题目名称不变
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特别地，如果矩阵M不满秩，需要对其进行 SVD分解求出伪逆。
先考虑分解三阶张量。

为了符合 Khatri-Rao积的要求，在这里考虑所有分解矩阵的转置，认为分解三阶张量
X ∈ FI×J×K 时，A ∈ FI×R,B ∈ FJ×R,C ∈ FK×R。

根据上节的发现推出，如果固定 B,C且存在解，那么使用高斯消元法一定存在对应的
A。
如果不存在，那么可以尝试将 A修改至最小值。
在这里需要最小化 ||A(B ⊙ C)T − XI×JK || = ||(B ⊙ C)AT − XJK×I ||。
这里 JK × I 是指将 X的 JK 二维拍成一维，并按照顺序重新排列下标。

根据最小二乘法，结果可以写作

A′T = (B ⊙ C)†XJK×I

同理，轮换操作：

B′T = (C ⊙ A)†XKI×J

C′T = (A ⊙ B)†XIJ×K

交替进行下去即可。

为了方便和优化效率，其可以转化成 A′ = X(1)(C⊙B)[CTC ∗BTB]†，这里 X(i)指保留第

i维作为第一维，其余拍平成为第二维，这里对于伪逆的转化并使用了一些性质 [11, 8]。
之后可以轮换地修改 A,B,C，就是交替最小二乘法的主要流程。
对于分解高阶张量，则固定除了 A(i) 之外的其余矩阵，修改 A(i)，轮换进行。具体算法

参考3。
虽然此算法没有比较严谨的正确性保证，但实践中基本上都能获得较好的结果。一般

能够分解的情况称为收敛（随着次数增多向 0贴近）

6.3 其他分解方法与实际应用

像梯度下降法等算法也可以运用在张量分解上。这里不讲述。

梯度下降法的一个优势是，计算过程不需要考虑矩阵求逆（伪逆），实现起来会更加方

便，劣势则是一些情况不会像交替最小二乘法那样稳定。

虽然这些方法不是求精确解，也无法保证正确性，但在绝大部分测试中（只发现极个

别反例）表现非常优秀。

根据 CP分解在一些情况的唯一性，在一些情况下这些算法能够为求出精确解提供非常
大的帮助，但这种情形较为严苛。

所以一般 CP分解近似算法主要用来给出张量秩的估计。和提供一些提示。
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图 3: 算法伪代码流程。在此算法里额外维护了 λ向量来吸收 A(i) 的范数 [8]

然后对于简单的张量，可以使用暴力枚举 0, 1,−1元素的方式尝试，或者通过已有的经

验手动尝试。

对于复杂的张量，可以选择直接使用近似算法的结果，但不使用高精度浮点数的时候

容易导致精度误差。或者由于要求的结果精度过高跑得较慢。

例子 6.1 (三进制异或卷积). 分解张量



0 1 2

1 2 0

2 0 1


。

将其进行 CP分解迭代 2 × 105 轮，当 r = 4时快速收敛，误差 10−12 一下；当 r = 3时

不收敛。

暴力枚举可能的秩一矩阵可以得到一组合法的秩一矩阵：

D1 = (1, 1, 1)◦(1, 1, 1),D2 = (0, 1,−1)◦(0, 1,−1),D3 = (1, 0,−1)◦(1, 0,−1),D4 = (1,−1, 0)◦(1,−1, 0)

比如



1 0 0

0 1 0

0 0 1


= 1

3 (D1 − 2D2 + D3 + D4)

这是在实数域上（和一些 Zn）下“最优”的分解，如果到了复数域，使用暴力 DFT的
范德蒙德矩阵即可。

例题 6.3 (Jellyfish[15]4). 每个点是一个的向量，每维下标为范围在 [0, d) 的整数，d ∈

42018集训队第一轮作业的一道题目“海蜇？海蜇！”。
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{2, 4}，保证对应的十进制数不超过 250000。现在随机从某个关键点出发，随机走 K步至相

邻向量。求期望经过的不同的关键点的个数。

转化到求距离为 k的点对数。由于 d = 2是二进制异或。考虑 d = 4。

定义 f (i, j) = |i− j|，则转化至高维“卷积”问题，转化到求三阶张量的CP分解



0 1 2 3

1 0 1 2

2 1 0 1

3 2 1 0


。

对其使用上文所述的交替最小二乘法迭代大约 50000次，在 r = 6时误差范数小于 10−10，

在 r = 5时不收敛。

同时，根据 CP分解的结果，可以发现存在



1 −1 1 −1

−1 1 −1 1

1 −1 1 −1

−1 1 −1 1


和全一矩阵。

加加减减后发现，只需要分别划分



1 3

1 1

1 1

3 1


和



0 2

0 2

2 0

2 0


即可。

可以使用 (1, 0, 0, 1) ◦ (1, 0, 0, 1)和 (1, 0, 0,−1)和 (1, 0, 0,−1)划分四个角的 0和 3，中间

的两个 0直接使用两个秩一张量刻画。

从另一个角度看，这个运算表和



0 1 2 1

1 0 1 2

2 1 0 1

1 2 1 0


（将 3换成 1）差了两个元素，而此时可

以直接利用 f (i, j) = i − j对应的张量分解，也能给出 r ≤ 6的结论（但将域提升至复数域）。

此方法还可以适用于高维情况，可以得到 r ≤ n +
n∑

i=1
min{i, n − i} − [2|n] n

2。

例题 6.4. 5 给定 f (i)(x, y) = xy mod 10，同时记 00 = 0，对其进行高维“卷积”。维数

k ≤ 7。

等价于分解张量：

5改编自集训队论文 [15]里的一道例题

XXXX 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 13
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

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 17 17 17 17 17 17 17 17 17

1 21 45 81 66 21 45 81 66 21

1 32 93 72 14 32 93 72 14 32

1 48 68 48 68 48 68 48 68 48

1 5 5 5 5 5 5 5 5 5

1 68 68 68 68 68 68 68 68 68

1 72 93 32 14 72 93 32 14 72

1 81 45 21 66 81 45 21 66 81

1 97 17 97 17 97 17 97 17 97



其中除去第一行的全部 1被一个矩阵表示外，剩下每一行未被标记角标的元素自成一

个矩阵。此时花费 3个矩阵。

对于角标为 1和 2的元素，排列方式形如黑白棋盘，所以可以使用二进制异或的矩阵

形式刻画，分别需要 2个。

对于角标为 3, 4, 5, 6的元素各需要 1个。

对于角标为 7, 8的元素可以使用大减小的形式完成，各需要 2个。

总计 15个，复杂度 O(nln 15ln 10) = O(n1.176)。

通过使用交替最小二乘法（梯度下降法此时不太稳定），发现在 r = 11时误差范数不能

低于 1并几乎停止减小，但 r = 12却能在 5 × 105 次迭代内达到 10−3。

这意味着上述做法并非“最优”，可以发现我们实际上是能用全一矩阵换掉最大的刻画

元素的矩阵开销。于是有新的方案：



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 21 45 81 66 21 45 81 66 21

1 32 93 72 1 32 93 72 1 32

1 48 68 48 68 48 68 48 68 48

1 5 5 5 5 5 5 5 5 5

1 68 68 68 68 68 68 68 68 68

1 72 93 32 1 72 93 32 1 72

1 81 45 21 66 81 45 21 66 81

1 9 1 9 1 9 1 9 1 9



其中先分别使用 1个矩阵表示 0，5和 9。

接着分别使用 2个矩阵表示角标为 1和角标为 2的元素。

然后直接分别使用 1个矩阵刻画角标为 3, 5, 6的元素。

之后使用 2个矩阵刻画角标为 8的元素。

XXXX 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 14
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最后加上全一矩阵，其减去上述所有矩阵就能表示 1。

总共花费 13个矩阵，此时复杂度为 O(n
ln 13
ln 10 ) = O(n1.114)。

若要改进至 12个，可以考虑套用上述的容斥方式至 6：



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 21 45 81 6 21 45 81 6 21

1 32 93 72 1 32 93 72 1 32

1 48 6 48 6 48 6 48 6 48

1 5 5 5 5 5 5 5 5 5

1 6 6 6 6 6 6 6 6 6

1 72 93 32 1 72 93 32 1 72

1 81 45 21 6 81 45 21 6 81

1 9 1 9 1 9 1 9 1 9



先分别使用 1个矩阵表示 0, 5和 9。

接着使用全一矩阵。并使用 (0, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0) ◦ (0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)，此是包含 6

的“极小”秩一矩阵。

然后分别使用 2个矩阵表示角标为 1和 2的元素。

之后分别使用 1个矩阵表示角标 3, 5, 8的元素。

此时 6可以被那个“极小”秩一矩阵，减去表示角标 1, 5, 8的元素矩阵得出，1同理。

这时候数一数，1 × 3 + 1 + 1 + 2 × 2 + 1 × 3 = 12，做到了估计的下界。复杂度为

O(n
ln 12
ln 10 ) = O(n1.079)。

当 n 取 107 的时候，n1.176 ≈ 170608238 ≈ 1.7 × 108，n1.114 ≈ 62805835 ≈ 6.3 × 107，

n1.079 ≈ 35727283 ≈ 3.6× 107，虽然总共优化至原先的 1
6，但后两者的优化效果略少，所以如

果达不到最优的估计，有些时候也可以适当放宽。

7 边界秩

在对子集卷积对应的张量进行分解时，会发现 r = 3；但考虑自身的外积，也就是 4 × 4

的二进制子集卷积，就会出现奇怪的情况：当 r = 4的时候持续下降，说明有可能存在 r = 4

的构造，但实际情况仍然是不太可能存在精确构造。

观察近似算法的结果，分析其分解的形式，并套用至 2 × 2的二进制子集卷积得：


0 1

1

 ≈ (1, ϵ) ◦ (1, ϵ) ◦ (0,
1
ϵ

) + (1, 0) ◦ (1, 0) ◦ (1,−1)
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当 ϵ趋于 0时，结果趋近于子集卷积的对应张量。但并不能直接做到 O(2nn)，需要使用

高精度小数防止精度问题，此时复杂度为 O(2nn2)，需要 2n次高精度乘法和 2nn次加法及低

精度乘法。

所以有如下结论：

定理 7.1. 张量秩均为 R的张量序列，其极限的张量至可以不是 R。

对于这一类张量，允许小量的存在会使其的张量分解变得更小。因此引入边界秩的概

念。

边界秩的一种定义是存在张量秩均为 R的张量序列，极限为该张量 [8]。但没有较为直
接的优秀性质。这里给出另一种定义：

定义 7.1. 记 rankh(X) = {R|∃A,B,C,
∑R

i=1 A(i)B(i)C(i) = xhX + o(xh)}，这里 A,B,C的元素
是 h次多项式。

引理 7.1. rankh(X)单调不增，因此在 h→ +∞收敛。

定义 7.2 (边界秩). 记 rank(X) = limh→+∞ rankh(X)。

由于 rankh 的结果是整数，存在 H使得 rank(X) = rankH(X)，通常 H较小。

虽然边界秩在二阶张量（矩阵）下和张量秩是一致的，但在高阶张量下不一致（例如上

面的子集卷积）。

容易发现其有一些张量秩的性质：

定理 7.2. 定义 Y满足 yi1i2···in = xiπ(1)iπ(2)···iπ(N)，则 rankh(Y) = rankh(X)。

定理 7.3. rankh(X ⊕Y) ≤ rankh(X) + rankh(Y)

相比张量秩，边界秩的此条件容易简单粗暴的构造出一组不满足等式的例子，考虑下

列形式：



1 2 3

4 5 6

7 8 9

10

10

10

10



考虑 (1, 0, 0, x, 0, 0, 0, 0)2 和类似的形式，将左上角的


1 2

4 5

分别和下面的 10对应。

将四个秩一矩阵相加可得：（根据选择顺序获得的一种情况，其余同理）
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

1 1 x x

1 1 x x

0

x x2

x x2

x x2

x x2



可以考虑利用剩余的 5 个元素，将对应位置加成 1 的同时减去多余的 x。随后使用

(1, 1, 1, 0, 0, 0, 0)2 减去前面的一。

花费了 10个秩一矩阵，因此 rank2 ≤ 10，比分开的 3 × 3 + 4 = 13小。

定理 7.4. rankh+l(X ◦ Y) ≤ rankh(X) rankl(Y)

同时边界秩可以转化至普通张量秩：

定理 7.5. rank(X) ≤
(

h+2
2

)
rankh(X)。

证明考虑假设 A =
∑h

i=1([xi]A)xi，B,C同理。
则 xhX = ∑i+ j+k=h

∑R
t=1([xi]A(t))([x j]B(t))([xk]C(t))。

这部分花费
(

h+2
2

)
× R个秩一张量。

值得注意的是，rank(Xk) ≤
(

hk+2
2

)
rankhk(Xk) ≤

(
hk+2

2

)
rankh(X)k，所以取极限，和先前的复

杂度分析，可以做到 O(nw+ϵ)，其中 w = log rankh(X)
log max{n,m,k}。也就是说可以“当作”普通张量秩使用。

但注意到这里要求使用 Xk 作为分治对应的张量，隐含常数过于庞大，因此不实用。

尽管如此，仍然可以像子集卷积那样，假设维数为 k，只需要维护 hk次多项式即可。复

杂度从维数角度看变为 Õ((
∏

r(i))(
∑

h(i)))，相比正常的张量秩只多了一个
∑

h(i) = O(k)。

此时维护的多项式在子集卷积中一般叫做“占位多项式”，也可以先对于占位多项式的

xi 系数集体做变换，然后卷积，然后逆变换。

例题 7.1. 对于 B进制数（B为常数），定义 i and j为 i, j按位最小值，给定 ai, bi，i < Bn，

求：

ck =
∑

i+ j=k,i and j=0

aib j

考虑 B = 3。

对应张量为



0 1 2

1

2


。

注意到左上角的


0 1

1

可以用 2个秩一矩阵表示，分别为 (1, 0) ◦ (1, 0), (1, ϵ) ◦ (1, ϵ)。
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同理，选出子矩阵


0 2

2

，也能用 2个秩一矩阵表示。注意到其中 (1, 0, 0) ◦ (1, 0, 0)出

现了两次，所以总共使用 3个，复杂度可以做到 O(3nn2)。

对于 B � 3 的情况，可以发现 (1, 0, · · · , 0)2 每一处均出现一次，所以复杂度仍然是

O(Bnn2)。若 B不是常数，需要计入复杂度，由于这题的张量较为特殊，只需要多乘上一个

B即可。

笔者猜想：对于能够用运算表形式表示的张量，通常边界秩比秩小的情况满足该张量

在运算表形式下存在空元素。

使用通常修饰，是因为存在一个“反例”是


1 2 3

2 3 4

，目前没有比较显然的 r = 4构

造（复数域下存在），但将其分成两份二进制子集卷积就能构造出 rank(X) = 4。

8 一类“分治乘法”

张量在优化分治复杂度上的方法不仅能够适用于高维“卷积”和双线性计算问题，对

于一些特定的分治算法也能优化。

在之前的高维“卷积”中，能利用的张量只有 Xk，但在这类特殊的“分治乘法”里，张

量的大小选取可以更加多样。

例题 8.1 (卷积). 求 ck =
∑

i+ j=k aib j。

在假设精度足够（O(log n + log V)大小），已有的结论是：一个长为 n循环卷积对应张

量存在大小为 n的 CP分解，也就是暴力 DFT。
于是对于此题，设长为 l，可以利用 2l + 1的循环卷积构造出来 CP分解。根据主定理，

复杂度为 O(n
log(2l+1)

log l l2)。

所以当 n充分大的时候可以做到 O(n1+o(1))。

例题 8.2 (矩阵乘法). 求 Ci, j =
∑m

k=1 Ai,k × Bk, j。

矩阵乘法在学术界研究深入，对于其复杂度的改进一种方案是给出更加优秀的张量秩

（边界秩）的上界。

设对于 N × M × K 的矩阵乘法，分治成 N
n ×

M
m ×

K
k 的矩阵乘法解决，不妨假设结果为

整数否则补全。

记其对应张量为 ⟨n,m, k⟩，R = rank(⟨n,m, k⟩)，由于下标置换不影响张量秩，将其做三
遍获得 N

nmk ×
M

nmk ×
K

nmk。使用主定理得到复杂度 O(nw)，其中 w = 3 log R
log(nmk)。

则单层可以视作块状矩阵的 n × m × k矩阵乘法，根据先前的分析，接下来要给出对应

的张量秩或者边界秩的上界。

对于 Strassen算法，在 ⟨2, 2, 2⟩的时候给出了 7的张量秩上界。（注意张量总元素个数为

(nmk)2）
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对于边界秩的运用，可以证明 ⟨2, 2, 3⟩的时候边界秩上界为 5[2]，进而根据前文的定理
做到更优复杂度。

同时注意到由于边界秩在直和情况下不等情况较为常见（前面的反例实为 3 × 1 × 3向

量外积和 1 × 4 × 1向量内积），复杂度可能更加优秀。

定义 8.1. 定义 n ⊙ X = X ⊕ X · · · ⊕ X，重复 n次。

引理 8.1. rank(a ⊙ X) ≤ a rank(X)

引理 8.2. 若 rank(a ⊙ X) = r，则 rank(a ⊙ Xk) ≤ ( r
a )ka。

证明考虑数学归纳法，其中第一步是运用类似“分配律”的形式，不难手动证明：

rank(a ⊙ Xk+1) = rank((a ⊙ Xk) ⊗ X) ≤ (
b
a

)k rank(a ⊙ X) = (
b
a

)kb = (
b
a

)k+1a

定理 8.1 (Schönhage’s τ theorem[13]). 若有X = rank(⊕⟨ni,mi, ki) ≤ r，且
∑p

i=1(nimiki)τ = r，

则矩阵乘法最优指数 ω ≤ 3τ。

给出一种简要证明：考虑 Xs = ⊕∑ si=s

(
s

s1,s2,··· ,sp

)
⟨∏ nsi

i ,
∏

msi
i ,
∏

ksi
i ⟩。

对于
∑p

i=1(nimiki)τ = r同样 s次方，得到
∑∑

si=s

(
s

s1,s2,··· ,sp

)
(
∏

nsi
i ,
∏

msi
i ,
∏

ksi
i )τ =

∑∑
si=s f (s) =

rs，取求和中最大的项，记此时的序列为 ti。

取 h使得对于所有张量 rankh = rank。求和的个数为组合数，关于 h, s是多项式（度数

为 p），所以 rank(Xk) ≤ rs poly(h, s) ≤ f (t) poly(h, s)。

记N =
∏

nsi
i ,M =

∏
msi

i ,K =
∏

ksi
i ，a =

(
s

s1,s2,··· ,sp

)
，则 rank(a⊙⟨N,M,K⟩) ≤ (NMK)τ poly(h, s)。

根据引理 8.2，再次放大，带入复杂度公式内，发现 poly和 a项在取极限时全部消失，

因此 ω ≤ 3τ。

根据之前边界秩直和的反例，容易构造充分大的 ⟨n, 1,m⟩ ⊕ ⟨1, (n− 1)(m− 1), 1⟩，其边界
秩有上界 nm + 1，取 n = 4,m = 3就能得到 12τ + 6τ = 13，进而 ω ≤ 2.57。

更为优秀的构造可以得到 2.52。[13]。
在这之后也有更优的算法改进，受篇幅所限不介绍 [1, Lecture 21,22][5]。
但是上述算法基本无法实际运用，其中一个原因是边界秩的出现使得可以使用非常大

的张量。

上述算法也启发可能可以通过类似的方法解决高维“卷积”或者双线性计算问题，这

时候可以通过一些构造使得能够应用上直和。但尚未找到相应的例子。

例题 8.3 (jellyfish6).

此题目虽然几乎难以对 4 × 4的运算表进行优化，但是可以考虑 16 × 16的运算表，此

时的结果不是简单的两个 4 × 4的外积（由于题目最后只需要求距离和），可以轻松使用近

似算法（例如梯度下降法）获得 r < 36的答案。

6同例题 6.3
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假设 d = 3也能获得一样的结果，对于 3 × 3的运算表存在 R = 4的构造；但考虑 9 × 9，

r = 15在 3 × 104 的迭代内就达到 10−10 的误差。说明能够做到更低的复杂度。但并没有继

续深入研究，这是因为这题精度要求较低（只需要求对数，答案值域不会很大），继续迭代

可以选取一个足够精度的分解套用。

9 总结

本文介绍了张量、张量秩、边界秩，并给出了一些实践较优秀的分解算法和性质，以及

与一些 OI分治算法和题目的关联。还介绍了张量分解的困难性，从而直接说明这类算法优
化复杂度的困难程度。本文给出的性质较为稀少且部分比较平凡，但这些性质在优化复杂

度中仍然能发挥重要的作用。希望本文能够起到抛砖引玉的作用，也希望有感兴趣的读者

继续研究和寻找更多有用的性质。
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浅谈一类线性同余不等式问题

长沙市长郡中学杨鑫和

摘要

本文归纳了在信息学竞赛中出现过了的一类线性同余不等式问题，着重探讨了如何处

理单个线性同余不等式，以及研究线性同余不等式组解的结构的方法。

1 前言

信息学竞赛中，涉及到同余理论的部分经常的是考察一次的同余等式，也就是所谓的

线性同余方程。而对于不限定同余式的某个具体取值，而是限制线性同余式的结果属于某

个集合内的“线性同余不等式”考察极少，在 OI中是一个新鲜的话题。
本文将通过先考察线性同余方程的特殊情况，从而推广到不等式的一般情况的方法研

究线性同余不等式。

第四节对于求解单个线性同余不等式，着重研究了求出其最小解的方法，并且介绍了

该方法在 OI中的一些应用。
第五节对于线性同余不等式组问题，探讨了如何利用质数指数折半思想更快地求解其

解的出现频率，并把该方法推广到了求解其解的最小周期上。

第六节对于第五节算法复杂度中难以分析的部分进行了更加细致的讨论。

2 一些约定

以下默认各位读者对于解决线性同余方程的工具扩展欧几里德算法、中国剩余定理有

基本的了解。

若无特殊声明，认为之后所有出现的小写字母变量均定义在正整数集 Z+ 上。特别地，

对于小写字母 p，若未特殊声明，认为 p一定是质数。

对于 a ∈ Z, b ∈ Z+，记 a mod b = r当且仅当 ∃k ∈ Z, a = kb + r，且 0 ≤ r < b，容易验证

合法的 r存在且唯一。

记 a|b表示 a整除 b，即 ∃k ∈ Z+, b = ka。

记 a ≡ b (mod m)表示 a与 b在模 m意义下同余，即 m|(a − b)。
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记 Zm 表示集合 {0, 1, 2, . . . ,m − 1}。
记 gcd(a, b)表示 a, b的最大公因数；记 lcm(a, b)表示 a, b的最小公倍数。

记 va(b)表示最大的自然数 m，满足 am ≤ b。

3 线性同余不等式

定义 3.1 (线性同余不等式). 给定模数 m、系数 a ∈ Zm，以及集合 S ⊆ Zm，对于某个未

知的变量 x ∈ Zm，如果限定 ax mod m ∈ S，则称这个限制是一个线性同余不等式。

后文也会将这种形式的线性同余不等式简记为 ax ≡ S (mod m)。

特别地，诸如 L ≤ (ax + b) mod m ≤ R、ax � b等其它形式的限制均可整理成关于 x的

上述形式，我们以下同样将其称为线性同余不等式。

定义 3.2 (线性同余不等式的解). 称一个集合 S ′ ⊆ Zm 为该线性同余不等式的解，当且

仅当 ∀x′ ∈ Zm, x′ ∈ S ′ ⇐⇒ ax′ mod m ∈ S。依据此定义，一个线性同余不等式的解是存在

且唯一的。

求解单个线性同余不等式，可以直接遍历 Zm中的元素检查其是否满足条件做到复杂度

O(m)。在 S 较小的时候，也可以遍历 S 中的元素利用扩展欧几里德算法求解单个线性同余

方程，做到 O(|S | log2 m)。

通过上面的例子可以看到，线性同余不等式问题乃至后面的线性同余不等式组问题的

整个解集 S ′，其大小往往与朴素算法的时间复杂度渐进意义上几乎等同，求出线性同余不

等式（组）问题的完全解通常意义不大。因此后文中所有所谓的探讨同余不等式问题，主要

是研究其解的某种结构特征，如求出解集中的最小值、解集大小等其它信息。

例题 3.1 (A Modular Arithmetic Challenge1). 给定 a,m, L,R满足 a ∈ Zm, 0 ≤ L ≤ R < m。

对于一类特殊的线性同余不等式 L ≤ ax mod m ≤ R，求在 Zm 中 x的最小解。

这个问题相当于将经典的线性同余方程问题扩展到了区间上，我们需要同时解决一个

区间的同余方程求解问题，整体性地维护解的最小值信息。

求解普通的线性同余方程的方式是扩展欧几里德算法，该算法的一个理解方式即注意

到 ax ≡ b (mod m)等价于 ∃y ∈ Z, ax + my = b，然后运用类似欧几里德算法的方式翻转 x, y

的地位，缩减规模，递归求解。

仿照上述算法的思想，L ≤ ax mod m ≤ R等价于存在某个自然数 y，满足 L ≤ ax−my ≤ R。

我们将所有符合 y = ⌊ ax
m ⌋的整点 (x, y)画在坐标系上，称一个坐标点的权值为 ax−my，将所

有权值在 [L,R]间的点标成红色。题目所求的就是横坐标最小的红色点。

1来源：http://poj.org/problem?id=3530
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图 1: a=6,m=31,L=11,R=19的情形，满足 R − L + 1 ≥ m

可以发现也容易说明以下事实：点列从左向右排成若干个横坐标不交、纵坐标递增的

行，每一行符合限制的红色点恰为一个区间。那么我们其实只需要找到纵坐标最小的存在

红点的行就找到了答案。

我们首先解决平凡的情况，纵坐标为零的行对应的权值依次是：0, a, 2a, . . . ⌊m
a ⌋a。判断

第一行是否具有红色点只需要判断 ⌈ L
a ⌉a ≤ R是否成立即可。

接下来，若第一行不存在红点，一定有 R−L+1 < a。而注意到同一行的相邻点的权值恰

好差 a。也就是说若第一行不存在红点，一定有每一行的红点个数不超过一。如何判定一行

是否存在红点呢？对于纵坐标为 y的行，这等价于要求存在一个 x满足 L ≤ ax−my ≤ R。如

果合法的 x存在，那么合法的 x一定等于 L+my+(−L−my) mod a
a 。将这个 x带回原式整理，得到存

在合法的 x等价于 (−L−my) mod a ≤ R− L。可以发现这个问题的形式仍然是要求 my mod a

的值在某个区间内，求最小的 y。递归求解出最小的 y，反过来代入求出最小的 x即可。

时间复杂度同欧几里德算法，为 O(log2 m)。

例题 3.2 (A Modular Arithmetic Challenge扩展). 求例题 3.1中的线性同余不等式在 Z中
前 k小的解。

例题 3.1中的分析方式，启发我们将 R − L + 1的大小与 m进行比较。

如果 R − L + 1 ≥ m，那么每一行必定会有至少一个红点。暴力枚举前若干行的纵坐标

y，利用 ax−my ∈ [L,R]解出红色点的横坐标区间，如果红色点的总个数达到了 k个就退出。

否则如果 R − L + 1 < m，我们知道每一行至多只有一个红点，此时这些红点按横坐标

排序之后，纵坐标也是严格上升的。仿照求最小解的方式翻转坐标系递归下去，每一层需

要 O(k)扫描所有解还原横坐标，时间复杂度为 O(k log2 m)。
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例题 3.3 ( ± AB2). 你拥有一个变量 x，初始时 x = V。给定两个正整数 A, B和数轴长度

M，满足 1 ≤ A < B ≤ M, gcd(A, B) = 1。你可以做任意次操作，每次操作从如下四种操作中

选择一种：

• 将 x的值修改为 x + A。

• 将 x的值修改为 x − A。

• 将 x的值修改为 x + B。

• 将 x的值修改为 x − B。

在操作过程中，你需要时刻保证 0 ≤ x ≤ M。问最终的 x有多少种可能的取值？

由于 gcd(A, B) = 1，根据裴蜀定理，任意整数 X 都能被表示成 s, t ∈ Z, X = sA + tB + V

的形式。若 M ≥ A + B − 1，我们有结论：0 ∼ M中所有数都可以被题述过程构造出来。

证明可以考虑，若 s, t正负性相同（st ≥ 0），直接操作不会经过任何在 [min(X,V),max(X,V)]

外的点；若 s, t正负性不同（st < 0），不妨设 s < 0, t > 0，考虑先不断执行 +B操作直至不

可执行。此时你所在的位置距离右边界 M一定 < B，距离左边界 0的距离 ≥ M − B+ 1 ≥ A，

一定可以先执行 −A操作再继续不断 +B。

若 M < A + B − 1，我们可以先通过 −A操作将 x调整至 < A的位置，考虑从这个位置

出发能经过的所有点。枚举下一次操作是 +A还是 +B，后续所有操作都只剩下不超过一种

选择。以 +A为例，下一次操作不能是 −A，因为已经访问过了其终点；不能是 +B，这样一

定会超出右边界；而对于 +A操作和 −B操作不可能同时能够操作，否则数轴长度 M 超过

了 A + B − 1。

将每一个点向它下一次操作的终点连一条无向边，我们断言该操作不会形成环。若存

在一个简单环，提取这个环上的所有操作累加，一定有 s′A + t′B = 0 且 s′, t′ > 0。由于

gcd(A, B) = 1，而由 B|(−s′A), A|(−t′B)，得到 B|s′, A|t′，|s| + |t| ≥ A + B > m与简单环的假设

矛盾。

由上面的讨论我们知道，能访问的所有点的形态形如两条不交链，一条只包含 +A,−B

操作，另一条只包含 +B,−A操作。下文以 +A,−B这条链为例，其从起始点开始、到第一次

访问到 [M − A + 1, B − 1]中的某个点时结束。

假设这条链一共进行了 t次 +A操作，那么就一定进行了 ⌊V+tA
B ⌋次 −B操作，当前位置

就是 (V + tA) mod B。我们相当于要求出使得 (V + tA) mod B在 [M − A + 1, B − 1]区间内的

最小的 t，这就是例题 3.1中的同余不等式问题。运用例题 3.1中的方法，时间复杂度同样
为 O(log2 M)。

2来源：https://atcoder.jp/contests/arc127/tasks/arc127_f
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4 线性同余不等式组

定义 4.1 (线性同余不等式组). 对于单个未知的变量 x ∈ Z，有 k条模数不一定相同线性

同余不等式的限制：



a1x ≡ S 1 (mod m1)

a2x ≡ S 2 (mod m2)
...

ak x ≡ S k (mod mk)

则称这是一个线性同余不等式组。

由于可以通过解出单个线性同余不等式来将所有 x前的系数化为 1，所以之后讨论的线

性同余不等式组通常可以认为 a1 = a2 = · · · = ak = 1。

定义 4.2 (线性同余不等式组的解). 称一个模数 m′和一个集合 S ′ ⊆ Zm′ 为该线性同余方

程组的解，当且仅当对于任意一个方程 t，都有 ∀x′ ∈ S ′, at x′ mod mt ∈ S t；且 ∀x′ ∈ Zm′/S ′

都至少存在一个方程 t满足 at x′ mod mt � S t。

另一个关于线性同余不等式组的解的直观理解是，将每一条线性同余不等式看作以一

定周期不断重复的无限 01序列，将所有的这样的 01序列按位取与，得到的无限 01序列的
每一种周期都对应一组解。

4.1 解的频率问题

线性同余不等式组的解一定存在，因为当 m′ = lcmk
t=1 mt 至少存在一组解。根据无穷 01

串周期的性质我们可以得知：所有可能的解的模数 m′ 都是最小的可能的解的模数 m′min 的

倍数，且对于所有的解，合法解的出现频率 |S ′ |
m′ 一定相同。下面的例题就展示了如何刻画线

性同余不等式组解的出现频率。

例题 4.1 (Traffic Blights3). 一条马路上有 n个红绿灯，第 i个红绿灯距离道路左端 ai 个

单位。从第 0秒开始，红绿灯将会先持续 r秒红灯，再持续 g秒绿灯，然后继续持续 r秒红

灯……以此循环。一辆车将从前 2019!秒中随机一个实数时刻作为出发时刻，从这个时刻开

始以一个单位每秒的速度匀速向右行驶。问这辆车有多少概率经过每一个红绿灯时都亮绿

灯。n ≤ 500, r + g ≤ 100。

原问题的出发时刻是均匀随机分布的实数，称第 x秒到第 x + 1秒之间的时间区间为时

间段 x，注意到如果车在同一个时间段出发，遇到的红绿灯状态相同。问题实际上可以被转

化为关于出发时间段 x的一个线性同余不等式组。

3来源：ICPC 2019 World Finals K题
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由于 r + g ≤ 100，所以该同余不等式组的所有模数 mi ≤ 100。合并所有模数相同的方程

之后，有 (
∏

mi)|2019!。因此我们只需要求出任意一个解，该解的 |S ′ |
m′ 就是题目要求的答案。

本题的形式虽然保证了同余不等式中所有的 S i 在模意义下是一段区间，但是本题的做

法并不需要用到任何特殊性质，我们可以将本题泛化成下述问题：

给定一个满足maxk
i=1 mi ≤ B的线性同余不等式组，求当解的模数 m′ = lcmB

i=1 i时，解集

的大小 |S ′|。
考虑一些特殊性质情况下的想法：

如果 mi 满足性质两两互质，由中国剩余定理可知从每一个模数对应的集合 S i 中任选

一个，组成线性同余方程，其必定有且有唯一解。因此解集大小 |S ′| =∏k
i=1 |S i|。

如果两条线性同余不等式的模数之间有倍数关系，那么你可以通过将模数较小的同余

不等式合并到大的同余不等式上去，从而去除模数之间的倍数关系。

我们可以思考如何转化问题，才可以将原问题转化到特殊性质的情况上去。原问题的

朴素做法是枚举 x在模 lcmB
i=1 i意义下的所有结果检验其是否满足同余方程。考虑假设不枚

举模 lcmB
i=1 i的结果，转而枚举 x模一个更小的模数 T 之后的结果，考察我们新得到了什么

信息。

若我们枚举了 x ≡ r (mod T )，那么有 ∃y ∈ Z, x = yT + r，对于同余不等式 x mod m ∈ S，

我们做代换 (yT + r) mod m ∈ S，利用一次同余方程的分析方法化简，可以得到一个关于 y

的同余不等式 y mod m
gcd(m,T ) ∈ S ′。也就是说，如果合理选取 T 的取值，可以简化同余方程

的形式从而可以应用特殊性质时的做法。

称满足 p2 > B的质数为大质数，否则为小质数。取 T 为
∏

p2≤B pvp(B)，此时所有的 m
gcd(m,T )

要么为 1，要么为一个大质数。将模数为 1的方程特殊处理之后，套用模数两两互质的做法

即解决了枚举模 T 结果之后的问题。由于在 mod lcmB
i=1 i

T 意义下 y 的每一种解唯一对应着一

个 mod lcmB
i=1 i意义下 x的解，将各个关于 y的问题结果相加就得到了原问题的答案，时间

复杂度为 O(B2T )，在 B = 100时，T 取 26 × 34 × 52 × 72 = 6350400并不能接受。

考虑更精细的 T 的取法。如果取 T 为
∏

p≤B p⌊
vp (B)

2 ⌋，则所有的 m
gcd(m,T ) 要么为 1，要么为

某一个质数的若干次方。证明该事实可以考虑反证，单个模数 m的质因子分解
∏

i pαi
i ，如

果存在两个质数的指数 αi > ⌊
vpi (B)

2 ⌋，那么一定有对应的 pαi
i >
√

B，与 m ≤ B矛盾。

特殊处理模数为 1的方程后，将所有模数为质数若干次幂的方程合并到对应的最大指

数上，然后就转化成了模数两两互质特殊性质的情况。当 B = 100时，T = 23×32×5×7 = 2520

可以接受。

综上所述，我们在 O(B2∏
p≤B p⌊

vp (B)
2 ⌋)的时间复杂度内解决了泛化后的同余不等式组解

的频率问题。

4.2 最小周期问题

笔者在针对例题 4.1的做法进行仔细研究之后，发现线性同余不等式组除了研究解的个
数以外还有其它一些值得发掘的问题。
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例题 4.2. (最小周期问题)给定一个满足 maxk
i=1 mi ≤ B的线性同余不等式组，求最小的

解的模数 m′min。

对于一个同余不等式 x ≡ S (mod m)，如果存在 n|m以及 T ⊆ Zn 使得 ∀x ∈ Zm, (x mod

n) ∈ T ⇐⇒ x ∈ S，则 x ≡ T (mod n)和原同余不等式完全等价。从所有可能的 n中选取最

小的一个替代原同余不等式，我们称该操作为对于原同余不等式的“压缩”。

一个猜想是，将所有同余不等式压缩之后，lcmk
i=1 mi 就是最小的解的模数。

我们可以比较简单地举出这个猜想的反例：


x ≡ {0, 2, 3} (mod 4)

x ≡ {0, 4} (mod 6)

上面同余不等式组均经过压缩，但存在合法解 x ≡ {0, 4} (mod 6)，而 lcm(4, 6) = 12。

出现问题的一大原因在于，根据第二个方程，x一定是 2的倍数，从而 mod 4意义下其

绝对不可能等于 3。所以说，3这个元素对于整个同余方程是“无效的”。在去除 3这个元

素之后，第一个方程可以继续压缩。

可以发现出现这种情况的原因是同余不等式集合中存在许多实际上“无效”的元素，干

扰了压缩操作的进行。我们将元素的“有效性”形式化定义：

定义 4.3 (有效性). 线性同余不等式组中的某条线性同余不等式 x ≡ S (mod m)，对于其

中的某个 r ∈ S，如果 ∃e ∈ Z使得其满足该不等式组中每一条不等式，且 e ≡ r (mod m)，则

称 r这个元素是“有效的”，反之是“无效的”。

根据定义，删去线性同余不等式组中所有“无效的”元素，不会影响解的结构。我们考

虑利用有效性的想法修正上面给出的猜想。

定理 4.1. 删去所有不等式中所有“无效的”元素，然后压缩所有不等式，最后剩下来
的所有不等式模数的最小公倍数就是原不等式解的最小模数。

证明. 定义 f (e)表示 e是否满足不等式组中所有的同余不等式，我们需要说明W = lcmk
i=1 mi

为 f 函数的最小正整数周期。由于上述的去除“无效”元素、压缩操作不改变解的结构，所

以求出来的最小公倍数W一定至少对应了一个周期，我们只需要证明该周期的最小性即可。

假设 f 的最小周期 w < W，则有 w|W。由于W为mi的最小公倍数，那么一定 ∃i,mi ∤ w。

对于满足 mi ∤ w的某个方程 i，由于所有元素都“有效”，除了存在方程 x ≡ ∅ (mod 1)的

平凡情况，一定有 S i � ∅。找出任意一个元素 r ∈ S i，由有效性的定义可知 ∃e, f (e) = 1且

e ≡ r (mod mi)。由于 w是 f 的一个周期，所以 ∀k ∈ Z, f (e + kw) = f (e) = 1，而这也就说明

了 ∀k ∈ Z, (e + kw) mod mi ∈ S i，即 ∀k ∈ Z, [r + k gcd(w,mi)
]

mod mi ∈ S i。由于 mi ∤ w，有

gcd(w,mi) < mi，原不等式可以被压缩成一个模数为 gcd(w,mi)的不等式，与原不等式经过

压缩矛盾。

综上所述，该算法的正确性得证。 □
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暴力判断每一个元素是否有效，其时间复杂度并不优于朴素算法。我们需要更加高效

的方法来判定一个元素的有效性。

考虑推广例题 4.1中对于质因子的指数折半的思想，对于 T =
∏

p≤B p⌊
vp (B)

2 ⌋，枚举 x ≡ r

(mod T )，将所有的模数为 mi 的同余不等式转化为一个模数为
mi

gcd(mi,T ) 的同余不等式，合并

模数具有倍数关系的同余不等式之后，原问题转化成了模数两两互质的情况。此时由于中

国剩余定理，所有还剩下来的元素一定都是“有效的”。对于原不等式中的元素，只需要在

枚举 r之后的任意一个问题中有效，就是有效的。因此，我们可以在与例题 4.1相同的复杂
度内解决最小周期问题。

例题 4.3 (生命的循环4). 给定一张 n个点 m条边的带权有向图。定义 f (x)表示是否存

在一条从 1到 n的、长度为 x的途径，求 f (x)去掉一个充分长的前缀之后的最小周期。保

证该图中所有简单回路的长度 ≤ B。途径即为一个任意长度边序列，满足前一条边的终点

等于后一条边的起点。途径的起点定义为第一条边的起点，终点定义为最后一条边的终点，

长度定义为序列中所有边的边权和。

注意到任意一条途径总是可以拆成一条简单路径和若干条简单回路，考虑延长现有的

有向途径构造。设一条长度为 L的途径与 c条简单回路相交，设 c条简单回路长度分别为

l1, l2, . . . , lc。由于简单回路的部分可以分别重复任意多次，利用裴蜀定理容易证明，当 x充

分大时，途径总长度可以延长取到 x ≡ L (mod gcd(l1, l2, . . . , lc))的所有 x。以下我们称一条

途径的 gcd(l1, l2, . . . , lc)为该途径的周期。

以下记边 e的起点为 ue，终点为 ve，长度为 we。

定理 4.2 (强连通图的周期). 对于一张强连通带权有向图来说，取以任意一点 rt为根的外

向生成树，记 disu表示只经过树边 rt → u的路径总长度。对于所有非树边 e，we−(disve−disue )

的 gcd就是所有回路长度的最大公因数。称该式为强连通图的周期。

证明. 我们可以从两方面说明上述定理。设答案为 g，算法给出的结果为 d。

一方面首先有 d|g，因为对于任何一条简单回路 C，有 d|∑e∈C we − (disve − disue )，可以

推出 d|∑e∈C we。

另一方面由强联通性，存在 v→ rt的一条途径，这条途径和 rt → v的长度为 disv 的途

径组成了一条回路。由 g的定义这条回路的长度是 g的倍数。此时 we − (disve − disue )在模 g

意义下同余于 u→ v、v→ rt、rt → u拼接成的一条回路，长度同样是 g的倍数，因此有 g|d。
综上所述有 d = g，定理 4.2的正确性得证。 □

由定理 4.2，对于任意一张有向图，如果一条途径经过了一个存在至少一条回路强连通
块，我们可以取经过这个强连通块中所有点的一条回路，增广原途径，即将这个途径目前的

周期与当前强连通块的周期取 gcd。

4本题为笔者命制的一道原创集训队互测题，来源：https://qoj.ac/contest/1813/problem/9491
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由于图中所有简单环环长均不超过 B，一定有所有强连通块的周期不超过 B。我们考虑

记忆化搜索出模每一种周期意义下，有哪些长度的途径。搜索过程中维护当前的周期 g′、当

前的途径长度对 g′取模后的结果 r、当前途径的终点 u，然后枚举 u出边指向的所有节点 v

转移。如果遇到了重复访问的状态 (g′, r, u)就返回。

不幸的是，这个搜索算法的复杂度仍然是指数级的。由于起始状态为 (0, 0, 1)，在进入

第一个拥有回路的强连通块之前，其 g′ 保持为 0，r保持为当前途径的长度，r的种类数上

界并没有保证。

应该首先利用类似的记忆话搜索求出一个数组 Vg′,r,u，表示是否存在一条 1 → u 的途

径模 g′ 余 r，再从 Vg′,r,u 为真的状态开始运行上述记忆话搜索算法。由于所有的状态均有

r < g′ ≤ B, u ≤ n，每个状态至多访问一次，访问时遍历其所有出边，所以该部分的复杂度为

O(B2m)。

当 x充分大时，1→ n是否存在一条长度为 x的途径，只与我们是否求出来的所有状态

(g′, r, n)中，是否存在至少一个状态满足 x ≡ r (mod g′)。考虑这个问题的反面， f (x) = 0当

且仅当对于所有的 (g′, r, n)状态都有 x � r (mod g′)。这就是一个线性同余不等式组的最小

周期问题，套用例题 4.2中的算法即解决了这个问题。

5 进一步的复杂度分析

本节中的小写字母 e指代的是自然对数的底而非一个正整数。

接下来，我们考虑对例题 4.1、例题 4.2最后的复杂度进行一些更加深入的讨论。
这两道题复杂度的关键部分都是

∏
p≤B p⌊

vp (B)
2 ⌋。一个明显的结论是，该式关于 B的增长是

O(
√

B!)的。本节的一些讨论将给出一个更精确的估计，指出该式的增长率级别为 e
√

B+o(
√

B)。

一个不太精细的放缩是
∏

p≤B p⌊
vp (B)

2 ⌋ ≤
√∏

p≤B pvp(B)，而
∏

p≤B pvp(B) 就等于 lcmB
i=1 i。考

虑首先运用对数法估计后者的增长率。

5.1 前若干个自然数最小公倍数的增长率

定义ψ(x) =
∑

p≤x vp(x) ln(p)，定义 θ(x) =
∑

p≤x ln(p)。根据定义可以发现ψ(x) = ln(lcmB
i=1 i)。

考虑 ψ(x)的一个实际意义，对于 1 ∼ x中的所有数，每有一个数的质因子分解形式形

如 pα，就将 ln(p)加入答案中一次。我们换一种枚举方式，枚举 α，要求 p ≤ x
1
α。这就是 θ(x)

的实际意义，因此有：

ψ(x) =
∑
α≥1

θ(⌊x 1
α ⌋)

这个和式只有 O(log2 x)项，因为当 α > log2(x)，θ(⌊x 1
α ⌋)一定为 0。而由于 θ(x) ≤ x ln x，

除去第一项之后，剩下的每一项都 ≤
√

x ln x，我们就得到了：
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ψ(x) = θ(x) + O(
√

x log2 x ln x)

。

对于素数个数函数 π(x)，有 θ(x) ≥ π(x)，而后者根据素数定理增长率为 x
ln x。则 ψ(x)表

达式中 O(
√

x log2 x ln x)部分对于 θ(x)一定是小量可以忽略。

定理 5.1. θ(x) < 2x ln 2。

证明. 设M =
(

2m+1
m

)
，由二项式定理，其在 (1+1)2m+1的展开式中出现两次。所以有 2M < 22m+1，

即 M < 22m。

又由于 M = (2m+1)!
m!(m+1)!，所有质数 p ∈ (m + 1, 2m + 1]一定都整除 M，即：

∏
p∈(m+1,2m+1]

p ≤ M < 22m

两边取对数得到 θ(2m + 1) − θ(m + 1) < 2m ln 2。

考虑对 θ(x) < 2x ln 2进行数学归纳，对于 x = 1, 2的情况容易验证其成立，名设其对

x < x0 的所有自然数均成立。

当 x0为合数时一定有 θ(x0) = θ(x0 − 1)，归纳成立；否则 x0为奇质数，设 m = x0−1
2 ，有：

θ(x0) = θ(2m + 1) − θ(m + 1) + θ(m + 1)

< 2m ln 2 + 2(m + 1) ln 2 = 2x0 ln 2

归纳同样成立，从而定理得证。 □

由定理 5.1可以看出 ψ(x), θ(x)都是线性增长的，有 ψ(x) < 2x ln 2 + o(x)。

更进一步地，如果不局限在初等数学的范畴，参考文献 [3]给出了 ψ(x) = x + o(x)；[2]
甚至给出了黎曼猜想等价于 ψ(x) = x + O(

√
x ln2 x)的结论。由于这些结论难以绕开解析数

论知识，笔者在这方面一无所知，因此无法展开讨论，感兴趣的读者可以自行查阅文献。

由于 ψ(x)为 lcmx
i=1 i取对数后的函数，所以其被渐进复杂度记号忽略的部分也对原增长

率有显著影响，难以使用常规的 O记号直接表示 lcmx
i=1 i的渐进增长。根据定理 5.1我们至

少能得到 lcmx
i=1 i的一个上界 4x+o(x)，该上界对于实际情况来说过于松了。根据 ψ(x) = x+o(x)

的结论，lcmx
i=1 i的增长率是 ex+o(x)级别的。换句话说即对于任意小的正数 ϵ来说，当 x充分

大时总有 (e − ϵ)x < lcmx
i=1 i < (e + ϵ)x。

5.2 原式增长率

对于原式
∏

p≤B p⌊
vp (B)

2 ⌋来说，如果将增长率估计为 (
√

e)x+o(x)，相对于实际情况仍然有极大

的相对误差。原因是原式中下取整函数实际上极其关键，实际上当 B稍微大一点后
∏

p≤B p
vp (B)

2

就远大于
∏

p≤B p⌊
vp (B)

2 ⌋。这也揭示了线性同余不等式组问题中一些基于将模数分成两组暴力
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求解合并的算法为何远远劣于质数指数折半的算法。我们考虑分析 ψ′(x) =
∑

p≤x⌊
vp(x)

2 ⌋ ln p

的增长率。

注意到 ⌊ 1
2 ⌋ = 0且 ⌊ vp(x)

2 ⌋ = vp(⌊
√

x⌋)，所以有：

ψ′(x) =
∑
p2≤x

⌊
vp(x)

2
⌋ ln p =

∑

p≤⌊
√

x⌋

vp(⌊
√

x⌋) ln p = ψ(⌊
√

x⌋)

因此，由 5.1节中的部分结论，原式的增长率可以估计为 e
√

x+o(
√

x)。当 x = 100时，该

式给出估计 22026.46，与实际情况更加接近。

6 总结

本文归纳了一类同余问题，类比“线性同余方程”的名字，暂时地统称这类问题为“线

性同余不等式”问题。

对于单个线性同余不等式，本文主要讨论了一种复杂度分析形如欧几里德算法的递归

算法，这类算法一般被人统称为“类欧几里德”的算法，同样是信息学竞赛中一个十分有趣

的话题。

对于线性同余不等式组问题则给出了一个较为巧妙且通用的基于质数指数折半的算法，

其能够解决解的频率、解的周期等多种形式的问题，体现了折半思想在指数级复杂度题目

中的多种多样的应用。

质数指数折半的算法复杂度中包含了增长率形如 e
√

x+o(
√

x) 的部分，这种算法复杂度通

常难以使用普通的渐进记号估计。近年来，算法竞赛中也同样出现了一些对于非常规算法

复杂度考察的题目，例如在最近的 UOJ Round #28中便出现了一道复杂度为 eÕ( 3√x) 的问题，

可见非常规复杂度的算法问题仍是 OI中一大值得研究的板块。
笔者水平仍然十分有限，对于线性同余不等式类的问题发掘较浅，希望各位读者能更

加深入研究这类问题，寻找这类问题更多的变体、解决算法和应用。
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