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摘 要

后缀树是处理字符串匹配问题的利器。本文主要介绍它的两种在线构建方法，并给出

了一些应用。

1 前言

后缀数据结构，如后缀自动机和后缀树，在若干年以前进入了国内信息学竞赛选手们

的视野，现在已经有了广泛的应用，算法竞赛界也已有许多介绍它们的文献。本文主要对

后缀树建树方面作出了一些补充，介绍了后缀树的一些在线构建方法。

本文第二、三节主要讲述关于字符串和后缀树的一些基础定义。第四节介绍从后往前

构造后缀树的方法。第五节介绍从前往后构造后缀树的方法。第六节介绍了一些例题。第

七节总结全文。

2 基础定义

记构建后缀树的母串为 S，长度为 n。

令 S [i]表示 S 中的第 i个字符，其中 1 ≤ i ≤ n。

令 S [l, r]表示 S 中第 l个字符至第 r个字符组成的字符串，称为 S 的一个子串。

记 S [i, n]为 S 的以 i开头的后缀，S [1, i]为 S 的以 i结尾的前缀。

若 str1，str2 为单一字符或字符串，令 str1 + str2 表示将 str1 和 str2 拼接后得到的字符

串。

如无特殊说明，本文默认字符串 S 的字符集为所有小写字母，即字符集大小为常数。

3 后缀树的定义

定义字符串 S 的后缀 trie为将 S 的所有后缀插入至 trie树中得到的字典树。在后缀 trie
中，节点 x对应的字符串为从根节点走到 x的路径上经过的字符拼接而成的字符串。记后
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缀 trie中所有对应 S 的某个后缀的节点为后缀节点。

容易看出后缀 trie的优越性质：它的非根节点恰好能接受 S 的所有本质不同非空子串。

但构建后缀 trie的时空复杂度均为 O(n2)，在很多情况下不能接受，所以我们引入后缀树的

概念。

如果令后缀 trie中所有拥有多于一个儿子的节点和后缀节点为关键点，定义只保留关
键点，将非关键点形成的链压缩成一条边形成的压缩 trie树为后缀树 (Suffix Tree)。
如果仅令后缀 trie中所有拥有多于一个儿子的节点和叶结点为关键点，定义只保留关

键点形成的压缩 trie树为隐式后缀树 (Implicit Suffix Tree)。容易看出隐式后缀树为后缀树
进一步压缩后得到的结果。

在后缀树和隐式后缀树中，每条边对应一个字符串；每个非根节点 x对应了一个字符

串集合，为从根节点走到 x的父亲节点 f ax经过的字符串，拼接上 f ax至 x的树边对应的字

符串的任意一个非空前缀。

令 mxx 表示 x对应的字符串集合中最长的字符串，lenx 表示 mxx 的长度。

图 1: 字符串”cabab”对应的后缀 trie、后缀树和隐式后缀树

引理 3.1：长度为 n的字符串 S 构建的后缀树节点数不超过 2n。

证明.考虑将 S 的后缀逐个插入至后缀 trie中。从第二次插入开始，每次最多新增一个
拥有多于一个儿子的节点和一个后缀节点，所以后缀 trie中关键点个数最多为 2n个，得证。

4 支持从后往前添加字符的后缀树构建

一个广为人知的结论是：后缀自动机的 parent数组即为反串的后缀树 [1]，利用反串的

后缀自动机来构建后缀树也成为了现在构建后缀树的主流算法。接下来将从后缀树的角度

来描述此算法的过程。

4.1 一些定义

在后缀 trie中，记 transx,c表示在节点 x对应的字符串开头添加字符 c后对应的节点，如

果不存在设为空状态 NULL。
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对 S 的某子串 str，令 le f tposstr 表示 str在 S 中出现位置的左端点集合。

由后缀树的定义推出：在后缀树上每个节点 x对应的字符串集合的 le f tpos集合相同，

可以记为 le f tposx，且不同的两个节点的 le f tpos集合不相同。易得节点 x对应的所有字符

串开头添加字符 c后得到的字符串的 le f tpos集合都相同，在后缀树中一定对应同一节点 y，

可以直接定义 transx,c = y。实际上，这就是反串的后缀自动机的转移边。

4.2 算法过程

考虑增量法，从后往前加入字符。假设已经维护好 S [i + 1, n]的后缀树以及所有节点的

trans转移边，现在需要在后缀树中加入后缀 i。设 S [i] = x。

记录后缀 i + 1 对应的节点 last，新增后缀节点 np 表示 S [i, n]。现在，我们希望求出

S [i, n]在原树中出现过的最长前缀。由于 S [i, n]的前缀即为 S [i + 1, n]的前缀在前端添加字

符 x，所以找出 last的深度最深的祖先 p使得 transp,x 存在，那么 x + mxp 就是 S [i, n]在原

树中出现过的最长的前缀。令 q = transp,x，有两种情况：

1.mxq = x +mxp，即 lenq = lenp + 1。此时在后缀树中会新增一条 np至 q的边，将 f anp

设为 q即可。

2.lenq > lenp + 1。此时在 q与 f aq 之间需要新建节点 nq，令 lennq = lenp + 1，并将 f anq

设为 f aq，f anp和 f aq设为 nq。同时，我们还需要维护 trans的变化。nq的转移边可以直接

复制 q的转移边得到。同时，transp,x 需要设为 nq；如果 trans f ap,x = q，也需要重新设为 nq

……从 p点不断往根移动，不断修改转移边，直到发现当前节点 p1 添加字符 x不会转移到

q为止。

图 2: 情况 2示意图

最后，从 last到 p之间的节点也需要新增到 np的转移，再将 last设为 np即可。
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4.3 算法时间复杂度证明

算法的正确性是显然的，但是时间复杂度仍有疑问。

引理 4.1：所有 trans转移边的个数为 O(n)级别（事实上，也与字符集大小无关）。

即证反串后缀自动机转移边数量为 O(n)级别。证明可见 [2]，这里不再赘述。

考虑算法过程，除了情况 2中“将连向 q的转移边重新设为 nq”，其余步骤都伴随着新

增节点或转移边，所以只需考虑这一步的时间复杂度即可。

设节点 x的深度为Depx。考虑Dep f anq和Depp1。由于 f anq的任何祖先（不包括 root）一定

可以由某个 p1的祖先（包括 root）通过前端添加字符 x转移而来，所以有Dep f anq ≤ Depp1+1。

设转移边重定向进行了 k次，那么有：

Depnp = Dep f anq + 2 ≤ Depp1 + 3 = Depp − k + 3 ≤ Deplast − k + 3

将每一步操作后的 Deplast 设为势能函数。每次转移边重定向都伴随着 Dep的减小，且

Dep每次只会增加常数，通过势能分析可以得出这一步操作的时间复杂度是每次均摊 O(1)

的。

综上所述，此算法构建后缀树的时间复杂度为 O(n)。

4.4 算法总结

当字符集大小视为常数时，本算法达到了 O(n)的时间复杂度下界，同时实现不算复杂，

是离线构建后缀树的首选。然而，本算法只能支持在前端动态插入字符构造后缀树，在很

多问题中，我们需要支持动态末端插入的构造方法，在下一节中将介绍另一种支持动态末

端插入的后缀树构建算法——Ukkonen算法 [3]。

5 支持从前往后添加字符的后缀树构建

Ukkonen算法维护了 S 的隐式后缀树，并支持在末端插入字符。

称 S 的隐式后缀树为 S Tree(S )。

在 S Tree(S )中，每个叶结点对应了 S 的一个后缀。称在 S Tree(S )中不作为叶结点出

现的后缀为 S 的隐式后缀，其余后缀为显式后缀。考虑隐式后缀具有什么样的性质。

引理 5.1：若 S [i, n]为 S 的隐式后缀，则对于 ∀ j > i，S [ j, n]也为 S 的隐式后缀。

证明.由 S [i, n]为隐式后缀可知，存在字符 c使得 S [i, n]+ c为 S 的子串，所以 S [ j, n]+ c

也为 S 的子串，由隐式后缀树的定义可知 s[ j, n]也不作为叶结点出现。证毕。
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所以，S 的隐式后缀一定为 S 的后缀中最短的那些。在算法流程中，我们同时维护 S

的最长隐式后缀 S [k, n]在树中的位置，用二元组 (active, remain)表示，意为：S [k, n]在树中

所属节点的父亲为 active，位置为从 active往下走 remain步。

图 3: (active, remain)示意图

由于我们已经知道剩下的 remain个字符为 S [n− remain+ 1, n]，所以我们不需刻意记录

S [k, n]位于 active的哪一条出边上，只需 remain即可确定位置。

为了完成本算法，我们还需引入一个概念：后缀链接。

5.1 后缀链接

引理 5.2：对隐式后缀树中任意非叶非根节点 x，在树中存在另一非叶节点 y，使得 mxy

为 mxx 删去开头的字符。

证明.令 str表示 mxx 删去开头字符形成的字符串。由隐式后缀树的定义可知，存在两

个不同的字符 c1, c2，满足 mxx + c1 与 mxx + c2 均为 S 的子串。所以，str + c1 与 str + c2 也

为 S 的子串，所以 str在后缀 trie中也对应了一个有分叉的关键点，即在 S Tree中存在 y使

得 mxy=str。证毕。

由引理 5.2，我们可以对 S Tree中的所有非根非叶节点 x，定义 Linkx = y，Linkx 称为 x

的后缀链接 (Suffix Link)。
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5.2 算法流程

为了构建 S Tree(S )，我们从前往后加入 S 中的字符。假设当前已经建出 S Tree(S [1,m])

且维护好了后缀链接。S [1,m]的最长隐式后缀为 S [k,m]，在树中的位置为 (active, remain)。

设 S [m + 1] = x,现在我们需要加入字符 x。

此时，S [1,m]的每一个后缀都需要在末尾添加字符 x。由于所有显式后缀都对应树中

某个叶结点，它们只会让叶结点对应父边的长度增加 1，而不会改变树的形态，这很方便我

们记录。所以，现在我们只用考虑隐式后缀末尾添加 x对树的形态产生的影响。

首先考虑 S [k,m]，有两种情况：

1、(active, remain)位置不需要新增出边 x，即后缀树形态不会发生变化。由于 S [k,m+1]

已经在后缀树中出现，所以对于 j > k，S [ j,m+1]也会在后缀树中出现，此时只需将 remain+1，

不需做任何修改。

2、(active, remain) 需要新增出边 x。此时视情况可能需要对节点进行分裂。这时，对

于 j > k，我们并不知道 S [ j,m] 会对后缀树形态造成什么影响，所以我们还需继续考虑

S [k+ 1,m]。考虑怎么求出 S [k+ 1,m]在后缀树中的位置：如果 active不为 root，可以利用后

缀链接，令 active = Linkactive；否则，令 remain − 1即可。最后令 k + 1，再次重复这个过程。

上述过程可以用 while 循环来完成，同时分裂节点时还需注意维护新增节点的后缀链
接，下面给出完整修改过程：

维护最后一次新增出边的节点 last，初始设为 NULL。在循环过程中保证只有 last可能

还未确定后缀链接。

按长度从长到短依次迭代当前未考虑的最长隐式后缀 S [k,m]，分两类讨论：

1、S [k,m]+ x仍然出现在 S Tree中。此时，如果 last存在，由引理，(active, remain)位

置必定恰好为 S Tree中某个非叶节点，将 Linklast 设为当前节点并将 remain + 1，即可退出

迭代。

2、S [k,m] + x不出现在 S Tree中。此时可能需要在 (active, remain)位置分裂节点。记

此时 (active, remain)对应的节点为 p。新增叶子结点 q，并添加一条从 p连向 q的边。显然，

如果 last存在，那么 Linklast = p，再将 last设为 p即可。

在每次迭代的最后，如果 active不为 root则将 active设为 Linkactive，否则将 remain− 1。

此时 remain可能超出了 active的对应出边的长度，所以需要在 S Tree中从 active往下

搜索，直到 remain不超出范围为止。
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图 4: 过程示意图

至此，我们成功维护出了 S Tree形态的变化、所有后缀链接的变化和最长隐式后缀的

变化。

5.3 算法时间复杂度证明

循环的每次运行都伴随着最长隐式后缀长度的减小，而最长隐式后缀长度只会增加 n

次，所以循环只会运行 O(n)次。

当 remain超出 active对应出边的长度时，我们会在 S Tree中往下搜索，但是每次移动

都伴随着 remain的减小，而 remain总共只会增加 n次，所以这一移动的时间复杂度为均摊

O(1)。

综上所述，算法的时间复杂度为 O(n)。

5.4 算法总结

由于 Ukkonen算法只能处理出 S 的隐式后缀树，而隐式后缀树在一些问题中的功能可

能不如后缀树强大，所以在需要时，可以在 S 的末端添加一个从未出现过的字符 #，这时 S

的所有后缀可以和 S Tree的所有叶子一一对应。

Ukkonen算法主要利用了后缀链接来优化每次寻找隐式后缀的过程，而且与上一节的
算法相反，支持在字符串末端动态插入字符，时间复杂度也达到了 O(n)的下界。下面简单

介绍上述算法的一些应用。
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6 例题

6.1 例题一：SWERC 2015 Text Processor1

6.1.1 题目大意

给定一个长度为 n的小写字母字符串 S，再给定 1 ≤ w ≤ n，对于所有 i ∈ [1, n − w + 1]，

求出 S [i, i + w − 1]有多少本质不同字串。n ≤ 105。

6.1.2 题目分析

求区间本质不同子串个数是一个经典问题，可以利用后缀自动机构造后缀树的方法和

动态树得到时间复杂度为 O(nlog2n)的做法 [4]，实际上本题可以做到线性复杂度。

由于本质不同子串个数即为后缀 trie节点数，如果我们对每个区间 [i, i + w − 1]建出后

缀树或隐式后缀树，求出边长总和即为答案。考虑利用 Ukkonen算法维护隐式后缀树。由
于本题区间长度固定，可以考虑采用滑动窗口，每次在末尾添加一个字符，或在开头删掉一

个字符，维护当前隐式后缀树的边长总和。

在开头删掉一个字符即为删掉当前深度最深的叶子，可以用队列维护当前所有叶子，快

速找到当前需要删除的节点 x。删去 x以后，可能会使某个隐式后缀变为显式后缀，也可能会

使 f ax的儿子节点个数减少至一个，需要压缩掉 f ax节点。在末尾添加字符时沿用 Ukkonen
算法。仔细维护当前 (active, remain)的位置和边长总和的变化即可，时间复杂度为 O(n)。

6.2 例题二：北大集训 2018 Day3 close

6.2.1 题目大意

维护一个字符串 S，支持双端插入，要求在线维护 S 的本质不同子串个数。

6.2.2 题目分析

令 n为字符串 S 最后的总长。

出题人给出了利用平衡树维护后缀的时间复杂度为 O(nlog2n)的做法 [5]，实际上本题同

样可以优化至 O(n)[6]，下面简单介绍做法。

上文已经给出利用 trans转移边和后缀链接 Link 维护插入的两种算法，容易想到同时

维护 trans和 Link，将两种算法结合。

1https://codeforces.com/gym/101128
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由于末端插入时，S 的隐式后缀对后缀树的形态影响是难以预料的，所以仍然考虑维

护 S 的隐式后缀树 S Tree(S )。首先需要解决的问题是：在隐式后缀树上，我们仍然可以类

似的定义 trans吗？

设 S 的最长隐式后缀为 S [k, n]。对 S 的一个子串 str，定义 le f tpos′str 表示 le f tposstr 在

[1, k− 1]中的位置。类似后缀树，在 S Tree中有：节点 x代表的字符串集合的 le f tpos′相同，

可以记为 le f tpos′x，且不同节点的 le f tpos′ 集合不相同。x代表的所有字符串 str 开头添加

字符 c后的 le f tpos′集合相同的一个充分条件是：所有 str的 le f tpos集合在 [1, k]中出现的

位置相同。所以，transx,c 在 S Tree中几乎是良定义的，只有一种特殊情况：某些 le f tposstr

中出现了位置 k，而某些不出现位置 k。这种节点在 S Tree中至多只有一个：(active, remain)

所在的节点。

所以，在 S Tree中，我们仍然可以类似地定义 trans转移边：如果 x代表的所有 str在

开头添加字符 c后对应同一节点 y，那么令 transx,c = y，否则令 transx,c = NULL。只有在

(active, remain)所处的树边上需要特判：在这条边上，位于 (active, remain)上方的位置在前

端添加字符 S [k − 1]后，会转移到 S [k − 1, n]对应节点。

现在，可以开始考虑算法流程。

6.2.3 算法流程

首先考虑在前端添加字符。沿用 4.2中的算法流程，注意特判 (active, remain)位置的转

移边即可。如果此时新增了分裂节点 nq，我们还需维护 Linknq，显然 Linknq = p。同时，可

能 q节点代表的显式后缀变为了隐式后缀，需要将连向 q的转移边重定向为 nq。

然后考虑在末端插入字符。沿用 5.2中的算法流程。此时我们还需维护新增的叶节点和
分裂节点的转移边。

对于新增的叶子结点 q，会有到上一个加入的叶子结点 q′ 的转移。同时，这个叶子结

点代表了一个当前只出现了一次的后缀，它显然也只会有这一个转移。

对于新增的分裂节点，可以复制它的孩子的转移。

同时，对于上一个新增的分裂节点 last，可能会需要将一些转移边修改为它。可以发现，

影响的所有节点恰好为从 Linkactive′ 在 S Tree中寻找合适的 active的位置往下搜索时遍历到

的所有节点 (active′为上一次 active所处的位置)。
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图 5: 虚线为需要修改的转移边

至此，我们完成了整个算法流程。本算法涉及到的操作均在前两种算法中出现过，将

两者的时间复杂度证明结合，即可得出本算法的时间复杂度为 O(n)。

7 总结

在本文中，我们主要介绍了后缀树的动态前端插入、末端插入，并在例题中给出了将

两种算法结合的支持动态双端插入的做法。

希望本文能激发读者的思考，让读者对后缀树和它的优美性质有更加深刻的理解，并

带领读者领略到后缀树的魅力。
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