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摘 要

本文研究的是有矩形修改和矩形查询的维护二维点的经典问题，分析了三种
不同的解法：2 − d树、定期重构、平面分块，比较它们的理论复杂度以及实际
测试中的耗时。并研究了该问题的强制在线动态加点版本，分析了两种不同的
解法：2− d树、平面分块，比较它们的理论复杂度。虽然平面分块比 2− d树的
理论时间复杂度要劣，但是实验中运行时间前者优于后者。

1 引言

本文第二节介绍了一道维护二维点的经典问题，第三、四、五节分别介绍了
对于该经典问题的 2 − d树解法、定期重构解法、平面分块解法，在第六节中比
较这三种解法的优劣并将其拓展到 k维，同时研究了有其他不同操作类型的维
护二维点问题。第七节介绍了经典问题的强制在线动态加点版本及解法，并比
较了几种方法的优劣。

2 经典问题

本节介绍一道经典维护二维点问题，在接下来的三节中将介绍三种不同的解
法：2 − d树、定期重构、平面分块。

2.1 问题描述

二维平面上有 n个点，第 i个点是 (i, pi)，初始权值是 wi，其中 p是一个大
小为 n的排列。
一共要进行 m次操作，操作有以下两种：
1 l r d u k b表示将在左下角是 (l, d)右上角是 (r, u)这个矩形内的点的权值

乘 k加 b。
2 l r d u表示询问左下角是 (l, d)右上角是 (r, u)这个矩形内的点的权值和

对 264取模。
1 ≤ n,m ≤ 105
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3 2 − d树做法
这道经典问题可以使用 2 − d树来解决。
接下来就先介绍 2 − d树，然后再讲述如何使用 2 − d树解决本题。

3.1 2 − d树简介

2 − d树就是 k − d树在维护二维点时的名称。
2− d树就是一棵二叉树，其中每个叶子节点都是 2维点。而每个非叶子节点

视为隐式地将一个二维平面切分为两半。这个非叶节点的左子树表示左半平面
上的点，而右子树表示右半平面上的点。

3.2 2−d树的创建方法

有许多种建 2−d树的方法，这里选取了一种相对常见的方法：
每次都是给出一个点集，然后建出这个点集的 2 − d树，一开始将 n个点的

点集递归下去，每递归到一个点集，就按如下方法顺序判断：

• 当点集中没有点时，建出一棵空的 2 − d树，直接返回。

• 当点集中只有一个点时，建出一棵只有该点的 2 − d树，直接返回。

• 当点集有中超过一个点时，需要选取一维来切分点集，而维度是循环地选
择来切分1，这里假定选择了用 x坐标。

取出这个点集中 x坐标是中位数的点2，接着将这个点作为切分点，将点
集中的点分为 x坐标小于切分点的和大于的。然后将小于的和大于的点集
分别递归下去建出对应的 2 − d树，并且将这两棵 2 − d树分别设为切分点
的左子树与右子树。

而其中选择中位数的点中 C ++中可以使用 nth_element函数。
对于一段长度为 n 的数组使用 nth_element 函数是 O(n) 的时间，所以创建

2 − d树的时间复杂度是 T (n) = 2T (n/2) + O(n) = O(n log n)。

3.3 2 − d树上的修改和查询

由于有矩形修改与矩形查询，2 − d树上每个点需要多维护一些信息。
每个点需要维护最小包含该点整个子树的矩形，子树内的信息和以及懒标

记。
为了方便叙述，以下的“操作矩形”都是指当前的修改或询问的矩形，2 − d

树上的一个点的“最小包含矩形”是指最小的能够包含这个点子树内所有点的
矩形。

1例如父亲节点选择了用 x坐标，那么这次选择用 y坐标，否则选择用 x坐标
2如果有多个相同，将 y坐标作为第二关键字

2021 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 2



浅析一些维护二维点的算法 中山纪念中学 林立

而矩形修改/询问时，从 2 − d树的根节点开始递归，每递归到一个点，就按
如下方法顺序判断：

• 如果最小包含矩形与操作矩形不交，直接退出

• 如果操作矩形包含最小包含矩形，那么直接打上标记/询问，然后退出

• 递归进左子树与右子树

注意需要下传标记，以及判断当前节点是否也在操作矩形内。

3.4 2 − d树上修改和查询操作的时间复杂度分析

如图所示将对应的操作矩形如上命名，其中红色矩形代表操作矩形，而黑色
矩形代表当前递归到的 2 − d树上的点的最小包含矩形。
考虑创建 2 − d树时是先用 x坐标切分，最坏情况下操作矩形与第一次切分

线和第二次切分线都有交，那么这样就会分成四个 1号操作矩形。
1号操作矩形，最坏情况下两次切分会分成一个 1号操作矩形，一个 3号操

作矩形以及两个 2号操作矩形。
2号操作矩形，最坏情况下两次切分只会分成两个 2号操作矩形和 3号操作

矩形。
3号操作矩形，是可以直接 O(1)打标记/询问。
令 T (n)为对大小为 n的 2− d树进行一次 1号矩形操作时间复杂度，T2(n)为

进行一次 2号矩形操作的时间复杂度。
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根据上述最坏情况下的切分方法，有

T2(n) = 2T2(n/4) + O(1)

=

⌊log4(n)⌋∑
i=0

O(2i)

= O(
√

n)

T (n) = T (n/4) + 2T2(n/4) + O(1)

= T (n/4) + O(
√

n)

=

⌊log4(n)⌋∑
i=0

O(

√
n
4i )

=

⌊log4(n)⌋∑
i=0

O(

√
n

2i )

= O(
√

n)

综上所述一次矩形操作的时间复杂度为 O(
√

n)。

3.5 2 − d树做法

因为标记是可以被表示成 kx + b这样的形式，并且标记满足有结合律且能
O(1)计算，所以建出 2 − d树后按照 3.2节所述方法做即可。
时间复杂度 O(n log n + m

√
n)。

4 定期重构

设阈值为 B，考虑每 B个操作就定期重构一次。
把 n个点按照 B个操作矩形的坐标分块，这样每个块对于这 B个操作都是完

全在操作矩形内或者完全不在操作矩形。对于每个块记录块内点的信息和以及
懒标记，然后对于每个操作就直接打标记/询问其包含的所有块。由于块数最多
为 4B2，所以每个操作的复杂度为 O(B2)。

B个操作操作完之后，再将每个块的懒标记下传给对应的点上。
时间复杂度 O(n + mn

B + mB2)。
当 B取 n1/3时最优，此时时间复杂度为 O(n + mn2/3)。
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5 平面分块

图 1. 一次矩形操作示意图

设阈值为 B，考虑直接将 n × n的平面分成 B× B块，每个块都维护该块内的
点的信息和以及懒标记。
如图 1 所示，其中红色矩形为操作矩形，黑色小矩形为平面分块后的每一

块，每次操作都会包含一些完整的块以及一些不完整的块，对应的做法如下：

• 对于被完整包含的块，直接打标记/询问，由于总块数是 B2，所以这里最
多对 B2个块进行操作，这里复杂度为 O(B2)。

• 对于不被完整包含的块，枚举每个块中的点，如果在操作矩形内,那么就
做对应的操作。从图 1可以看出这些块最多同属于两行整块与两列整块，
又因为一行或者一列只有一个点，所以最多有 4 n

B 个点在这些块中，这里
的复杂度为 O( n

B)。

综上所述，总时间复杂度 O(n + m(B2 + n
B))。

当 B取 n1/3时最优，此时时间复杂度为 O(n + mn2/3)。

6 算法小结

6.1 实验结果

对于 2 − d 树、定期重构、平面分块三种不同的解法，构造了不同类型的数
据，测试了它们在这些数据下的运行时间。

随机数据 针对 2 − d树 针对平面分块 理论复杂度
2 − d树 1.809s 4.125s 4.001s O(n log n + m

√
n)

定期重构 1.834s 2.028s 1.993s O(n + mn2/3)
平面分块 0.628s 1.734s 1.853s O(n + mn2/3)

不同数据下不同做法的运行时间（数据规模：n = m = 105）
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在随机数据下平面分块算法远优于 2 − d树，而定期重构因为重构的时间消
耗稳定且较多导致随机数据下与 2 − d树的运行时间差不多。
在针对 2− d树的数据下，2− d树的极大常数的显现出来，尽管 2− d树的理

论时间复杂度是 O(n log n+m
√

n)，其在实际测试中需要足足 4s，远远大于定期
重构和平面分块解法的运行时间。
根据表格可以发现在 n = m = 105 的绝大多数情况下，平面分块算法都比

2 − d树要优。

6.2 拓展性

6.2.1 拓展到 k维

拓展到 k维，三种解法都可行。
用 2−d树变成用 k−d树，而 k−d树就是在选择切分维度时从两维轮换变成 k

维轮换，维护方法和时间复杂度分析差不多，时间复杂度为O(n log n+mn1−1/k)。
定期重构就是每 n1/(k+1) 操作重构一次，维护方法和时间复杂度分析与二维

差不多，时间复杂度为 O(n + mn1−1/(k+1))。
平面分块就变成 k维空间分块，就是每一位都分成 n1/(k+1) 块，维护方法和

时间复杂度分析与二维差不多，时间复杂度为 O(n + mn1−1/(k+1))。
由于 k − d 树的大常数，在 k维问题上应该还是 k维空间分块算法实际时间

上优秀。

6.2.2 强制在线

2 − d树和平面分块解法都可行，定期重构就无法解决强制在线的一类问题。
在第七节介绍了该问题的强制在线动态加点的版本，2 − d 树和平面分块都

可以解决该版本的问题，并且主要复杂度没有变化。

6.2.3 矩形最值操作

问题描述如下：
二维平面上有 n个点，第 i个点是 (i, pi)，初始权值是 wi，其中 p是一个大

小为 n的排列。
一共要进行 m次操作，操作有以下两种：
1 l r d u x表示将在左下角是 (l, d)右上角是 (r, u)这个矩形内的点的权值

与 x取 max。
2 l r d u表示询问左下角是 (l, d)右上角是 (r, u)这个矩形内的点的权值和

对 264取模。

2 − d树做法：由于 2 − d树的形态与线段树差不多，所以可以使用参考文献
[2]中的方法，时间复杂度 O(n log n + m

√
n)。
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定期重构做法：

• 重构后每个块内的点需要按照权值大小排序，要维护每个块的最小值，最
小值的个数和非最小值总和。

• 每次矩形最值时，对于每个涉及到的块，修改其的最小值，当操作的 x大
于等于该块的严格次小值时，该块的最小值个数和非最小值总和就会改
变，因为块内的点已经按权值排好序了，所以可以每个块用个指针指向严
格次小值的位置，每次修改就判断是否要移动该指针。指针只会朝一个方
向移动，每个块的变化量最多为块内点数，那么变化总量最多为 n。

• 询问矩形和就直接枚举被包含的块求和即可。

其中排序部分可以使用以下方法：

• 使用快排，那么时间复杂度为 O(n + m(n log n)2/3)。

• 由于总共最多只有 n + m不同的值，可以一开始离散，然后排序时就可以
使用多关键字桶排，时间复杂度是 O(n + m(n logn(n + m))2/3)。

• 直接使用多关键字桶排，时间复杂度是 O(n + m(n logn maxw)2/3)。

平面分块做法：每块维护的东西都与定期重构做法一样，所以只用考虑不被
修改矩形完整包含的块。
对于这种块只用考虑一次修改的影响对于权值顺序的影响，因为其他的东西

都可以在块内点数常数倍时间内解决。由于修改只是取 max，所以可以将被修
改的点在权值顺序去掉，然后再加入进去，这样可以在块内点数常数倍时间内
解决。
每次修改不完整的块总共能变化量只会多出 O(n2/3)，所以时间复杂度不变，

仍是 O(n + mn2/3)。

6.2.4 矩形最值 +矩形加

问题描述如下：
二维平面上有 n个点，第 i个点是 (i, pi)，初始权值是 wi，其中 p是一个大

小为 n的排列。
一共要进行 m次操作，操作有以下三种：
1 l r d u x表示将在左下角是 (l, d)右上角是 (r, u)这个矩形内的点的权值

与 x取 max。
2 l r d u x表示将在左下角是 (l, d)右上角是 (r, u)这个矩形内的点的权值

加上 x。
3 l r d u表示询问左下角是 (l, d)右上角是 (r, u)这个矩形内的点的权值和

对 264取模。
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2 − d树做法：由于 2 − d树的形态与线段树差不多，所以可以使用参考文献
[2]中的方法，时间复杂度 O(n log n+m

√
n log n)，但是根据参考文献 [2]中所述

暂时无法构造能够达到该复杂度的数据。

定期重构做法：同 6.2.3中所述，不过由于多了矩形加，所以排列只能用多
关键字桶排，时间复杂度 O(n + m(n logn maxw)2/3)。

平面分块做法：同 6.2.3中所述，不过需要多处理矩形加时不被完整包含的
块，由于本身每个块都维护了该块内点的权值顺序，每次矩形加就将被修改的
点按权值顺序提出来，那么两个有序的序列就能直接归并起来就能得到矩形加
后的权值顺序序列。
时间复杂度不变，仍是 O(n + mn2/3)。

7 经典问题 2
比经典问题 1多了动态加点操作以及强制在线。

7.1 问题描述

一共要进行 n次加点和 n次操作，第 i次操作在第 i次加点后，强制在线。
操作有以下两种：
1 l r d u k b表示将在左下角是 (l, d)右上角是 (r, u)这个矩形内的点的权值

乘 k加 b。
2 l r d u表示询问左下角是 (l, d)右上角是 (r, u)这个矩形内的点的权值和。
1 ≤ n ≤ 105

7.2 2 − d树 +二进制分组
由于多了强制在线，就不能够直接预先建好 2 − d树，此时考虑使用二进制

分组。
我们将一个数拆分成 2的次幂从大到小的形式。示例：

21 = 16 + 4 + 1

22 = 16 + 4 + 2

23 = 16 + 4 + 2 + 1

24 = 16 + 8

我们不妨用上述拆分方法对于加点操作分组，比如说，对于前 21个加的点，
我们会将前 16个点分为第一组，第 17∼20的点分为第二组，第 21个点单独作
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为第 3组。我们对于每组都使用 2− d树来维护。显然只会分出最多 O(log n)组，
修改和询问就直接对于每一组都做一遍，而最坏情况下是每一个 2的次幂都有，
此时时间复杂度为 O(

∑⌊log2 n⌋
i=0 O(

√
2i) = O(

√
n)。

而多加一个点时怎么做呢？事实上，我们只用考虑增加一个点之后原来的分
组与新的分组的区别，而显然是一些分组和新加入的点合并成了一个新的分组。
那么我们只需要将那一些不存在了的分组下传 2 − d树上的标记，得到每个点当
前真实的权值，然后将这些点和新的的点再建出一棵 2 − d树。
我们来分析一下时间复杂度。我们考虑我们重建的所有组的元素总数。可以

发现，当加入第 i个点时，重建的元素个数是 lowbit(i)，也就是 i的二进制表示
下最右侧的 1所代表的权值3。
可以推出重建需要的时间为：

n∑
i=1

O(lowbit(i) log lowbit(i))

=

⌊log2 n⌋∑
i=0

⌊ n
2i+1 + 0.5

⌋
× O(2i × i)

=

⌊log2 n⌋∑
i=0

O(n × i) = O(n log2 n)

最后总的时间复杂度为 O(n log2 n + n
√

n)。

7.3 平面分块

由于多了强制在线和动态加点，不能够直接将平面切分好，所以考虑动态维
护平面的切分。
我们考虑每一次加入一个点，就是在两维坐标各加入当前点的坐标的两维，

然后才能将这个点加入到其对应的整块中。那么两维各维护一个块状链表，每
次将一个点加入到对应的块上，如果当前块的大小等于阈值，那么将这个块均
匀分裂成两半，对应的将平面上的整块分裂成两块。
如果我们将阈值设为 O(n2/3)，那么只会发生 O(n1/3)次分裂，每次分裂操作

只会涉及该块内 O(n2/3)个点以及 O(n1/3)个平面上整块，所以分裂的总复杂度
是 O(n)。而修改与查询操作与沿用第五节的做法即可。
总时间复杂度为 O(n5/3)。

7.4 算法小结

即使是在强制在线 +动态加点的问题上，平面分块算法依旧比使用 2 − d树
时间上优秀。

3示例：24 = (11000)2,所以 lowbit(24) = (1000)2 = 8
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8 总结

本文围绕一个维护二维点的经典问题，分析三种不同的解法：2− d树、定期
重构、平面分块，比较了它们的理论时间复杂度和在试验中运行时间。

2− d树虽然是一种常见的数据结构，但是因为其极大的常数为人诟病。而平
面分块算法能够在维护二维点集上优于 2 − d树，即使理论复杂度更大，但因为
常数更小也不失为一种好的做法。希望对读者有所帮助。
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