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摘 要

有限状态自动机是目前信息学竞赛中相对冷门的内容。随着时代的进步，有限状态自

动机相关的内容越来越多地作为难题出现在各类算法竞赛中。此外，学习有限状态自动机

相关的内容有助于我们深入理解某些问题与算法的本质。本文系统地简述了有限自动机的

基础理论及算法，引出了一个正则表达式匹配的高效算法，以及有限状态自动机在信息学

竞赛中的丰富应用。希望本文能推动有限状态自动机在信息学竞赛界的普及。

1 引言

计算理论是理论计算机科学的分支，也是一门本科生课程。计算理论研究在某种计算

模型下，怎样的问题是可解决的，通过算法能多少有效地解决这个问题。目的是回答：计算

机的基本能力和局限是什么？

有限状态自动机作为一种基础的计算模型，因其结构简单，相关理论成熟的特点，不仅

在现实生活中有广泛的应用，而且更能协助我们解决各类信息学竞赛中的问题，具有广泛

的应用前景。

但令人遗憾的是，目前在信息学竞赛界缺乏相关的系统的学习资料，目前仅有的资料

是一些信息学竞赛活动中的讲课课件 [5, 6, 7]。由此，作者对有限状态自动机进行了深入的
探究，将相关的理论加以梳理，并总结了有限状态自动机在信息学竞赛中的丰富应用，写作

本文。

本文共由六个章节组成。

第二节主要介绍了两类有限状态自动机——确定性有限状态自动机与非确定性有限状

态自动机，与正则语言。本节揭示了两类有限状态自动机在计算能力上的等价性，以及它

们之间的不同之处，并介绍了它们计算的算法，提出了具有启发意义的优化方法。

第三节主要介绍了正则语言的另一种表达——正则表达式，以及正则语言具有的大量

性质。

第四节主要介绍了确定性有限状态自动机的最小化，揭示了正则语言与确定性有限状

态自动机更加本质的关系。本节也介绍了用于确定性有限状态自动机最小化的高效算法——

Hopcroft算法。
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第五节主要介绍了有限状态自动机的相关理论在信息学竞赛中的应用。本节内容是作

者深入探究有限状态自动机的相关理论，并对各类算法竞赛中的相关试题加以研究后整理

得到的。作者引出了一个正则表达式匹配的高效算法，并提出了一些个人的见解。

第六节作简要的总结。

2 有限状态自动机与正则语言

2.1 确定性有限状态自动机

有限状态自动机（Finite State Machine, FSM）是最简单的一类计算模型，体现在它的描
述能力与资源都极其有限。我们首先给出确定性有限状态自动机的形式化定义。

定义 2.1 确定性有限状态自动机（Deterministic Finite Automaton, DFA）是一个五元组 (Q,Σ, δ, q0, F)，

其中

• Q是一个有限状态集合；

• Σ是一个有限字符集；

• δ : Q × Σ→ Q是转移函数；

• q0 ∈ Q是开始状态；

• F ⊂ Q是接受状态集合。

我们可以使用状态图来直观地描述一个 DFA。
要让 DFA发挥作用，我们也需要给出另一些定义。

定义 2.2 设 M = (Q,Σ, δ, q0, F)是一个 DFA，w = w1w2 · · ·wn (wi ∈ Σ)（也记作 w ∈ Σ∗）是一
个串，若存在 Q中的状态序列 r0, r1, · · · , rn 满足

• r0 = q0；

• δ(ri,wi+1) = ri+1, i ∈ {0, 1, · · · , n − 1}；

• rn ∈ F。

则称 M接受 w。

定义形式语言（简称语言）是任意 Σ上串的集合（集合大小可以为无限）。令语言 L(M) =

{w | M接受 w}，则称 M识别 L(M)。

如果一个语言能被某个 DFA识别，则称它为正则语言（Regular Language）。
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为了方便说明，我们将求出输入串 w在 DFA中的状态序列，并判断其是否被接受的过
程称为计算。

考虑这样一个例子：设计一个 DFA能识别 5的倍数的二进制串。注意到，我们只需要

考虑已读入的串模 5后的余数，由此构造状态 q0, q1, q2, q3, q4。若当前在状态 qr 读入字符 c

后，转移到状态 q(2r+c) mod 5 即可。此外，开始状态和接受状态均为 q0。

q2

q0start

q1 q3

q4

0

1

0

1

01

0

1

0

1

2.2 非确定性有限状态自动机

非确定性是确定性的自然推广，在非确定性机中，任何一个点和某个转移字符可能存

在多个后继。下面我们用 P(Q)表示 Q的幂集（所有子集的集合），令 Σϵ = Σ ∪ {ϵ}（ϵ 表示
空串，即在串中能任意加删），并给出非确定性有限状态自动机的形式化定义。

定义 2.3 非确定性有限状态自动机（Nondeterministic Finite Automaton, NFA）是一个五元组
(Q,Σ, δ, q0, F)，其中

• Q是一个有限状态集合；

• Σ是一个有限字符集；

• δ : Q × Σϵ → P(Q)是转移函数；

• q0 ∈ Q是开始状态；

• F ⊂ Q是接受状态集合。

我们同样给出 NFA计算的形式化定义，需要注意，只要最终任何一个状态是接受状态，
整个输入串就会被接受。
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定义 2.4 设 N = (Q,Σ, δ, q0, F)是一个 NFA，串 w可以被表示为序列 y1y2 · · · ym (yi ∈ Σϵ)，若
存在 Q中的状态序列 r0, r1, · · · , rm 满足

• r0 = q0；

• ri+1 ∈ δ(ri,wi+1), i ∈ {0, 1, · · · ,m − 1}；

• rm ∈ F。

则 N 接受 w。

NFA是 DFA的扩展，似乎一个可能的推论是 NFA比 DFA能力强，能识别更多的语言
类？

2.3 DFA与 NFA的等价性

实则不然，下面我们将说明 DFA与 NFA的计算能力等价性。

定理 2.1 每一个 NFA都等价于某一个 DFA，反之亦然。两个机器等价，即它们能识别的语
言类相同。

证明. 显然每个 DFA都可以直接转换为一个 NFA，考虑将 NFA转化为一个模拟它的 DFA。
我们使用一种被称作幂集构造（Powerset construction）的方法，下面给出形式化描述。
设 N = (Q,Σ, δ, q0, F)，定义 E(q)表示从状态 q出发，只沿 ϵ 转移能到达的状态集合。

我们构造 M = (Q′,Σ, δ′, E(q0), F′)，其中

• 状态集合：Q′ = P(Q)；

• 转移函数：δ′ : Q′ × Σ→ Q′；

• 其中 δ′(S , c) =
∪

q∈S ,q′∈δ(q,c) E(q′)；

• 终止状态集合：F′ = {S ⊂ Q | S ∩ F , ∅}。

显然计算的每一步，M所在的状态对应 N 所处的状态集合。 □

鉴于 DFA与 NFA的计算能力等价性，我们可以得到一个简单推论。

推论 2.1 一个语言是正则的，当且仅当存在一个 NFA能识别它。

虽然 NFA与 DFA能力相同，但我们认为 NFA是有用的。这是因为对于某些正则语言，
用 NFA表示所需的状态数远小于 DFA所需的状态数。而且，我们也不难构造出一个状态数
为 n的 NFA使得它对应的最小 DFA状态数是 Θ(2n)的。
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2.4 DFA与 NFA的计算

两类 FSM的差异还体现在计算一个给定串的时间复杂度上。接下来，我们设串长为 n，

FSM状态数为 s，字符集大小为常数。

由于状态和转移的唯一性，显然 DFA计算这个串的时间复杂度为 O(n)。为了方便处理

NFA的转移，我们可以先将 ϵ 转移消除。在 NFA的计算过程中，最坏可能包含所有 s个状

态，同时每个状态可能至多存在 s个后继，所以其时间复杂度为 O(ns2)。接下来，我们将给

出两个有用的优化。

一是通过 bitset来优化复杂度。具体来说，预处理出每个状态 u沿 c转移边会到达的集

合，NFA计算过程中求出新的状态集合就只需要将这些集合或起来即可。时间复杂度被优
化为 O( ns2

ω
)。

二是使用Method of Four Russians。将 NFA的状态分块，设块大小为 T，全体状态被

分成了 O( s
T )块。对于每个块，我们枚举 2T 种状态子集，再枚举所有转移 c，处理出这个

集合沿 c转移边所形成的新的状态集合。在 NFA计算过程中，我们只需要利用每个块内预
处理的结果就能求出新的状态集合。时间复杂度为 O( s2·2T

ω·T +
ns2

ω·T )，取 T = O(log n)即可做到

O( ns2

ω·log n )的时间复杂度了。

3 正则表达式与正则语言

3.1 正则表达式

正则表达式是另一种常用的正则语言表达，下面给出形式化定义。

定义 3.1 对于一个正则表达式（Regular Expression）R，称 L(R)为正则表达式 R对应的形式

语言。正则表达式 R可以是

1. c (c ∈ Σ)，表示语言 L(R) = {c}；

2. ϵ，表示语言 L(R) = {ϵ}；

3. ∅，表示语言 L(R)为空语言；

4. (R1 + R2)，表示语言 L(R) = L(R1) ∪ L(R2)；

5. (R1R2)，表示语言 L(R) = {uv | u ∈ L(R1), v ∈ L(R2)}；

6. (R∗1)，表示语言 L(R) = {u1u2 · · · un | ui ∈ L(R1), n ∈ N+} ∪ {ϵ}。
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3.2 正则表达式与 FSM的等价性

看上去正则表达式与 FSM相当地不同，但是，它们所能表述的语言类是相同的。

定理 3.1 一个语言是正则的，当且仅当可以用正则表达式表示它。

这个定理有两个方向，我们可以写作两个引理分别加以证明。

引理 3.1 如果一个语言可以用正则表达式描述，那么它是正则的。

证明. 发现我们只需要将一个正则表达式转化为一个 NFA即可。我们可以使用 Thompson
构造法（Thompson’s construction），根据正则表达式 R的构成，有如下六种情况：

1. 若 R = c (c ∈ Σ)，

qsstart qt
c

2. 若 R = ϵ，

qsstart qt
ϵ

3. 若 R = ∅，

qsstart qt

4. 若 R = (R1 + R2)，

qsstart

qs1 qt1

qs2 qt2

qt

ϵ

ϵ

ϵ

ϵ

R1

R2

5. 若 R = (R1R2)，
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qs1start qt1 qs2 qt2
ϵ

R1 R2

6. 若 R = (R∗1)，

qsstart qs1 qt1 qt
ϵ ϵ

ϵ

ϵ

R1

□

引理 3.2 如果一个语言是正则的，那么可以用正则表达式描述它。

证明. 显然我们只需要找到一种将一个 DFA转化为正则表达式的方法，首先引入一种新型
FSM。

定义 3.2 广义非确定性有限状态自动机（GeneralizedNondeterministic Finite Automaton, GNFA）
是一个五元组 (Q,Σ, δ, qs, qt)，其中

1. Q是一个有限状态集合；

2. Σ是一个有限字符集；

3. δ : (Q\{qt}) × (Q\{qs})→ R是转移函数，即每条边上是一个正则表达式；

4. qs ∈ Q是开始状态；

5. qt ∈ Q是接受状态。

如果串 w可写作 w = w1w2 · · ·wk (wi ∈ Σ∗)，且存在状态序列 q0, q1, · · · , qk 使得

1. q0 = qs 是开始状态；

2. qk = qt 是接受状态；

3. ∀i = 1, 2, · · · , k, wi ∈ L(δ(qi−1, qi))。

则称这个 GNFA接受串 w。
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我们可以通过增加开始状态，接受状态，以及一些必要的转移箭头，使得一个 DFA转
化为等价的 GNFA。
假设当前的 GNFA存在 k个状态，且 k > 2。我们任取一状态 qr ∈ Q\{qs}\{qt}，并构造一

个新的 GNFA (Q′,Σ, δ′, qs, qt)。其中 Q′ = Q\{qr}，对于任意 qi ∈ Q′\{qt}, q j ∈ Q′\{qs}，我们令

δ′(qi, q j) = ((δ(qi, qr)δ(qr, qr)∗δ(qr, q j)) + (δ(qi, q j)))

考虑串在原来 GNFA中的路径会经过若干次 qr，我们通过构造使得它被转移边等效替代了。

所以新的 GNFA与原来的 GNFA等价，并且状态数恰好减一。
通过不断减少 GNFA的状态数，我们能使得最终的 GNFA状态数为 2，此时 qs到 qt 转

移边上的正则表达式就是我们的目标。

□

建立起了正则表达式与正则语言之间的联系，我们就可以从代数视角考虑正则语言运

算的性质。

3.3 正则语言的代数定律

在本小节中，我们不考虑具体的正则表达式，转而考虑以变量为参数的正则表达式（变

量可以为任意正则语言）。运用正则表达式的代数定律有助于化简正则表达式。

定理 3.2 以下正则表达式的代数定律成立：

1. 并的交换律：L + M = M + L；

2. 并的结合律：(L + M) + N = L + (M + N)；

3. 连接的结合律：(LM)N = L(MN)；

4. ∅是并运算的单位元：∅ + L = L + ∅ = L；

5. ϵ 是连接运算的单位元：ϵL = Lϵ = L；

6. ∅是连接运算的零元：∅L = L∅ = ∅；

7. 分配律：L(M + N) = LM + LN, (M + N)L = ML + NL；

8. 并的幂等律：L + L = L；

9. 闭包相关的定律：(L∗)∗ = L∗, ∅∗ = ϵ, ϵ∗ = ϵ。
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以上定律的证明均较为简单，故在此略去。

由此延伸出这样一个问题：我们如何判断一个正则表达式的“定律”是否成立？

接下来给出了一个一般性的方法，但非常有趣的是，它紧密依赖于正则表达式的运算

符性质，不能推广到含某些其他运算符（例如交运算）的表达式。我们给出一个重要引理：

引理 3.3 设 E是包含变量 L1, L2, · · · , Lm的正则表达式。将所有 Li替换为标志符 ai，得到形

式正则表达式 T (E)。

令 L1 = L′1, L2 = L′2, · · · , Lm = L′m（注意 Li是变量，而 L′i 是具体的语言），得到具体的正

则表达式 E′。我们可以按如下方式构造全体 L(E′)：对于任意 A = a j1 a j2 · · · a jk ∈ L(T (E))，我

们将 a jt 替换为 L′jt 中的任意元素，并将所有得到的串加入到 L(E′)，记这些串的集合为 w(A)。

证明. 考虑对正则表达式进行归纳，不包含运算符的基础情况是显然的。

• 若 E = F+G，根据定义有 T (E) = T (F)+T (G)。对于任意串w ∈ w(A) (w(A) ⊂ L(E′))，存

在对应的 A ∈ L(T (E))有 A ∈ L(T (F))或者 A ∈ L(T (G))，也即w ∈ L(F′)或者w ∈ L(G′)。

反之，对于 w ∈ L(F′)，存在对应的 A ∈ L(T (F))，那么 A ∈ L(T (E))即 w ∈ L(E′)。

• 若 E = FG，根据定义有 T (E) = T (F)T (G)。对于任意串 w = uv, u ∈ w(A), v ∈
w(B) (w(A) ⊂ L(F′),w(B) ⊂ L(G′))，它们存在对应的 A ∈ L(T (F)), B ∈ L(T (G)) 有

u ∈ L(F′), v ∈ L(G′)。

反之，对于 u ∈ L(F′), v ∈ L(G′)，存在对应的 A ∈ L(T (F)), B ∈ L(T (G))，那么 AB ∈
L(T (E))即 uv ∈ L(E′)。

• 若 E = F∗，其证明也是类似的，这里不再赘述。

□

如果扩展正则表达式引入交运算，可以发现上述的论证不再成立，也就不再适用接下

来的定理。这里举出一个简单的例子，对于含变量的正则表达式 E = L1 ∩ L2，有 T (E) =

a1 ∩ a2 = ∅。而如果我们令正则语言 L′1 = {a, b}, L′2 = {a, c}，带入 L1 = L′1, L2 = L′2，得到

L(E′) = {a}，而使用上述过程会得到空语言。

定理 3.3 对于一对带有相同变量集合的正则表达式 E和 F。将每个变量替换为一个标识符，

得到 T (E),T (F)，那么 E = F 当且仅当 L(T (E)) = L(T (F))。

证明. 我们要证明：对于任意替换变量为具体语言的方案，均有 L(E′) = L(F′) 当且仅当

L(T (E)) = L(T (F))。

假设对于所有替换选择，均有 L(E′) = L(F′)。那么替换为标识符也是一种替换选择，令

E = T (E), F = T (F)，即 L(T (E)) = L(T (F))。

假设 L(T (E)) = L(T (F))，根据引理 3.3，将 L(T (E)), L(T (F))中的标识符替换为对应的

语言，就构造出了 L(E′)和 L(F′)，显然它们是相等的。 □
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定理 3.3 为我们提供了一种判断两个含变量的正则表达式是否相同的方法。只需要不
断将同一变量替换为未曾出现过的字符，将它们变成具体的正则表达式，再判断两个具体

的正则表达式对应的语言是否相同。这个问题我们将在后续的章节中解决。

3.4 正则语言的封闭性

正则语言的封闭性是其重要的性质，这些性质使得我们能通过一定的运算，构造能够

识别另一些语言的 FSM。简而言之，封闭性可以作为构造复杂 FSM的工具。

定理 3.4 关于正则语言的封闭性，我们有：

1. 两个正则语言的并是正则的；

2. 两个正则语言的连接是正则的；

3. 正则语言的闭包是正则的；

4. 正则语言的补是正则的；

5. 两个正则语言的交是正则的；

6. 两个正则语言的差是正则的；

7. 正则语言的反转是正则的；

8. 正则语言的同态（相同串替代符号）是正则的；

9. 正则语言的逆同态是正则的。

这里简单说明这些性质的正确性。前三条性质就是正则表达式的运算符；性质四只需

要将接受状态取作补集；性质五六可以构造两个 DFA的笛卡尔积得到；性质七可以认为是
反转所有转移边的方向，构造 NFA得到。性质八九的证明较为繁琐，以上这些性质的详细
证明都能在 [1]中找到，此处略去。

3.5 正则语言的泵引理

引理 3.4 正则语言的泵引理设 L是正则语言，存在与 L相关的常数 n满足：对于任意 L中

的串 w，如果 |w| ≥ n，则我们能将 w表示为 xyz，满足：

1. y , ϵ；

2. |xy| ≤ n；
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3. ∀k ≥ 0, xykz ∈ L。

证明. 对于任意正则语言 L，存在某个 DFA使得 L = L(A)。假设 A有 n个状态，考虑长度

不小于 n的串 w = a1a2 · · · am 其中 m ≥ n且 ai 均为输入符号。对于 i = 0, 1, · · · , n定义 pi 为

读入 w前 i个字符后所处的状态。

根据抽屉原理，必然存在 0 ≤ i < j ≤ n使得 pi = p j，我们构造

1. x = a1a2 · · · ai；

2. y = ai+1ai+2 · · · a j；

3. z = a j+1a j+2 · · · am；

发现串 y对应的路径构成了一个环，如果我们在环上走 k次，就能构造出串 xykz。 □

泵引理描述了正则语言一个共有的基本属性。对于一个语言，如果我们能找到一个足

够长的串使其不满足泵引理，就足以说明这不是正则语言。泵引理是我们证明一个语言的

非正则性的有力工具。不过需要注意的是，泵引理的逆命题并不成立，也即存在某些非正

则语言满足泵引理。

4 DFA的等价类与最小化
我们定义两个 DFA等价当且仅当它们识别相同的正则语言，全体 DFA被划分为了无

穷多个等价类。本节介绍了一些通用的算法，来寻找某个 DFA所属等价类中的最小 DFA。

4.1 DFA的最小化

定义 4.1 对于 DFA的两个状态 p, q，我们定义关系 p ∼ q当且仅当：对于任意输入串 w =

w1w2 · · ·wk (k ≥ 0)，δ̂(p,w) = δ(· · · δ(δ(p,w1),w2) · · · ,wk)是接受状态当且仅当 δ̂(q,w)是接受

状态。

从直观上理解，关系 p ∼ q相当于不存在输入串 w能区分状态 p和 q。稍加观察不难发

现，关系 ∼构成了一个等价关系（自反性与对称性显然，传递性易反证得到）。也就是说对
于一个特定的 DFA，等价关系 ∼将 DFA的状态划分为若干个等价类。
剔除初始状态无法到达的状态后，假设我们得到了 DFA A的等价类 S 1, S 2, · · · , S m，考

虑构造一个新的 DFA B。我们将 A中的等价类 S i作为 B中的状态 i，那么 B恰好包含 m个

状态一一对应 A中的等价类。对于等价类 S i，若存在状态 u ∈ S i和转移 c，使得 δA(u, c) ∈ S j，

则对于任意状态 v ∈ S i均有 δA(v, c) ∈ S j（使用反证法易得）。那么，我们不妨令 B中的转移

δB(i, c) = j。显然，对于 S i中的所有状态，要么均为接受状态，要么均不是接受状态。若 S i

中的状态均为接受状态，我们令 B中的状态 i为接受状态，否则不是接受状态。最后，我们
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令包含 A的初始状态的等价类 S i 对应的状态 i为 B的初始状态。不难验证，我们构造出的

DFA B与 DFA A等价。

那么，我们剩下的问题就是找出一个 DFA A所有的等价类。

接下来的算法基于不断对等价类进行划分。我们扩展等价关系 ∼的定义，令 p ∼k q表

示对于任意长度 ≤ k 的串 w，均有 δ̂(p,w) 是接受状态当且仅当 δ̂(q,w) 是接受状态。不难

发现 ∼k 也是一个等价关系。由关系 ∼k，我们的 DFA A 被划分成了等价类集合 Πk。显然

Π0 = {Q\F, F}，我们也不难从 Πk 推出 Πk+1，具体算法如下：

栱

桁桬桧桯桲桩桴桨桭 栱栺 等价类划分算法

桉桮桰桵桴栺 桄框桁 A 栽 栨Q,栆, δ, q0, F 栩

桏桵桴桰桵桴栺 等价类集合 栅0,栅1,栅2, · · ·
栱 栅0 ← {Q\F, F}栻
栲 m← 栰栻

栳 桲桥桰桥桡桴

栴 栅m+1 ← 栅m栻

栵 桦桯桲桥桡档桨 c ∈ 栆 桤桯

栶 栅′ ← 栅m+1栻

样 桦桯桲桥桡档桨 G ∈ 栅m+1 ∧ |G| > 栱 桤桯

核 桩桦 ∃ u, v ∈ G, δ栨u, c栩 与 δ栨v, c栩 属于 栅m 的不同组 桴桨桥桮

根 根据转移后不同的组，对 G 进一步划分得到 G∗栻

栱栰 栅′ ← 栅′\{G} ∪G∗栻
栱栱 桥桮桤

栱栲 桥桮桤

栱栳 栅m+1 ← 栅′栻

栱栴 桥桮桤

栱栵 m← m栫 栱栻

栱栶 桵桮桴桩桬 栅m 栽 栅m−1栻

上述算法依次求出了等价类集合 Π0,Π1, · · · ,Πm，其中 Πm−1 = Πm。由于划分方案仅依

赖于前一个等价类集合，我们断言 Πm−1 = Πm = Πm+1 = Πm+2 = · · ·，根据定义，Πm 就是我

们所求的等价类集合。值得一提的是，如果我们稍加修改上述算法，每次找出任意一个能被

分裂的集合并不断迭代，不难证明这同样也是正确（首先证明等价的一对状态不会被分开；

再考虑最小的 k使得存在一对处于同一等价类中且不满足 ∼k 的状态，一定能继续划分）。

在具体实现的时候，对于每种转移 c，我们遍历所有等价类集合，再遍历其中的元素。

我们使用一个 Hash表来维护当前等价类中的 u对应的 δ(u, c)所在 Πm 中的等价类，据此来

继续划分集合。该算法的时间复杂度为 O(n2|Σ|)。值得注意的是，根据 DFA随机生成的方式
不同，该算法的平均迭代次数能达到 O(log n)甚至更低。这是一个实践中非常优秀的算法。
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4.2 Myhill–Nerode定理

给定一个语言 L，对于任意一对串 x, y，我们定义关系 x ≡L y当且仅当：对于任意串 z，

xz ∈ L当且仅当 yz ∈ L。不难验证这是一个等价关系，也即 Σ∗ 被划分为了若干等价类。我

们有定理：

定理 4.1 Myhill–Nerode theorem语言 L是正则的，当且仅当关系 ≡L 对应的等价类个数有

限。描述正则语言 L的最小 DFA唯一（忽略状态标号），且它的状态数量等于关系 ≡L 对应

的等价类数量。

该定理包含两个方向，那么我们同样分作两个引理分别证明。

引理 4.1 对于任意正则语言 L，都有关系 ≡L 对应的等价类个数有限，且不超过能识别 L的

最小 DFA状态数。

证明. 取一个识别语言 L的最小DFA A，假设关系≡L对应的等价类个数大于 A的状态数。根

据抽屉原理，必然存在不属于同一个等价类的串 x, y会到达 A中的同一个状态，也即 x ≡L y，

矛盾。 □

引理 4.2 对于任意语言 L，关系 ≡L对应的等价类个数有限，我们都能构造唯一的 DFA使得
其状态数等于等价类个数。

证明. 考虑构造一个 DFA A使得每个等价类恰好对应一个状态。DFA的开始状态对应空串
所属的等价类，DFA的接受状态对应全体元素属于 L的等价类。对于每个等价类和字符 c，

任意选择一个代表元求出沿 c 转移边到达的等价类，在这对等价类对应的状态之间加入 c

转移边。不难验证这个 DFA识别语言 L。

假设存在另一个与 A不同构的 DFA B识别 L且它的大小不超过等价类个数。那么，必

然存在不属于同一个等价类的串 x, y会到达 B中的同一个状态，也即 x ≡L y，矛盾。 □

显然最小化后的 DFA的状态一一对应等价类，所以最小化后的 DFA就是最小 DFA。
Myhill–Nerode定理也为我们提供了新的判断一个语言非正则性的方法，显然有推论

推论 4.1 对于一个语言 L，若存在任意多个串 w1,w2, · · · 使得它们两两不等价，那么 L不是

正则语言。

由于最小 DFA的唯一性，我们也找到了判断两个 DFA是否等价的方法。只需将两个
DFA分别最小化，判断是否同构即可。

4.3 Hopcroft算法

Hopcroft算法是一个寻找 DFA等价类更加高效的算法 [3]，基于启发式分裂来优化时
间复杂度。算法描述如下：
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串

乁乬乧乯乲乩乴乨乭 串为 么乯买乣乲乯书乴丧乳 乡乬乧乯乲乩乴乨乭

义乮买乵乴为 乄乆乁 A 丽 丨Q,丆, δ, q0, F 丩

乏乵乴买乵乴为 等价类集合 P

丱 P ← {F,Q\F}主
串 W ← {F}主
丳 乷乨乩乬乥 W 6丽 ∅ 乤乯
临 从 W 中任取一个集合 A，并将其从 W 中删去主

丵 书乯乲乥乡乣乨 c ∈ 丆 乤乯

丶 X ← {u ∈ Q | δ丨u, c丩 ∈ A}主
丷 书乯乲乥乡乣乨 Y ∈ {u ∈ P | u ∩X 6丽 ∅, u\X 6丽 ∅} 乤乯
丸 P ← P\{Y } ∪ {Y ∩X} ∪ {Y \X}主
丹 乩书 Y ∈W 乴乨乥乮

丱丰 W ←W\{Y } ∪ {Y ∩X} ∪ {Y \X}
丱丱 乥乬乳乥

丱串 乩书 |Y ∩X| ≤ |Y \X| 乴乨乥乮
丱丳 W ←W ∪ {Y ∩X}主
丱临 乥乬乳乥

丱丵 W ←W ∪ {Y \X}主
丱丶 乥乮乤

丱丷 乥乮乤

丱丸 乥乮乤

丱丹 乥乮乤

串丰 乥乮乤

如何证明上述算法的正确性？稍加修改后的等价类划分算法可以看做是以下过程的不

断重复：选择等价类 Y, A以及字符 c，求出能沿着 c转移边到达 A的状态集合 X，满足 Y ∩X

与 Y\X均非空，那么我们就能将等价类 Y 拆分为两个等价类。我们称等价类 A是划分等价

类 Y 的证据。Hopcroft算法实际上维护了一个集合 W 表示还未用于划分等价类的证据。显

然用证据 A将现有的等价类划分完后，证据 A就失去了意义。

在我们将等价类 Y划分为等价类U,V之后有两种情况。一种是 Y还未作为证据使用，显

然 Y的作用可以被U和 V共同作用代替。另一种是 Y已经作为证据使用，我们可以证明，仅

保留U或者 V作为证据使用均能得到正确的结果。假设存在等价类 Z使得U,V中仅有U能

作为证据将其继续划分。那么必然存在一对状态 a, b ∈ Z和转移 c使得 δ(a, c) ∈ U, δ(b, c) < U。

如果 δ(b, c) < Y，那么 Y 作为证据一定会将 Z继续划分，否则 δ(b, c) ∈ V 即 V 同样能作为划

分 Z的证据。矛盾，故结论成立。

接下来的问题是，如何高效实现该算法？不难发现，时间复杂度的瓶颈在于快速寻找到

2021 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 14



浅谈有限状态自动机及其应用 杭州学军中学 徐哲安

与 X有交的 Y。我们不妨遍历 X中的所有元素，在其所属的等价类打上标记，最后将所有符

合条件 Y进一步处理。如果 |Y∩X|较小，那么我们将 Y∩X单独提出，并保留这些元素在原来

的集合中（之后再次遍历到这个集合时就忽略这些元素，并重构整个集合），否则意味着遍

历集合 Y的时间复杂度上界为O(|X|)。注意到时间复杂度依赖于所有 |X|与min(|Y∩X|, |Y\X|)
之和，因为每个元素对时间复杂度产生贡献时，其所在等价类规模至少除以 2，故 Hopcroft
算法的时间复杂度为 O(n|Σ| log n)。对于某些特定方式随机生成的 DFA，该算法的平均时间
复杂度能达到 O(n|Σ| log log n)。

5 FSM在 OI中的应用
虽然 FSM是 OI中相对冷门的内容，但是学习 FSM有助于我们深入了解一些问题的本

质，以及提出更加优秀的算法。接下来，我们将略举几例来展现其丰富的应用。

5.1 DFA的构造与设计

在 OI中，我们有时会遇到这样的计数问题：“给定一个串，问其存在多少子串满足某
条件”，或者“给定一个包含 0, 1, ?的串，问存在多少种替换 ?为 0或者 1的方案使其满足

某条件”等等。如果满足条件的全体串构成了一个正则语言，我们往往能通过某种方式来

构造一个 DFA，接着再通过 DP解决。
为了解决这样的问题，我们需要设计一个 DFA来识别特定的语言。没有什么机械的方

法或者公式能帮助我们直接构造出一个 DFA，但是，在设计 DFA的时候仍然有一般性的原
则。

DFA的局限在于它的状态数必须是有限的，而可能的输入种类却是无限的。这就需要
我们用某些关键信息来描述状态，使得所有输入被划分为有限类。第二节提到的例子就是

将已读入的数模 5作为关键信息。

例题 5.1 Foreigner1我们定义好数：

• 所有 1至 9的数是好的；

• 如果一个整数 x ≥ 10是好的，它需要 ⌊x/10⌋是好的；除此之外，设 ⌊x/10⌋是第 k个

好数，那么 x是好的仅当 x mod 10 < k mod 11。

前若干个好数为 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 20, 21, 30, 31, 32 · · ·
给定数字串 s，求有多少个 s的子串不含前导 0且是好数。

数据范围：1 ≤ |s| ≤ 105

1Codeforces Round #549 (Div. 1), Problem D
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考虑构造一个 DFA，使之能识别全体好数构成的集合。对于一个好数 x，我们维护三个

参数：ax 表示小于等于 x的好数个数，bx 表示小于 x且与 x长度相同的好数个数，cx 表示

大于 x且与 x长度相同的好数个数。在 x后追加一个数字得到 y，我们不难判断 y是否是一

个好数，同时容易得到新的 ay, by, cy。利用性质 (0 + 1 + · · · + 10) mod 11 = 0，我们只需要知

道 ax, bx, cx 模 11的值。由此，我们可以构造一个包含 113 个状态的 DFA，在这个 DFA上
DP就能解决本题。值得注意的是，这个 DFA有很多状态是不可达的，删去不可达的状态可
以大大提高程序的效率。

事实上，上述做法构造的 DFA包含很多冗余、重复的状态，我们能通过进一步分析问
题性质得到更优的解法。方便起见，我们认为 0也是好数，同时它的排名为 0。观察好数序

列发现从 10开始所有的好数都是在更小好数的末尾添加 0, 1, · · · , 9得到的，同时能添加上
的数字个数是 0, 1, · · · , 10循环的。假设好数 x与 ⌊x/10⌋的排名分别为 u, v，那么有

u = 9 + 55⌊v/11⌋ + (0 + 1 + · · · + (v − 1) mod 11) + (x mod 10) + 1

发现我们只需要考虑模 11的值，也即 u ≡ v(v − 1)/2 + 10 + (x mod 10) (mod 11)。我们可以

构造一个仅包含 11个状态的 DFA。之后使用 DP计数即可，时间复杂度为 O(11n)。

5.1.1 DP套 DP

DP套DP是陈立杰于WC 2015提出的一类问题的解决方法 [9]。基本的问题形式是：问
存在多少种特定的对象（例如串，序列，矩阵等）满足某个特定的条件。如果判断该对象是

否符合条件可以通过 DP判断，那么我们可以“通过一个外层的 DP来计算使得另一个 DP
方程（子 DP）最终结果为特定值的输入数。由于我们只对 DP方程的最终结果感兴趣，我
们并不需要记录这前 i位都是什么，只需要记录对这前 i位进行转移以后，DP方程关于每
个状态的值就可以了。也即外层 DP的状态是所有子 DP的状态的值”。

DP套 DP的内层可以看做是记录“全体 DP状态及值”的 DFA。对于某些此类问题，其
内层的 DP仅有有限种情况（或者可以通过一些方法合并为有限种情况），这时全体符合条
件的串构成了正则语言，可以使用 DFA描述。对于其他此类问题，其内层 DP可能有无限
种情况（也即等价类个数随串长的增长而增长），如果我们固定一个上界 N，仅考虑能正确

识别长度不超过 N 的串，同样可以使用一个 DFA来描述。

5.2 DFA最小化：减少 DP状态数

将 DP套 DP或者其它一些问题引入 DFA的好处在于，我们可以使用有限状态自动机
相关的理论来帮助我们解决问题。下面举出一个例子：

例题 5.2 Equanimous2

2XIX Open Cup Grand Prix of China, Problem E，另见 Codeforces Round #472 (Div. 1), Problem F
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定义 f (n)表示将十进制数 n所有数码之间填入加号或者减号，最终得到的值的绝对值

最小值。

T 组询问，给定 l, r，对于所有 k = 0, 1, · · · , 9，求所有 m之和满足 l ≤ m ≤ r且 f (m) = k。

答案对 109 + 7取模。

数据范围：1 ≤ T ≤ 104, 1 ≤ l ≤ r ≤ 10100。

考虑构造一个 DFA能对于给定的 m计算 f (m)。令 dp(i, j)表示 m的前 i位插入加减号

后能否变成绝对值为 j的数。转移就是 dp(i − 1, j)→ dp(i, j + di), dp(i, | j − di|)，其中 di就是

m的第 i位数。不难发现，DP过程中状态可能会达到 9 · log m的级别，时间复杂度无法承

受。实际上，我们能设定一个阈值 K，使得我们不需要考虑 j ≥ K的 DP信息，同样能够得
到正确的结果。为了得到更加一般化的结论，我们使用 w (w ≥ 2)替代题中的 9。

首先，我们需要用到以下引理

引理 5.1 对于任意两个大小为 n的多重集，只包含元素 1, 2, · · · , n，一定能各自找到一个子
集，使得这两个子集之和相同。

证明. 假设两个集合分别为 {a1, a2, · · · , an}与 {b1, b2, · · · , bn}。设 Ai =
∑i

j=1 a j，Bi =
∑i

j=1 b j。

不失一般性，设 An ≤ Bn。

令 pi 为满足 Bpi ≥ Ai 的最小值。令 Ri = Bpi − Ai，显然有 Ri ∈ [0, n − 1]。

若存在 Ri = 0，那么子集 a[1 · · · i], b[1 · · · pi]即符合条件。

否则根据抽屉原理，必然存在 1 ≤ i < j ≤ n使得 Ri = R j。此时子集 a[(i+ 1) · · · j], b[(pi +

1) · · · p j]符合条件。 □

由此可以得到下述推论

推论 5.1 对于任意两个多重集 A, B，只包含元素 1, 2, · · ·w且元素之和 ≥ w(w− 1)，一定能各

自找到一个非空子集，使得这两个子集之和相同。

证明. 不妨设 |A| ≤ |B|。对于满足上述条件的多重集 A, B，若元素个数不超过 w− 1，一定只

能是 w − 1个 w。

若 A, B均包含 ≥ w个元素，那么根据引理 5.1，结论成立。
若 A, B均只包含 w − 1个元素，显然结论同样成立。

若 A包含 w − 1个 w，B包含 ≥ w个元素。任取 B中的 w个元素 x1, x2, · · · , xw，构造

si = (
∑i

j=1 x j) mod w。若存在 si = 0，取 x[1 · · · i] 即可。否则必然存在 1 ≤ i < j ≤ w 使得

si = s j，取 x[(i + 1) · · · j]即可。结论同样成立。 □

接下来的定理给出了本题可行的阈值

定理 5.1 只保留上述 DP在 0 · · ·w2 − 1处的信息，同样能得到正确结果。

证明. 设 m = d1d2 · · · dk (0 ≤ di ≤ w)，则上述定理等价于对于任意正整数 m，我们能找到序

列 s0, s1, · · · , sk 使得：
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• s0 = 0;

• |si − si−1| = di (i = 1, 2, · · · , k);

• |sk| = f (m);

• |si| ≤ w2 − 1 (i = 1, 2, · · · , k).

设存在最小的 p使得 |sp| ≥ w2，不失一般性，设 sp ≥ w2。

显然我们有 |sk| = f (m) ≤ w，即 sp − sk ≥ w(w − 1)。设 dp+1, dp+2, · · · , dk 中取减号的所有

元素构成集合 B，那么 B中所有元素之和一定 ≥ w(w − 1)。

考虑 d1, d2, · · · , dp 中取加号的元素（包括 d1）依次为 dt1 , dt2 , · · · , dtq。取最大的 l 满足∑q
j=l dt j ≥ w(w−1)。令集合 A = {dtl , dtl+1 , · · · , dtq}，集合 A中的所有元素之和 ∈ [w(w−1),w2−1]。

对于集合 A, B，我们应用推论 5.1，一定能找到 U ∈ A,V ∈ B使得它们的元素之和相同。

之后将所有 U 中元素对应的加号改成减号，将所有 V 中元素对应的减号改成加号。不

难发现 |sk|仍然保持不变，同时对于 i = 1, 2, · · · , p − 1仍然有 |si| ≤ w2 − 1。此外 |sp|一定会
变小。

不断重复上述操作，此后一定会终止，最终的序列就是符合要求的了。

□

实际上，本题的阈值通过更加细致的分析能达到 (9−1)×9+1 = 73，到达上界的方式为

构造连续 8个 9和 9个 8。我们将状态看做一个长度为 73的 bitset，并搜索出所有可达的状
态，这样的状态数量只有数万个。我们将状态对应的 f 值分为 10类，并运行 Hopcroft算法，
最终的最小 DFA只有 715个状态。通过 DP预处理足够的信息，我们能 O(10 · (log l+ log r))

回答一次询问。

5.3 利用等价关系构造 DFA

例题 5.3 Median Replace Hard3

给定一个长度为 8的二进制串 P = P0P1 · · · P7。定义一个长度为 n的二进制串 X 是好

的，当且仅当能够通过执行 (n − 1)/2次下述操作变为串“1”：

• 选择 X的连续三个比特 (Xi, Xi+1, Xi+2)，将它们替换为 P的第 (Xi + 2Xi+1 + 4Xi+2)个比

特。

共 T 组询问。给定一个包含 0, 1, ?的串 S，问存在多少个将 ?替换为 0, 1的方案，使得

最后的串为好串。答案对 109 + 7取模。

数据范围：1 ≤ T ≤ 256, 1 ≤ |S |,∑ |S | ≤ 300000，|S |为奇数

3XX Open Cup Grand Prix of Tokyo, Problem J
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实际上对于所有 256个可能的 P，我们都能构造一个 DFA识别全体好串。找到这样的
DFA之后，我们就能够通过一个简单的 DP解决本题。

回忆Myhill–Nerode定理中的等价关系，我们认为串 x, y等价当且仅当对于任意的串 z，

均有 xz是好串当且仅当 yz是好串。我们能根据等价类直接构造出 DFA。但是枚举所有的串
z来判断是否等价是不可能的，考虑仅枚举长度不超过 L的串 z来判断等价性（同时通过记

忆化 DFS判断一个串是否为好串）。
不妨将所有等价类中任意长度最小的串视作代表元，我们可以使用 BFS找出所有的代

表元。先将空串入队，每次从队首弹出一个串 x，并判断串 x和已有的代表元是否等价。如

果均不等价，那么它一定能成为某个等价类的代表元。假设存在某个等价类的代表元没有

被找到，同时该串去掉最后一个字符得到串 t，那么串 t所在等价类的代表元加入这个字符

就得到与之等价的串。观察这个过程，我们也能发现所有代表元形成了一个树形结构。

接下来的问题是我们怎样验证这个 DFA 是否符合条件？假设存在一个 DFA d(k) 能正

确识别长度不超过 k 的好串。据此可以构造出一个 NFA 能正确识别长度不超过 k + 2 的

好串，再将其转化为 DFA d(k + 2)，并最小化。如果 d(k) 等价于 d(k + 2)，我们就能得到

d(k) = d(k + 2) = d(k + 4) = · · ·，这也就是我们所要求的 DFA。通过计算机验证，取 L = 10

就能满足条件。最坏情况下 DFA的大小为 35，可以通过本题。

5.4 OI字符串理论中的 DFA

由于 DFA自身的特性，它成为了信息学竞赛中的许多字符串算法的基础结构。Trie是
一个能识别多串的简单结构，AC自动机在此基础上引入失配边，使之能不断回退最终找到
匹配。序列自动机是贪心的产物，结构简单却能有效处理子序列相关的问题。回文树是解

决回文串问题有力算法，进一步的讨论可以参见 [11]。
在 OI字符串理论中，成果最为丰富，应用最为广泛的当属后缀数据结构。后缀 Trie是

最基本的结构，在此基础上进行压缩（缩去出入度均为 1的点）就得到了后缀树，而后缀自

动机就是最小化后的后缀 Trie。同时对后缀 Tire进行最小化和压缩能够得到压缩后缀自动
机等更进一步的结果。从 DFA的角度思考，有助于我们更加深刻地理解这些结构。上述内
容的进一步讨论可以参见 [8, 10, 12]。接下来的这道例题假定读者已经掌握了后缀自动机的
基础知识。

例题 5.4 Beautiful Automata4

构造一个仅包含小写字母的串 s，使得 s的后缀自动机的转移图（仅保留其有向图的结

构）与给定的 DAG同构。如果不存在，输出 −1，否则输出字典序最小的解。

数据范围：1 ≤ n ≤ 2000, 1 ≤ m ≤ 3000。

显然只有开始状态入度为 0，记为 S。根据后缀自动机的性质，出度为 0的点只能有一

个，记为 T。也即图中的任意一个点都能从 S 到达，也都能到达 T。因为后缀自动机中的一

4XIX Open Cup Grand Prix of Baltic Sea, Problem G
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个节点 u是 right集合相同的串的集合，所以所有从 S 到 u的路径长度互不相同且构成了一

个区间。

假设所有从 S 到 T 的路径长度分别为 K + 1,K + 2, · · · n，分别代表从 1, 2, · · · , n − K 开

始的后缀。因为 S 的转移边对应字符互不相同，所以我们根据这 n − K 条路径的经过的第

一条边，就能贪心确定 s的前 n − K 个字符。

剩下的 K 个字符在枚举 T 的后缀连接 P（即 parent树上的父亲）后能唯一确定。我们
要求从 S 到 P的最长路恰好为 K，对应 s长度为 K的后缀。假设存在一条 P到 T 的路径长

度为 l，那么就有 S [n − K + 1 : n] = S [n − K + 1 − l : n − l]。由此便能唯一确定整个串 s。

如何判断一个串 s是否符合条件？考虑恢复 DAG的转移边字符。观察到对于一个后缀
自动机，我们从 T 出发的任意一条反向路径构成了 s反串的前缀。所以我们可以从 T 开始

BFS，就能唯一确定 DAG的转移边了。接着再求出 s的真实后缀自动机，判断两者是否同

构即可。

时间复杂度为 O(nm|Σ|)。

5.5 正则表达式匹配的算法

关于正则表达式一个常见的问题是，判断一个串是否属于它的正则语言（设正则语言

规模为 s，串长为 n）。我们不难想到使用 Thompson构造法将正则表达式转化为一个 NFA，
变成 NFA的计算问题。接下来有两个方向可以继续。
一个方向是将 NFA通过幂集构造法转化为 DFA，计算时可以 O(1)完成一次转移。这在

正则表达式规模较小的时候比较适用。但是，我们构造正则表达式 (a+ b)∗a(a+ b)(a+ b)(a+

b) · · · 就能将对应状态数最少的DFA卡到指数级。所以这个做法的时间复杂度为O(s ·2s+n)。

另一个方向是直接在 NFA上计算。我们套用前文的 NFA计算算法，即可做到 O( n·s2

ω·log n )

的时间复杂度。实际上，利用正则表达式转化后的 NFA的特殊性，我们能做到更优的时间
复杂度。

注意到 Thompson构造法每次只会增加常数条转移边。如果我们不将 ϵ转移边消去，总
转移边数就是 O(s)的。我们可以借鉴幂集构造方法的思想，在算法的开始我们求出 E(q0)

（即从初始状态沿 ϵ 转移到达的状态）作为初始的状态集合。在计算过程中，我们求出当前

状态集合 S 中的元素，沿 c转移边能够到达的新的状态集合 S ′。之后再求出沿 ϵ 转移边能

到达的所有状态（这一部分可以通过队列实现 BFS完成）。发现每一步转移只需要遍历所有
O(s)个状态与转移边，所以该算法的时间复杂度为 O(ns)。

5.5.1 基于Method of Four Russians的高效算法

事实上，我们做到更优的时间复杂度。由于下述算法较为复杂，本文仅做一个简单的

介绍，感兴趣的读者可以参考 [4]获取详细内容。
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首先建出正则表达式的表达式树，一个性质是每个节点至多只有两个子节点。考虑将

表达式树分块，设阈值为 K，这里介绍一种分块的方法：每次从根节点开始，不断移向较

大的一棵子树，直到子树的大小 ≤ K，将该子树看做一个块，并使用一个节点来替代该子

树。因为每个节点至多只有两个子节点，所以子树大小至多除 2，除根节点外，剩余的块大

小一定在 K/2到 K之间。表达式树被分作 O(s/K)块。我们建出正则表达式对应的 NFA，强
制 Thompson构造法中的每个运算符都新建两个节点（即 R = (R1R2)时，也新建一对节点），

不难发现构造出 NFA形成了嵌套结构，每块 NFA通过一对节点与上一层的 NFA产生联系。
假设 K ≤ ω，我们可以使用一个二进制数维护每块 NFA中的状态。
之后的转移分为两部分，首先考虑字符 c的转移。根据 Thompson构造法得到的NFA的

性质，我们只需要考虑正则表达式树中的叶子节点。对于所有 O(s/K)个块和转移字符，我

们预处理 O(2K)种情况转以后得到的结果，就能在 O(s/K)内完成转移。

接下来考虑 ϵ 的转移。假设不存在闭包运算（即 ∗ 运算），不难发现我们的 NFA构成
了一个 DAG，使得我们能够按照拓扑序来处理转移。这种情况下，我们可以按照正则表达
式树 DFS序的顺序来处理，同样预处理所有 O(2K)种情况，我们能 O(1)完成一次块间的转

移。存在闭包运算的情况更为复杂，因为存在回退的 ϵ 边，不过我们有以下结论

引理 5.2 由 Thompson构造法得到的 NFA中，任意仅由 ϵ 组成的无环路径，至多经过一次
闭包运算中的回退边。

相信读者不难独立给出这个结论的证明（只需对正则表达式进行归纳即可）。由于只会

回退一次，我们可以同样通过预处理来加速回退边的转移。接着，只需要再次按正则表达

式树的 DFS序处理一遍即可。本算法可以看做是Method of Four Russians又一强大的运用，
正则表达式匹配的时间复杂度被优化为了 O( ns

log n )。

例题 5.5 数字搜索5

给定一个字符集大小为 10的正则表达式（长度为 s），以及一个长度为 n的字符串。

问该字符串存在多少前缀使得：该前缀存在一个后缀与正则表达式匹配？

数据范围：1 ≤ s ≤ 500, 1 ≤ n ≤ 107。

注意到本题与正则表达式匹配非常相似。同样考虑使用 NFA来处理，我们只需要每一
步转移之后，将开始状态加入状态集合。每次判断该前缀是否存在后缀与其匹配，判断状

态集合是否包含接受状态即可。套用普通的正则表达式匹配算法即可做到 O(ns)，使用基于

Method of Four Russians的高效算法即可做到 O( ns
log n )的时间复杂度。

本题在网络中现存的解题报告6与通过程序时间复杂度都是错误的。这些做法都是将当

前的状态集合与转移对应的新的状态集合记录下来，再次访问到的时候就能 O( s
ω

)完成一次

转移。由于本题的测试数据强度较低，使得 NFA在计算过程中有大量状态集合会重复出现。
实际上，我们只需要构造正则表达式为 (0+ 1)∗1(0+ 1)(0+ 1) · · · (0+ 1)（总长度不超过 500），

5CTSC 2004
6参见 https://www.docin.com/p-2262533912.html，或 https://www.docin.com/p-2268504832.html
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并使用强度较高的随机数生成器产生一个长度为 107 的随机 01序列，就能使得所有通过程

序无法在时限的十倍时间内计算出答案。

如果有读者提出了更加优秀的算法，欢迎与作者交流。

6 总结

本文系统地简述了有限自动机的基础理论及算法，并展现了相关理论在信息学竞赛中

的丰富应用。

有限状态自动机是一个非常简单的结构，但是我们能发掘大量的性质与许多有趣的应

用，这就是它的魅力所在。作者相信，有限状态自动机仍然有着巨大的潜力，等待我们去进

一步探索更加有趣的理论与应用。希望本文能起到抛砖引玉的作用，吸引更多的选手来学

习和研究有限状态自动机。
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