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第一章 前言

这是 2024-2025 第一期竞赛班的非数学类讲义，全部内容和答案均已经更新完毕，此即最终版（细节和排版错
误如果比较多，影响理解，后续会再发修正版）。本期讲义主要以微积分课本上册内容为主，除此以外还有针对决赛

的线性代数内容。

目录所列出的是本期课程将会讲解的全部内容，并且依次为微积分，线性代数，实际上课顺序会有所调整，顺

应大一学生的学习进度。

数学类讲义与非数讲义完全不会重复，对于非数学生来说，将非数讲义吃透就足够用了，除非你确实很感兴趣，

想多学一些，否则完全可以不看数学类的讲义。但是对于数学类学生来说则不一样，部分基础内容数学类是不讲的

（在非数讲解），所以数学类基础不好的，看数学类费劲的学生，有必要看我们非数的课程。

讲义细分了大专题和每个专题下的具体小节，必要的（课本没有的）知识点会在专题中补充并列出，相应的定

理也会有证明过程，部分例题或练习题有一定难度，觉得吃力可以跳过部分题目；练习题是针对这一大专题而给出

的，并非针对其中某个特定小专题；练习题答案在最后一章，以对应章节的习题 + 答案形式呈现。
大家应该掌握 mathematica（手机端对应的是简易版 wolfram alpha）、几何画板（手机端对应 geogebra）的使

用方法，并下载安装好，平时很多极限、积分、级数计算问题，函数图像问题，递推数列问题，微分方程问题等等

都可以利用这些软件快速解决，而且操作很简便。特别是面对钓鱼题时，会用软件可以帮你快速鉴别出来；对于平

时拿不准的计算问题，鼓励大家用软件辅助检查，效率比发到群里让大家帮你验算和检查一遍要高很多。
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第二章 数列与极限

数列与极限是微积分课本的第一章，也是整个微积分的基础，主要涉及的就是数列极限计算，递推数列分析（往

往是单调有界原理和蛛网图方法），stolz 公式求极限，高考不等式这些内容，它可以与很多其他知识结合在一起考
察，包括泰勒公式，积分，级数等等，因此可以玩出很多花样，综合性也能够很强，不过本章我们的重点还是数列

极限问题本身，大部分题目不会涉及后面章节的内容，少数综合题确实无可避免要借用一点后面的知识点。

我们需要知道的知识点就是课本上面的基本公式：单调有界原理，stolz 公式，泰勒公式，还有估算阶乘最好用
的公式也就是斯特林公式，在任何一本微积分教材中均有

关于递推数列问题，其实可以总结一下函数递增时数列会是什么情况，函数递减时候又有哪些可能性，一阶不

动点，二阶不动点又会带来哪些影响，但是总结这些东西并没有什么用处，因为没有任何一个结果是深刻的定理，而

且你也记不住或者容易记混

下面这些简单的总结大致看看就行，不用记，都是显然的且可以快速现推出来，需要什么证什么即可

结论 2.0.1

设数列 {xn} 满足递推公式 xn+1 = f (xn) , n ∈ N+ . 若有 lim
n→∞

xn = ξ, 同时又成立 lim
n→∞

f (xn) = f(ξ)

则极限 ξ 一定是方程 f(x) = x 的根 (这时称 ξ 为函数 f 的不动点).

结论 2.0.2

设 {xn} 满足关系 xn+1 = f (xn) , n ∈ N+ , 其中的函数 f 在区间 I 上单调, 同时数列 {xn} 的每一项都
在区间 I 中, 则只有两种可能: (1) 当 f 为单调增加时, {xn} 为单调数列; (2) 当 f 为单调减少时, {xn} 的两
个子列 {x2k−1} 和 {x2k} 分别为单调数列, 且具有相反的单调性.

结论 2.0.3

设 a 是 f(x) 的不动点, 函数 f 在 a 处连续, 在点 a 的邻域 (a − r, a + r) 中严格单调增加, 并且在区间
(a−r, a)上有 f(x) > x ,而在区间 (a, a+r)上有 f(x) < x,那么由迭代生成的数列只要第一项在 (a−r, a+r)

内, 且不等于 a , 则以后就不会越出这个区间, 而且是以 a 为极限的严格单调数列.

一句话概括下来就是递增时候通常单调有界就能解决问题，递减时候二次复合递增，于是奇偶两个子列通常具

有单调性，再一个就是看见递推数列问题一定要去考虑不动点，并画蛛网图分析数列的走势，当你看见了数列的某

种变化规律之后，去把它证明一下就可以了，往往就是简单的归纳法验证，语文或者高考数学内容

这一章的内容只要高考数学掌握的好，就能轻松解决问题，因为几乎全是初等不等式放缩以及配凑，所以在面

对各种各样的数列极限问题时候，千万不要忘记高中所学的内容，很多时候解决大学数学的问题，就是仅仅需要高

中知识和高考技巧
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2.1 基本极限运算 第二章 数列与极限

2.1 基本极限运算

例题 2.1.1 对正整数 v，求极限 lim
n→∞

n∑
k=1

1

k (k + 1) ... (k + v)

证明. 直接裂项

lim
n→∞

n∑
k=1

1

k (k + 1) ... (k + v)

= lim
n→∞

n∑
k=1

1

v

(
1

k (k + 1) ... (k + v − 1)
− 1

(k + 1) (k + 2) ... (k + v)

)
=

1

v
lim

n→∞

(
1

v!
− 1

(n+ 1) (n+ 2) ... (n+ v)

)
=

1

v · v!

例题 2.1.2 设 |x| < 1，求极限 lim
n→∞

(1 + x)
(
1 + x2

)
...
(
1 + x2n

)
证明. 平方差公式即可：

lim
n→∞

(1 + x)
(
1 + x2

)
...
(
1 + x2n

)
= lim

n→∞

(1− x) (1 + x)
(
1 + x2

)
...
(
1 + x2n

)
1− x

= lim
n→∞

(
1− x2

) (
1 + x2

)
...
(
1 + x2n

)
1− x

= ... = lim
n→∞

1− x2n+1

1− x
=

1

1− x

注释 2.1.1： 如果把幂次 1, 2, 22, ... 改成 1, 2, 3, ...，那么显然极限存在，但是并不能求出来，要引入别的特殊

函数，省流就是：钓鱼题

4



2.1 基本极限运算 第二章 数列与极限

通常，带着一堆 ln 的极限算起来都非常烦人，并不是简单的一个泰勒就秒杀的，比如这种题

例题 2.1.3 求极限 lim
x→+∞

((
2x2 + 3x+ 1

)
lnx

x ln (1 + x)
arctanx− πx

)
.

证明. 根据洛必达法则，显然 lim
x→+∞

lnx
ln (1 + x)

= lim
x→+∞

1
x
1

1+x

= 1，拆分一下有

lim
x→+∞

((
2x2 + 3x+ 1

)
lnx

x ln (1 + x)
arctanx− πx

)
= lim

x→+∞

(
(2x+ 3)

lnx
ln (1 + x)

arctanx− πx

)
+ lim

x→+∞

lnx
x ln (1 + x)

arctanx

= lim
x→+∞

(
2x lnx

ln (1 + x)
arctanx− πx

)
+ 3 lim

x→+∞

lnx
ln (1 + x)

arctanx

= 2 lim
x→+∞

x

( lnx
ln (1 + x)

arctanx− π

2

)
+

3

2
π

= 2

(
lim

x→+∞

x lnx
ln (1 + x)

(
arctanx− π

2

)
+

π

2
lim

x→+∞
x

( lnx
ln (1 + x)

− 1

))
+

3

2
π

= 2

(
lim

x→+∞
x
(
arctanx− π

2

)
− π

2
lim

x→+∞

x ln
(
1 + 1

x

)
ln (1 + x)

)
+

3

2
π

= 2

(
lim

x→+∞

arctanx− π
2

1
x

− π

2
lim

x→+∞

1

ln (1 + x)

)
+

3

2
π

= 2 lim
x→+∞

1
1+x2

− 1
x2

+
3

2
π =

3

2
π − 2

注释 2.1.2： 做这种题一定要严格处理余项，不要想当然，比如下面的做法就是错的（过程和答案都不对）(
2x2 + 3x+ 1

)
lnx

x ln (1 + x)
arctanx− πx ≈ (2x+ 3)

lnx
ln (1 + x)

arctanx− πx ≈ (2x+ 3) · 1 · π
2
− πx =

3π

2

另外这种题不建议用泰勒，很多时候等价无穷小替换以及拆项会方便不少
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2.1 基本极限运算 第二章 数列与极限

幂指函数的极限问题，一律写成 eln 形式，并利用等价无穷小替换去解决，方便

例题 2.1.4 求极限 lim
x→0+

xsin x − (sinx)x

x3 lnx .

证明. 先说明写成 eln 形式后，指数部分都是趋于零的，然后等价无穷小替换即可

lim
x→0+

sinx lnx = lim
x→0+

x lnx = 0, lim
x→0+

x ln sinx = lim
x→0+

sinx ln sinx = lim
x→0+

x lnx = 0

lim
x→0+

xsin x − (sinx)x

x3 lnx = lim
x→0+

(sinx)x e
sin x ln x−x ln sin x − 1

x3 lnx = lim
x→0+

esin x ln x−x ln sin x − 1

x3 lnx
= lim

x→0+

sinx lnx− x ln sinx
x3 lnx = lim

x→0+

sinx lnx− x lnx+ x lnx− x ln sinx
x3 lnx

= lim
x→0+

sinx− x

x3
+ lim

x→0+

lnx− ln sinx
x2 lnx = −1

6
− lim

x→0+

ln sin x
x

x2 lnx,
sinx
x

∼ 1− 1

6
x2

= −1

6
− lim

x→0+

ln
(
1 + sin x−x

x

)
x2 lnx = −1

6
− lim

x→0+

sinx− x

x3 lnx = −1

6
+

1

6
lim

x→0+

1

lnx = −1

6

注释 2.1.3： 不要用泰勒做这个题，因为你需要分别展开好几项直到余项是高阶无穷小才可以，等价无穷小

替换则只需要看第一项并且是严谨的，泰勒则至少需要展开三项，计算量爆炸，大致如下

xsin x = esin x ln x = 1 + sinx lnx+
1

2
sin2xln2x+

1

6
sin3xln3x+O

(
x4ln4x

)
(sinx)x = ex ln sin x = 1 + x ln sinx+

1

2
x2ln2 sinx+

1

6
x3ln3 sinx+O

(
x4ln4 sinx

)
然后你不仅需要看第一项，还要检查并验证平方项，三次方项作差后对应的极限是零，麻烦

例题 2.1.5 求极限 lim
x→∞

x2

(
e(1+

1
x )

x

−
(
1 +

1

x

)ex)
.

证明.
lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e, lim
x→∞

ex ln
(
1 +

1

x

)
= e

lim
x→∞

x2

(
e(1+

1
x )

x

−
(
1 +

1

x

)ex)
= lim

x→∞
x2

(
1 +

1

x

)ex (
e(1+

1
x )

x−ex ln(1+ 1
x ) − 1

)
= ee lim

x→∞
x2
(
e(1+

1
x )

x−ex ln(1+ 1
x ) − 1

)
= ee lim

x→∞
x2

((
1 +

1

x

)x

− ex ln
(
1 +

1

x

))
= ee lim

x→∞
x2

(
ex ln(1+ 1

x ) − ex ln
(
1 +

1

x

))
= ee+1 lim

x→∞
x2

(
ex ln(1+ 1

x )−1 − x ln
(
1 +

1

x

))
= ee+1 lim

x→∞
x2 1

2

(
x ln

(
1 +

1

x

)
− 1

)2

=
ee+1

2
lim
x→∞

(
x2 ln

(
1 +

1

x

)
− x

)2

=
ee+1

8
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2.1 基本极限运算 第二章 数列与极限

分段放缩方法是处理极限证明题的一个很好的工具，本题称为 Toeplitz 定理，虽然没什么用，但是思想重要

例题 2.1.6 设对 n, k ∈ N+, 有 (二元数列) tnk ⩾ 0. 又有

n∑
k=1

tnk = 1, lim
n→∞

tnk = 0. 若已知 lim
n→∞

an = a, 定义

xn =

n∑
k=1

tnkak, n ∈ N+. 证明: lim
n→∞

xn = a.

几种变型: (1) 将条件
n∑

k=1

tnk = 1 改为 lim
n→∞

n∑
k=1

tnk = 1;

(2) 不要求 tnk 非负, 将（1）中的条件改为存在 M > 0 ，使得对每个 n ，成立不等式 |tn1|+ · · ·+ |tnn| ⩽ M .
则结论对 a = 0 仍成立.

证明. 显然 (1) 强于原题，直接看 (1)
根据条件可知，任意 ε > 0，存在 N 使得 n > N 时恒有 |an − a| < ε，于是 n > N 时

|xn − a| ≤

∣∣∣∣∣
N∑

k=1

tnk (ak − a)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

n∑
k=N+1

tnk (ak − a)

∣∣∣∣∣+ |a|

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

tnk − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=N+1

tnk (ak − a)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=N+1

tnk |ak − a| ≤ ε

n∑
k=N+1

tnk ≤ ε

n∑
k=1

tnk

注意 lim
n→∞

n∑
k=1

tnk = 1 极限存在，所以数列 tn1 + ...+ tnn 是有界的，故存在 M 使得

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

tnk

∣∣∣∣∣ < M 恒成立

因为

lim
n→∞

∣∣∣∣∣
N∑

k=1

tnk (ak − a)

∣∣∣∣∣ =
N∑

k=1

lim
n→∞

tnk (ak − a) = 0, lim
n→∞

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

tnk − 1

∣∣∣∣∣ = 0

所以存在 N0 > N 使得 n > N0 时恒有

∣∣∣∣∣
N∑

k=1

tnk (ak − a)

∣∣∣∣∣ < ε,

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

tnk − 1

∣∣∣∣∣ < ε，进而

|xn − a| ≤

∣∣∣∣∣
N∑

k=1

tnk (ak − a)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

n∑
k=N+1

tnk (ak − a)

∣∣∣∣∣+ |a|

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

tnk − 1

∣∣∣∣∣ ≤ ε+Mε+ |a| ε, ∀n > N0

这就证明了 (1)
对于 (2)，采用上述同样的放缩有

|xn| ≤

∣∣∣∣∣
N∑

k=1

tnkak

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

n∑
k=N+1

tnkak

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣

N∑
k=1

tnkak

∣∣∣∣∣+ ε

n∑
k=N+1

|tnk| ≤ εM +

∣∣∣∣∣
N∑

k=1

tnkak

∣∣∣∣∣
注意 lim

n→∞

∣∣∣∣∣
N∑

k=1

tnkak

∣∣∣∣∣ = 0，结论得证
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2.1 基本极限运算 第二章 数列与极限

例题 2.1.7 对 x ≥ 0，定义 yn (x) =
n
√

[x [x... [x] ...]]，这里一共 n 层取整，求极限 lim
n→∞

yn (x).

证明. 显然 x ∈ [0, 1) 时 yn(x) = 0，x ∈ [1, 2) 时 yn(x) = 1（一层一层看，是“不变”的），这两个式子对任意 n 都

成立，下面来看 x ≥ 2 时的极限，结合 [x] 的基本不等式可知

un (x) = yn(x)
n
= [x [... [x] ...]] ≥ 2n → ∞

xun−1 (x)− 1 ≤ un (x) = [xun−1 (x)] ≤ xun−1 (x)

1− 1

un−1 (x)
≤ un (x)

un−1 (x)
≤ x ⇒ lim

n→∞

un (x)

un−1 (x)
= x, ∀x ≥ 2

再根据 stolz 公式有

lim
n→∞

yn (x) = lim
n→∞

un(x)
1
n = e

lim
n→∞

ln un(x)
n = e

lim
n→∞

lnun(x)−lnun−1(x)
= lim

n→∞

un (x)

un−1 (x)
= x

因此 lim
n→∞

yn (x) =


0, x ∈ [0, 1)

1, x ∈ [1, 2)

x, x ≥ 2

注释 2.1.4： 这里求极限运用了递推的想法找关系，如果直接对取整函数用不等式放缩，只能得到 x − 1 <

yn(x) ≤ x，这没什么用处，因为放缩太粗糙了

例题 2.1.8 对正整数 n，方程

(
1 +

1

n

)n+t

= e 的解记为 t = t(n)，证明 t(n) 关于 n 递增并求极限 t(+∞).

证明. 解方程得到 (
1 +

1

n

)n+t

= e ⇔ (n+ t) ln
(
1 +

1

n

)
= 1 ⇔ t =

1

ln
(
1 + 1

n

) − n

f (x) =
1

ln
(
1 + 1

x

) − x, f ′ (x) =
1

ln2
(
1 + 1

x

) 1

x2 + x
− 1 > 0

⇔ ln2
(
1 +

1

x

)
<

1

x2 + x
⇔ ln (1 + x) <

x√
1 + x

, x > 0

最后的不等式显然成立，于是单调递增得证，再来求极限

lim
n→∞

(
1

ln
(
1 + 1

n

) − n

)
= lim

n→∞

1− n ln
(
1 + 1

n

)
ln
(
1 + 1

n

) =
1

2
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2.1 基本极限运算 第二章 数列与极限

有些求和的极限，注意 n, k 不同阶，因此直接泰勒就完事了

例题 2.1.9 求极限： lim
n→∞

√
n

(
1−

n∑
k=1

1

n+
√
k

)
.

证明. 泰勒展开，一致的有 1

n+
√
k
=

1

n

1

1 +
√
k

n

=
1

n

(
1−

√
k

n
+

k

n2
+ ...

)
，所以考虑拟合

lim
n→∞

√
n

(
1−

n∑
k=1

1

n+
√
k

)
= lim

n→∞

√
n

(
1− 1

n

n∑
k=1

(
1−

√
k

n

)
− 1

n

n∑
k=1

(
1

1 +
√
k

n

− 1 +

√
k

n

))
1√
n

n∑
k=1

(
1

1 +
√
k

n

− 1 +

√
k

n

)
=

1√
n

n∑
k=1

k

n2

1

1 +
√
k

n

≤ 1√
n

n∑
k=1

k

n2
≤ 1√

n
→ 0

lim
n→∞

√
n

(
1−

n∑
k=1

1

n+
√
k

)
= lim

n→∞

√
n

(
1− 1

n

n∑
k=1

(
1−

√
k

n

))
= lim

n→∞

n∑
k=1

√
k

n
√
n

=
2

3

最后一步可以用 stolz 公式，也可以直接用定积分定义

例题 2.1.10 求极限 lim
n→∞

n∑
k=1

(√
1 +

k

n2
− 1

)
.

证明. 注意 n, k 不同阶，因此有理化然后直接把无穷小量放缩掉即可

k
n2√

1 + 1
n + 1

≤
√
1 +

k

n2
− 1 =

k
n2√

1 + k
n2 + 1

≤ k

2n2

所以

n+ 1

2n
(√

1 + 1
n + 1

) =

n∑
k=1

k
n2√

1 + 1
n + 1

≤
n∑

k=1

(√
1 +

k

n2
− 1

)
≤

n∑
k=1

k

2n2
=

n+ 1

4n

根据夹逼准则可知所求极限是
1

4
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2.2 单调有界原理应用 第二章 数列与极限

2.2 单调有界原理应用

例题 2.2.1 设 an, bn ≥ 0 且 an+1 < an + bn 同时

∞∑
n=1

bn 收敛，证明：an 也收敛.

证明. 根据条件

an+1 − an < bn ⇒ an+1 − a1 < b1 + b2 + ...+ bn ≤
∞∑

n=1

bn

所以 an 是有界的，则存在一个收敛子列 ank
→ A，要证明 an → A

反证法，则存在 δ > 0 和一列 amk
使得 |amk

−A| ≥ δ 对任意 k 恒成立，并且可以假设 mk > nk

分两种情况，如果有无穷个 k 使得 amk
−A ≥ δ，则对这些 k 都有

amk
− ank

= amk
− amk−1 + ...+ ank+1 − ank

< bnk
+ bnk+1 + ...+ bmk−1

amk
− ank

= (amk
−A) + (A− ank

) ≥ δ − |ank
−A|

当 k 充分大时，因为级数收敛，则第一个式子右端和 |ank
−A| 都趋于零，不等式矛盾

如果有无穷个 k 使得 amk
− A ≤ −δ，则可以取 ank

的一个子列 atk 使得 tk > mk 恒成立（也就是在每一个

amk
后面，去找 ank

这个数列里面的项），相应的有

atk − amk
= atk − atk−1 + ...+ amk+1 − amk

< bmk
+ bmk+1 + ...+ btk−1

atk − amk
= (atk −A) + (A− amk

) ≥ δ − |atk −A|

同样道理可知矛盾，结论得证

例题 2.2.2 设 p > 1，令 an =
p

√
b1 +

p

√
b2 + ...+ p

√
bn, bn > 0，证明：数列 an 收敛等价于数列

ln bn
pn
有界.

证明. 设若 {an} 收敛，则将有 an ≥
p

√
0 +

p

√
0 + · · ·+ p

√
bn = (bn)

1
pn ,

因为 {an} 有界，则
{
(bn)

1
pn

}
也有界，取对数后也就相当于

{ ln bn
pn

}
有界，得证

设若

{ ln bn
pn

}
有界，也即

{
(bn)

1
pn

}
有界，则存在 M > 0 使得对所有 n 都有 (bn)

1
pn ≤ M，于是 bn ≤ (M)p

n

如此，则有

an ≤
p

√
Mp +

p

√
Mp2 + · · ·+ p

√
Mpn = M

p

√
1 +

p

√
1 + · · ·+ p

√
1

现在说明最后一个式子有界，考虑数列 x1 = 1, xn+1 = (xn + 1)
1
p 则显然 xn > 0，记 f(x) = (1 + x)

1
p 则

f ′ (x) =
1

p
(1 + x)

1
p−1

<
1

p
, x > 0

显然 f(x) = x 有唯一解 a > 1，则

|xn+1 − a| = |f (xn)− f (a)| = f ′ (ξ) |xn − a| < 1

p
|xn − a| < ... <

1

pn
|x1 − a| → 0

显然 xn 单调递增，故 xn 递增收敛于 a，也就是说 an 是有界的，而递增性显然，单调有界可知 {an} 收敛

注：这个看着很抽象的结果叫做 Herschfeld 判别法，但是证明起来只需要单调有界
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2.2 单调有界原理应用 第二章 数列与极限

斯特林公式是处理阶乘的万能工具，但是在没有它的时候，一些定性分析问题可以用高考方法代替

例题 2.2.3 设 an =

(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2
1

2n+ 1
，证明：数列 an 收敛到一个正数.

证明. 直接做商看大小：

an+1

an
=

(
(2n+2)!!
(2n+1)!!

)2
1

2n+3(
(2n)!!

(2n−1)!!

)2
1

2n+1

=
(2n+ 2)

2

(2n+ 1) (2n+ 3)
= 1 +

1

(2n+ 1) (2n+ 3)

所以 an 单调递增，再证明有界即可

ln an+1 − ln an = ln
(
1 +

1

(2n+ 1) (2n+ 3)

)
<

1

(2n+ 1) (2n+ 3)
=

1

2

(
1

2n+ 1
− 1

2n+ 3

)
⇒ ln an < ln a1 +

1

2

(
1

3
− 1

2n+ 1

)
< ln a1 +

1

6

由此可见数列有界，结论得证
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2.2 单调有界原理应用 第二章 数列与极限

例题 2.2.4 设 an+1 = ln
(
ean − 1

an

)
, a1 = 1，证明：极限 lim

n→∞
2nan 存在.

证明. 先直观分析，画图发现 an 递减趋于零，然后在 x = 0 泰勒展开估计一下收敛速度

an+1 = ln
(
ean − 1

an

)
= ln

(
1 +

1

2
an +

1

6
a2n + ...

)
=

1

2
an +

1

24
a2n + ... ≈ 1

2
an

由此推测题目的极限存在，并考虑

an+1 −
1

2
an = ln

(
ean − 1

an

)
− 1

2
an ⇒ 2n+1an+1 − 2nan = 2n+1

(
ln
(
ean − 1

an

)
− 1

2
an

)
现在可以裂项相消，于是要说明极限存在，只要证明右边的求和收敛，容易发现右边是恒正的，问题转化为估

计通项的阶，直观的等价替换表明如果证明了
an+1

an
< λ 或者说 an < λn，这里 λ < 1，则

ln
(
ean − 1

an

)
− 1

2
an ∼ 1

24
a2n < Cλ2n ⇒ an+1

2n+1
− an

2n
∈
(
0, C

(
2λ2
)n)

只要 2λ2 < 1 就能够完成证明，思路已经梳理清晰，下面正式开始证明

设 f (x) = ln
(
ex − 1

x

)
, f(0) = 0，则

f (x) < x ⇔ ex − 1

x
< ex ⇔ lnx > 1− 1

x

显然成立，由此可见 an 单调递减，结合 ex > 1 + x 可知 an 恒正，于是 an 极限存在，由于 f(x) = x 只有

x = 0 唯一解，所以 an 单调递减趋于零，下面做进一步估计

先证明两个不等式：f (x) >
1

2
x, f ′′ (x) > 0, ∀x > 0

f (x) >
1

2
x ⇔ ex − 1

x
> e

1
2x ⇔ t2 − 1

2 ln t > t ⇔ ln t < 1

2

(
t− 1

t

)
, t > 1

f ′ (x) =
ex

ex − 1
− 1

x
, f ′′ (x) =

1

x2
− ex

(ex − 1)
2 > 0 ⇔ 1

ln2t
>

t

(t− 1)
2 ⇔ ln t <

√
t− 1√

t
, t > 1

最后的不等式都是熟知的高考放缩，所以这两个不等式成立，进而

an+1 −
1

2
an = ln

(
ean − 1

an

)
− 1

2
an ⇒ 2n+1an+1 − 2nan = 2n+1

(
ln
(
ean − 1

an

)
− 1

2
an

)
⇒ 2n+1an+1 = 2a1 +

n∑
k=1

2k+1

(
ln
(
eak − 1

ak

)
− 1

2
ak

)
, ln
(
eak − 1

ak

)
− 1

2
ak > 0

因为 a1 = 1 且 f ′′(x) > 0，所以 f(x) 下凸，f(x) 在割线 (0, 0), (1, ln(e− 1)) 的下方，故

f (x) < x ln (e− 1) = λx, x ∈ (0, 1) ⇒ an+1 = f (an) < λan, an < λn−1a1 = λn−1, λ = ln (e− 1)

因为 lim
x→0+

f (x)− 1
2x

x2
=

1

24
，所以存在 δ > 0 使得 x ∈ (0, δ) 时恒有 0 < f (x)− 1

2
x < x2

注意 an 单调递减趋于零，所以存在 N 使得任意 n > N 都有 an ∈ (0, δ)，此时

0 < 2n+1

(
ln
(
ean − 1

an

)
− 1

2
an

)
< 2n+1a2n < 2n+1λ2n−2 =

2

λ2

(
2λ2
)n

, n > N

容易验证 2λ2 < 1（高考不等式），由此可知

lim
n→∞

2nan = 2 +

∞∑
k=1

2k+1

(
ln
(
eak − 1

ak

)
− 1

2
ak

)
= C ∈ (0,+∞)

极限存在，得证（注意很明显这个极限不是 2，要比 2 大）
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2.3 求通项方法 第二章 数列与极限

2.3 求通项方法

这是算术调和平均数列，与算术几何平均不同，这个通项以及极限值都可以求出来，很简单

例题 2.3.1 设 a > b > 0，定义 a0 = a, b0 = b, an+1 =
an + bn

2
, bn+1 =

2anbn
an + bn

，求 lim
n→∞

an, lim
n→∞

bn.

证明.

an+1 =
an + bn

2
, bn+1 =

2anbn
an + bn

=
anbn
an+1

⇒ an+1bn+1 = anbn = ... = a0b0 = ab

an+1 =
1

2

(
an +

ab

an

)
, an =

√
abxn ⇒ xn+1 =

1

2

(
xn +

1

xn

)
, x0 =

√
a

b
> 1

xn+1 − 1

xn+1 + 1
=

x2
n+1
2xn

− 1
x2
n+1
2xn

+ 1
=

(xn − 1)
2

(xn + 1)
2 = ... =

(
x0 − 1

x0 + 1

)2n+1

⇒ xn − 1

xn + 1
= C2n , C =

x0 − 1

x0 + 1
∈ (0, 1)

xn =
1 + C2n

1− C2n
, an =

√
ab

1 + C2n

1− C2n
→

√
ab, bn =

ab

an
→

√
ab, n → ∞
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2.3 求通项方法 第二章 数列与极限

这是几何-调和平均数列，通项也能求出来，自然求极限就没有任何问题
例题 2.3.2 设 an+1 =

2anbn
an + bn

, bn+1 =
√
an+1bn, a1, b1 > 0，证明：an, bn 收敛到同一极限，并且在 a1 =

2
√
3, b1 = 3 时，上述极限值为 π.

证明. 这里先不讨论初值问题，因为有欧拉公式可以统一起来，所以部分过程按复数理解
设 bn = ancn 代入有

an+1 =
2anbn
an + bn

=
2ancn
cn + 1

, an+1cn+1 =
√
an+1ancn ⇒ an+1

an
=

cn
c2n+1

=
2cn

cn + 1
⇒ cn+1 =

√
cn + 1

2

进行三角换元，设 cn = cosxn 则

cosxn+1 =

√
cosxn + 1

2
= cos xn

2
⇒ xn+1 =

1

2
xn = ... =

1

2n
x1, cn = cos

( x1

2n−1

)
这里初值为 cosx1 = c1 =

b1
a1
，代入回去求 an, bn 有

cn =
bn
an

= cos
( x1

2n−1

)
, bn+1 =

√
an+1bn, b

2
n+1 = an+1bn =

bn+1

cn+1
bn ⇒ bn+1

bn
=

1

cos
(
x1

2n

)
bn+1

b1
=

1

cos
(
x1

2

)
cos
(
x1

22

)
... cos

(
x1

2n

) =
2n sin x1

2n

sinx1
⇒ bn = b1

2n−1 sin x1

2n−1

sinx1

an =
bn
cn

=
b1

2n−1 sin x1
2n−1

sin x1

cos x1

2n−1

= 2n−1 b1
sinx1

tan x1

2n−1
, cosx1 = c1 =

b1
a1

由此可见

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn =
b1x1

sinx1
=

b1 arccos b1
a1√

1− b21
a2
1

=
a1b1 arccos b1

a1√
a21 − b21

所以收敛到同一极限

对于 a1 = 2
√
3, b1 = 3 的情况有

cosx1 =
3

2
√
3
=

√
3

2
, x1 =

π

6
, lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn =
b1x1

sinx1
= π

结论得证

注释 2.3.1： 有关复数的问题和例子见例题 2.3.6，考试时应当分类讨论，但是实际上视为复函数（定义域不
再是实数，而是全体复数，此时极限理论，等价替换之类的依旧成立）并不需要单独讨论初值大小，推导和

结论是统一的

注意通项表达式中如果某一部分出现了复数，这并不意味着通项最后代入具体值化简完不是实数！只不过是

借用复数来表达了而已
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2.3 求通项方法 第二章 数列与极限

例题 2.3.3 设 an = 2n−1 − 3an−1, n ≥ 1，求 a0 的所有可能值，使得 an 严格单调递增.

证明. 直接裂项，求通项即可

an+1

(−3)
n+1 =

an
(−3)

n +
2n

(−3)
n+1 ,

an+1

(−3)
n+1 − an

(−3)
n =

2n

(−3)
n+1

an+1

(−3)
n+1 =

a0

(−3)
0 − 1

3

(
1 +

(
−2

3

)
+ ...+

(
−2

3

)n)
= a0 −

1

3

1−
(
− 2

3

)n+1

5
3

an
(−3)

n = a0 −
1

5

(
1−

(
−2

3

)n)
, an =

(
a0 −

1

5

)
(−3)

n
+

1

5
2n

由此可见 a0 =
1

5
是唯一解
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2.3 求通项方法 第二章 数列与极限

例题 2.3.4 设 x1 > 0, xn+1 = 1 +
1

xn
，求极限 lim

n→∞
xn

证明. 采用不动点方法求通项即可，解方程 x2 − x− 1 = 0 ⇒ λ1 =
1 +

√
5

2
, λ2 =

1−
√
5

2
，所以

xn+1 − λ1

xn+1 − λ2
=

1 + 1
xn

− λ1

1 + 1
xn

− λ2

=
(1− λ1)xn + 1

(1− λ2)xn + 1
=

λ2xn + 1

λ1xn + 1
=

λ2

λ1

xn + 1
λ2

xn + 1
λ1

=
λ2

λ1

xn − λ1

xn − λ2

⇒ xn+1 − λ1

xn+1 − λ2
=

(
λ2

λ1

)n
x1 − λ1

x1 − λ2
→ 0, lim

n→∞
xn = λ1 =

1 +
√
5

2

例题 2.3.5 设 a1 = 1, an = n (an−1 + 1) , xn =

n∏
k=1

(
1 +

1

ak

)
，求极限 lim

n→∞
xn

证明.
xn =

n∏
k=1

(
1 +

1

ak

)
=

n∏
k=1

ak + 1

ak
=

n∏
k=1

ak+1

(k + 1) ak
=

an+1

a1

1

(n+ 1)!
=

an+1

(n+ 1)!

an = n (an−1 + 1) ,
an
n!

=
an−1

(n− 1)!
+

1

(n− 1)!
⇒ an+1

(n+ 1)!
=

n∑
k=0

1

k!
→ e
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2.3 求通项方法 第二章 数列与极限

例题 2.3.6 设 an+1 =
√
an + 2，求 an 的通项公式.

证明. 设 an = 2bn 则转化为例 2.3.2，立即得到 an = 2 cos θ1
2n−1

, cos θ1 =
1

2
a1

注释 2.3.2： 如果初值大于 1 以至于无法用三角函数怎么办，我们演示一下欧拉公式是如何解决问题的

例如 b1 = 3, bn+1 =

√
bn + 1

2
，要求通项公式，我们依旧用三角函数

bn = cosxn, cosxn+1 =

√
cosxn + 1

2
= cos xn

2
⇒ xn =

x1

2n−1
, bn = cos x1

2n−1
, cosx1 = b1

很明显实数范围内是无解的，现在用欧拉公式去进一步化简这个通项，使其全是实数

b1 = cosx1 =
eix1 + e−ix1

2
⇒ e2ix1 − 2b1e

ix1 + 1 = 0, eix1 = b1 ±
√
b21 − 1

bn = cos x1

2n−1
=

ei
x1

2n−1 + e−i
x1

2n−1

2
=

(
eix1

) 1

2n−1 +
(
eix1

)− 1

2n−1

2

=
1

2

((
b1 +

√
b21 − 1

) 1

2n−1

+

(
b1 +

√
b21 − 1

)− 1

2n−1

)
=

1

2

((
3 + 2

√
2
) 1

2n−1

+
(
3− 2

√
2
)− 1

2n−1

)
可见 bn 的极限依旧是 1，是否引入复数对求极限并无影响，因此例 2.3.2 同样道理，确实是可以不单独分类
讨论的（当然作为考试，书写过程时应当分类）

例题 2.3.7 设 a1 =
1

2
, an+1 = 2a2n + 2an，求 an 的通项公式.

证明.
an+1 = 2a2n + 2an = 2

(
an +

1

2

)2

− 1

2
⇒ 2an+1 + 1 = (2an + 1)

2
= ... = (2a1 + 1)

2n

⇒ an =
(2a1 + 1)

2n−1

− 1

2
=

22
n−1 − 1

2

17



2.4 STOLZ 公式应用 第二章 数列与极限

2.4 stolz 公式应用
stolz 公式非常好用，许多复杂的极限问题都可以用它快速解决

例题 2.4.1 求极限 lim
n→∞

n∑
k=1

n+ 1

2k (n+ 1− k)

证明.

lim
n→∞

n∑
k=1

n+ 1

2k (n+ 1− k)
= lim

n→∞

n∑
k=1

n+ 1

2n+1−kk
= lim

n→∞

n∑
k=1

2k

k

2n+1

n+1

= lim
n→∞

2n

n
2n+1

n+1 − 2n

n

= lim
n→∞

1
n

2
n+1 − 1

n

= 1

注释 2.4.1： 注意不能直接用 stolz 公式，需要先变形一下

所谓的估阶题，其实用简单的 stolz 公式也会有奇效
例题 2.4.2 求极限 lim

n→∞
n (Hn − lnn− γ)，其中 γ 为欧拉常数，Hn = 1 +

1

2
+ ...+

1

n
.

证明.

lim
n→∞

n (Hn − lnn− γ) = lim
n→∞

Hn − lnn− γ
1
n

= lim
n→∞

Hn+1 −Hn − ln (n+ 1) + lnn
1

n+1 − 1
n

= lim
n→∞

1
n+1 − ln

(
1 + 1

n

)
− 1

n2

= lim
n→∞

n2

(
ln
(
1 +

1

n

)
− 1

n+ 1

)
= lim

n→∞
n2

(
1

n
− 1

2n2
− 1

n+ 1

)
=

1

2

注释 2.4.2： 类似的，你可以继续计算 lim
n→∞

(
n (Hn − lnn− γ)− 1

2

)
，并且仅用 stolz 公式就能证明存在一

列 c1, ..., ck 使得

Hn = lnn+ γ +
c1
n

+
c2
n2

+ ...+
ck
nk

+O

(
1

nk+1

)
, n → ∞
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2.4 STOLZ 公式应用 第二章 数列与极限

同样是使用公式，但是直接使用和变形后再使用带来的效果却不一样，直接用可能做不出来

例题 2.4.3 设 x1 > 0, xn+1 = xn +
1√
nxn
，求极限 lim

n→∞
n− 1

4xn.

证明. 显然 xn 单调递增，如果有界则 xn ≤ A，代入可知 xn+1 − xn =
1√
nxn

≥ 1

A
√
n
，求和知右边发散，矛盾，所

以 xn 单调递增趋于无穷，下面用 stolz 公式求极限

lim
n→∞

x2
n√
n
= lim

n→∞

x2
n+1 − x2

n
1

2
√
n

= lim
n→∞

1√
nxn

(
2xn + 1√

nxn

)
1

2
√
n

= 2 lim
n→∞

(
2 +

1√
nx2

n

)
= 4

因此所求的极限是 2

注释 2.4.3： 直接用 stolz 会做不出来：

lim
n→∞

xn

n
1
4

= lim
n→∞

xn+1 − xn

1
4n

− 3
4

= lim
n→∞

4 1√
nxn

n− 3
4

= 4 lim
n→∞

n− 1
4

xn

注意我们事先并没有论证极限存在，所以不可以“解方程”得到所求极限为 2

我们也可以待定系数自己探索出数列的阶并算出来这样的结果：

lim
n→∞

xa
n

nb
= lim

n→∞

xa
n+1 − xa

n

bnb−1
= lim

n→∞

(
xn + 1√

nxn

)a
− xa

n

bnb−1
= lim

n→∞

xa
n

((
1 + 1√

nx2
n

)a
− 1
)

bnb−1

= lim
n→∞

xa
n

a√
nx2

n

bnb−1
=

a

b
lim

n→∞

xa−2
n

nb− 1
2

⇒ a = 2, b =
1

2
, lim
n→∞

xa
n

nb
= lim

n→∞

x2
n√
n
=

a

b
= 4

本题可以用定积分做，但是也可以采用 stolz 公式解决

例题 2.4.4 求极限 lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

√
1 +

i

n

证明.

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

√
1 +

i

n
= lim

n→∞

n∑
k=1

√
n+ i

n
√
n

= lim
n→∞

√
2n+ 1 +

√
2n+ 2−

√
n+ 1

3
2

√
n

=
2

3

(
2
√
2− 1

)
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2.4 STOLZ 公式应用 第二章 数列与极限

例题 2.4.5 设 k ≥ 2, a0 > 0, an+1 = an +
1

k
√
an
，求极限 lim

n→∞

ak+1
n

nk
.

证明. 显然 an 单调递增趋于正无穷，根据 stolz 公式有

lim
n→∞

a
1+ 1

k
n

n
= lim

n→∞

(
a
1+ 1

k
n+1 − a

1+ 1
k

n

)
= lim

n→∞

((
an + a

− 1
k

n

)1+ 1
k

− a
1+ 1

k
n

)
= lim

n→∞
a
1+ 1

k
n

((
1 + a

− 1
k−1

n

)1+ 1
k

− 1

)
= lim

x→+∞
x1+ 1

k

((
1 + x−(1+ 1

k )
)1+ 1

k − 1

)
= lim

x→+∞
x1+ 1

k

(
1 +

1

k

)
x−(1+ 1

k ) = 1 +
1

k

因此所求极限是

(
1 +

1

k

)k

例题 2.4.6 设 k 为正整数，正数列 xn 满足 lim
n→∞

xn

(
xk
1 + xk

2 + ...+ xk
n

)
= 1，证明： lim

n→∞
nxk+1

n =
1

k + 1
.

证明. 设 Sn = xk
1 + xk

2 + ...+ xk
n 则 Sn 单调递增，如果 Sn 有界，则 xn 趋于零，xnSn → 0 与条件矛盾，所以 Sn

单调递增趋于正无穷，进一步结合条件有 xn 趋于零，下面运用等价无穷小替换和 stolz 公式来求极限

lim
n→∞

nxk+1
n = lim

n→∞

nxk+1
n Sk+1

n

Sk+1
n

= lim
n→∞

n

Sk+1
n

= lim
n→∞

1

Sk+1
n+1 − Sk+1

n

= lim
n→∞

1

(Sn+1 − Sn)
(
Sk
n+1 + Sk−1

n+1Sn + ...+ Sn+1S
k−1
n + Sk

n

)
= lim

n→∞

1

xk+1
n+1

(
Sk
n+1 + Sk−1

n+1Sn + ...+ Sn+1S
k−1
n + Sk

n

)
= lim

n→∞

1

(xn+1Sn+1)
k
+ (xn+1Sn+1)

k−1
(xn+1Sn) + ..+ (xn+1Sn+1) (xn+1Sn)

k−1
+ (xn+1Sn)

k

=
1

k + 1
,

(
lim

n→∞
xn+1Sn = lim

n→∞

xn+1Sn+1Sn

Sn+1
= lim

n→∞

Sn

Sn+1
= lim

n→∞

1

1 + an+1

Sn+1

= 1

)
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2.5 递推数列性态分析 第二章 数列与极限

2.5 递推数列性态分析

如果递推函数是单调递增的，则蛛网图分析起来非常方便，往往单调有界就能解决问题

例题 2.5.1 设 u1 = b, un+1 = u2
n + (1− 2a)un + a2，求 a, b 的值使得 un 收敛，并求极限.

证明. 几何上看，递推函数 f(x) = x2 + (1 − 2a)x+ a2 = (x− a)2 + x 是一个开口向上的二次函数，并且与 y = x

相切，唯一切点是 (a, a)，这意味着数列如果收敛则极限必须是 a

再注意到 f(x) ≥ x 恒成立所以数列是单调递增的，因此如果要收敛，则必须每一项都不超过 a，一旦有一项严

格大于 a，则数列会单调递增趋于正无穷，反之如果数列的每一项都不超过 a，则 un 单调递增有上界，因此收敛

换句话说，数列收敛的充要条件是 un ≤ a 恒成立，且收敛时极限是 a

画蛛网图，用 y = a 去截二次函数，可以看到另一个交点是 x = a− 1，至此容易看出结论就是：收敛当且仅当

b ∈ [a− 1, a]，下面证明

方法一：由 un+1 − un = u2
n − 2aun + un + a2 − un = (un − a)

2 ⩾ 0, 知 {un} 为单调增数列.
若 {un} 收敛, 设 lim

n→+∞
un = x 为有限数。由 un+1�un 的关系式得 x = x2 + (1 − 2a)x + a2 = (x − a)2 + x,

所以 x = a. 即若 {un} 收敛, 其极限值必为 a.
因为 {un} 单调增, 所以 ∀n ∈ N, un ⩽ a. 特别 u1 = b ⩽ a. 由此知若 b > a, {un} 必发散.
（i）若 u1 = b = a ，则 u2 = u3 = · · · = un = a 。数列收敛.
（ii）考虑 u1 = b < a 的情形。u2 = (b− a)2 + b

当 u1 = b = a − 1 时, u2 = b + 1 = a, 于是当 n ⩾ 2 时,un = a, 数列也收敛. 当 u1 = b < a − 1 时,
u2 − a = (b− a)2 + b− a = (b− a)(b− a+ 1) > 0, u2 > a, 与 ∀n ∈ N, un ⩽ a 矛盾. 此时,{un} 发散。
当 a− 1 < u1 = b < a 时, 有 −1 < u1 − a < 0, 递推得 ∀n ∈ N, a− 1 < un < a, 数列收敛.
综上所述, 当 b ∈ [a− 1, a] 时, {un} 收敛于 a . 否则发散.
方法二：结合前面的分析知数列收敛等价于 un ≤ a 恒成立，解不等式 u2 = b2 + (1 − 2a)b + a2 ≤ a 得到

b ∈ [a− 1, a]，这就是充要条件

注释 2.5.1： 如果是考试，采用方法二，应当补充细节，写完整
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2.5 递推数列性态分析 第二章 数列与极限

有些递推数列极限问题，可以直接减去不动点看收敛速度，也可以考虑单调有界方法，两种方法

例题 2.5.2 设 x1 > 0, x1 ̸= 1, xn+1 =
x2
n

2 (xn − 1)
，证明 xn 收敛并求极限.

证明. 分析一下：递推函数 f (x) =
x2

2 (x− 1)
=

1

2

(
x− 1 +

1

x− 1

)
+ 1 是高中常见的对勾函数，性质是知道的，解

方程 f(x) = x 可知 x = 0, 2，有两个不动点，画图容易看出当 x1 ∈ (0, 1) 时极限是 0，而 x1 > 1 时极限是 2，并且

x > 1 时 f(x) ≥ 2，x < 1 时 f(x) ≤ 0，而且不论哪种情况数列都是单调的，因此下面我们对初值分类讨论

1. 如果 x1 > 1，则 xn ≥ 2, ∀n ≥ 2，所以

|xn+1 − 2| =
∣∣∣∣ x2

n

2 (xn − 1)
− 2

∣∣∣∣ = (xn − 2)
2

2 (xn − 1)
= |xn − 2|

∣∣∣∣ xn − 2

2 (xn − 1)

∣∣∣∣ ≤ 1

2
|xn − 2| ≤ ... ≤ 1

2n
|x1 − 2|

由此可知极限是 2

2. 如果 x1 ∈ (0, 1)，则 xn ≤ 0, ∀n ≥ 2，所以

|xn+1| =
∣∣∣∣ x2

n

2 (x− 1)

∣∣∣∣ = |xn|
∣∣∣∣ xn

2 (xn − 1)

∣∣∣∣ ≤ 1

2
|xn| ≤ ... ≤ 1

2n
|x1|

由此可知极限是 0

注释 2.5.2： 上面我们运用了分式 ax+ b

cx+ d
的单调性与取值范围，这种都是可以分离常数然后自己画出草图并

得到范围的（高考基本功）

还有一个方法就是单调有界，比如证明 x1 > 1 时 xn 从 n = 2 开始是单调递减且有下界 2 的，x1 ∈ (0, 1) 时

xn 从 n = 2 开始是单调递增且有上界 0 的，然后解方程 f(x) = x 得到结论，自行完成
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2.5 递推数列性态分析 第二章 数列与极限

递推函数递减时候，意味着奇偶两个子列具有相反的单调性，本题没有产生新的不动点，是容易的

例题 2.5.3 设 S1 = 1, Sn+1 = Sn +
1

Sn
−
√
2，证明： lim

n→∞
Sn =

1√
2

证明. 画图分析表明递推函数（在 (0, 1) 内）是递减的，所以数列不单调，但是奇偶子列分别单调，并且（这一步只

能说“似乎”，因为对于不同的递减的递推式，可能结论是不一样的，取决于二次复合有没有新的不动点）奇子列单

调递增趋于
1√
2
，偶子列单调递减趋于

1√
2
，数列的范围自然是在 [S1, S2] 之间，显然不动点只有

1√
2
一个，因此

证明单调有界即可解决问题，下面是证明

S1 = 1, S2 = 2−
√
2，先证明 Sn ∈

[
2−

√
2, 1
]
恒成立，采用归纳法

n = 1, 2 时显然成立，如果 n 时成立，则 n+ 1 时，注意 f(x) = x+
1

x
−

√
2 在区间 (0, 1) 中单调递减，所以

2−
√
2 ≤ Sn+1 ≤ 2−

√
2 +

1

2−
√
2
−
√
2 = 2− 2

√
2 +

2 +
√
2

2
= 3− 3

2

√
2 ≤ 1

这就证明了 Sn 是有界数列，且 S3 ≤ S1, S4 ≥ S2，下面证明 S2n−1 递减，S2n 递增：

注意函数 f(x) = x+
1

x
−
√
2 在区间 (0, 1) 中单调递减，所以如果已知 S2n+1 ≤ S2n−1, S2n+2 ≥ S2n，则

S2n+3 = f (S2n+2) ≤ f (S2n) = S2n+1, S2n+4 = f (S2n+3) ≥ f (S2n+1) = S2n+2

根据归纳法可得单调性，这说明 S2n−1, S2n 都是单调有界的，因此极限存在，设

lim
n→∞

S2n−1 = a, lim
n→∞

S2n = b, a, b ∈
[
2−

√
2, 1
]

在递推式 Sn+1 = Sn +
1

Sn
−
√
2 中分别让 n 取奇数，偶数，然后令 n → ∞ 取极限，可得关于极限 a, b 的方程

组 a = b+
1

b
−

√
2, b = a+

1

a
−
√
2，希望证明 a = b =

1√
2
，为了解这个方程组，三种方法

方法一：直接硬算，将其中一个式子代入到另一个中

a = b+
1

b
−
√
2 = a+

1

a
−
√
2 +

1

a+ 1
a −

√
2
−
√
2 =

1− 3
√
2a+ 7a2 − 3

√
2a3 + a4

a
(
1−

√
2a+ a2

)
1− 3

√
2a+ 7a2 − 3

√
2a3 + a4 − a2

(
1−

√
2a+ a2

)
= −

(√
2a− 1

)3
= 0

由此可知 a = b =
1√
2
，所以数列 Sn 收敛于

1√
2

方法二：上面硬算起来实在太麻烦了，我们可以先对递推式变形化简，减小计算量

Sn+1 = Sn +
1

Sn
−
√
2 =

S2
n −

√
2Sn + 1

Sn
=

(
Sn −

√
2
2

)2
+ 1

2

Sn

Sn+1 −
√
2

2
=

(
Sn −

√
2
2

)2
+ 1

2 −
√
2
2 Sn

Sn
=

(
Sn −

√
2
2

) (
Sn −

√
2
)

Sn

然后对奇偶子列（代入递推式）分别取极限可得方程组

a−
√
2

2
=

(
b−

√
2
2

) (
b−

√
2
)

b
, b−

√
2

2
=

(
a−

√
2
2

) (
a−

√
2
)

a
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2.5 递推数列性态分析 第二章 数列与极限

如果 a, b 之中有一个是
1√
2
，则另一个也是，显然数列 Sn 收敛于

1√
2
，如果都不是则

a−
√
2

2
=

(
b−

√
2
2

) (
b−

√
2
)

b
=

(
a−

√
2
2

) (
a−

√
2
) (

b−
√
2
)

ab(
a−

√
2
)(

b−
√
2
)
− ab = 2−

√
2 (a+ b) = 0 ⇒ a+ b =

√
2

⇒ a−
√
2

2
=

√
2

2
− b =

(
b−

√
2
2

) (
b−

√
2
)

b
⇒ b−

√
2 = −b, b =

√
2

2
= a

导致矛盾

方法三（最快的方法，比上课的算法要好）：如果 a ̸= b，则根据方程组有

ab = b2 −
√
2b+ 1 = a2 −

√
2a+ 1 ⇒ a+ b =

√
2

b = a+
1

a
−
√
2 =

√
2− a ⇒ 2

√
2 = 2a+

1

a
≥ 2

√
2a · 1

a
= 2

√
2

由此可知 a = b =
1√
2
矛盾

注释 2.5.3： 一般来说，递推函数递减时候是否收敛完全取决于递推函数二次复合之后在区间内（这个数列

的最大，最小值对应的区间）是否会有新的不动点，如果没有就收敛，如果有，则通常奇偶子列收敛到不同

极限，于是数列不收敛

可以看到核心是二次复合后是否有新的不动点，也即解方程 f(f(x)) = x，一般不建议硬算，尤其是多项式或

者分式类型，往往化为两个方程 a = f(b), b = f(a) 然后作差会比较方便，只有出现超越函数时候，才有必要

真的把二次复合化简算出来，然后硬解方程，或者求导研究问题，这样“迫不得已”的例子见最后一个练习

题。
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2.6 综合问题 第二章 数列与极限

2.6 综合问题

本题方法很多，来自于早年的数学类决赛，但是只要学过数列极限基本知识就能做出来，不难

例题 2.6.1 用单调有界原理计算 lim
n→∞

Sn, Sn =

(
1

n

)n

+

(
2

n

)n

+ ...+

(
n− 1

n

)n

.

证明. 因为
Sn =

(
1

n

)n

+

(
2

n

)n

+ ...+

(
n− 1

n

)n

Sn+1 =

(
1

n+ 1

)n+1

+

(
2

n+ 1

)n+1

+ ...+

(
n− 1

n+ 1

)n+1

+

(
n

n+ 1

)n+1

所以证明

(
k

n

)n

≤
(
k + 1

n+ 1

)n+1

, 1 ≤ k ≤ n− 1 即可，这等价于
(n+ 1)

n+1

nn
≤ (k + 1)

n+1

kn

实际上 ak =
(k + 1)

n+1

kn
, 1 ≤ k ≤ n 是单调递减数列，因为

ak+1

ak
=

kn(k + 2)
n+1

(k + 1)
2n+1 =

(x− 1)
n
(x+ 1)

n+1

x2n+1
=

(
1− 1

x2

)n(
1 +

1

x

)
, x = k + 1 ∈ [2, n]

n ln
(
1− 1

x2

)
+ ln

(
1 +

1

x

)
≤ − n

x2
+

1

x
=

x− n

x2
≤ 0 ⇒ ak+1 ≤ ak

于是
(k + 1)

n+1

kn
= ak ≥ an =

(n+ 1)
n+1

nn
，也即 Sn 单调递增

注意

Sn =

n−1∑
k=1

(
k

n

)n

=

n−1∑
k=1

(
1− k

n

)n

=

n−1∑
k=1

en ln(1− k
n ) ≤

n−1∑
k=1

e−k ≤
∞∑
k=1

e−k =
1

e− 1

所以单调有界，极限一定存在，设为 S

对任意正整数 n > m，先固定 m，对 n 取极限有

Sn =

n−1∑
k=1

(
1− k

n

)n

≥
m∑

k=1

(
1− k

n

)n

⇒ S = lim
n→∞

Sn ≥
m∑

k=1

lim
n→∞

(
1− k

n

)n

=

m∑
k=1

e−k

这对任意正整数 m 均成立，再令 m → ∞ 有 S ≥ 1

e− 1
，从而所求极限为

1

e− 1

注释 2.6.1： 后面设两个变量 m,n 的技巧或许看上去感觉很秀，其实本题实际上可以用级数版本的控制收敛

定理直接换序秒杀（当然考试时候不要这么干），而那个定理的证明不需要任何高级技术与背景知识，同样就

是什么这样子设一个 m,n 然后类似操作下就证出来了，所以本质上这个“秀”的做法是证明了那个换序定理
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2.6 综合问题 第二章 数列与极限

关于递推数列问题，之前说过如果递推函数是单调递减的，则奇偶两个子列通常会具备单调性，于是自然要考

虑二阶不动点，在定量分析时蛛网图方法将会失效，该怎么办呢？来看一个曾经的数学类决赛题，对非数不困难

例题 2.6.2 设 c, x1 ∈ (0, 1)，数列 {xn} 满足 xn+1 = c(1− x2
n), x2 ̸= x1，证明 xn 收敛当且仅当 c ∈ (0,

√
3

2
].

证明. 方法一：根据题目显然有 xn ∈ (0, 1)，考虑函数 f(x) = c(1− x2)，则 f(x) 单调递减，并且 f(x) = x 在区间

(0, 1)中有唯一解 t0 =

√
1 + 4c2 − 1

2c
，则 x1 ̸= t0，不妨设 x1 ∈ (0, t0)（若不然 x1 > t0，则 x2 = f(x1) < f(t0) = t0，

从 x2 开始考虑即可），所以 x2 > t0, x3 < t0, ... 也即 x2n−1 < t0, x2n > t0 恒成立

为了研究奇偶子列的单调性，考虑二次复合，计算有

f (f (x))− x = c
(
1− c2

(
1− x2

)2)− x =
(
−cx2 − x+ c

) (
c2x2 − cx+ 1− c2

)
两个因子都是二次函数，前者开口向下，在 (0, 1) 区间中与 y = x 的唯一交点（横坐标）是 t0 =

√
1 + 4c2 − 1

2c
，

后者开口向上，解方程有（形式上）x =
1±

√
4c2 − 3

2c

因此我们应该以 c =

√
3

2
分类，当 c ∈ (0,

√
3

2
] 时，c2x2 − cx + 1 − c2 ≥ 0 也即当 x ∈ (0, t0) 时 f(f(x)) ≥ x，

x ∈ (t0, 1) 时 f(f(x)) ≤ x，代入可知

x1 ≤ x3 ≤ x5 ≤ ... ≤ t0, x2 ≥ x4 ≥ x6 ≥ ... ≥ t0

也即奇子列单调递增有上界 t0，偶子列单调递减有下界 t0，所以奇偶子列分别都收敛，解方程 f(f(x)) = x 可知其

在 (0, 1) 中有唯一解 t0 =

√
1 + 4c2 − 1

2c
，所以奇偶子列收敛到同一值，数列收敛

当 c >

√
3

2
时，显然有

1−
√
4c2 − 3

2c
<

√
1 + 4c2 − 1

2c
<

1 +
√
4c2 − 3

2c
，从左至右依次记为 t1 < t0 < t2

采用反证法，如果 xn 收敛，则解方程 f(x) = x 可知 xn → t0，注意 x2n−1 ∈ (0, t0), x2n ∈ (t0, 1) 并且反证法

表明这两个子列也都收敛到 t0，则存在 N 使得 n > N 时恒有 x2n−1 ∈ (t1, t0), x2n ∈ (t0, t2)

注意

f (f (x))− x =
(
−cx2 − x+ c

) (
c2x2 − cx+ 1− c2

)
因此在区间 (t1, t0) 中 f(f(x)) < x，区间 (t0, t2) 中 f(f(x)) > x，所以 n > N 时奇子列单调递减，偶子列单

调递增，根据单调有界，只能奇子列收敛到 t1，偶子列收敛到 t2，这与 xn → t0 矛盾

方法二：这个方法可以快速说明 c >

√
3

2
时数列一定不收敛，但是剩下一半似乎用不了

显然 f(x) = x 的解是 t0 =

√
1 + 4c2 − 1

2c
，如果 c >

√
3

2
，求导有 f ′ (x) = −2cx, |f ′ (t0)| =

√
1 + 4c2 − 1 > 1

所以在 t0 附近的一个邻域内都有 |f ′(x)| ≥ 1 + δ > 1，而如果此时 xn 收敛，则必然收敛到 t0，也就是说存在

xN 落入 t0 附近一个去心邻域内（条件 x2 = ̸= x1 保证了 xn ̸= t0 恒成立），于是

|xN+1 − t0| = |f (xN )− f (t0)| = |f ′ (ξ)| |xN − t0| ≥ (1 + δ) |xN − t0|

以此类推下去，显然 xn 与 t0 的距离只会越来越远，因此不可能收敛到 t0 导致矛盾

注释 2.6.2： 方法一是标准方法也是通用的，注意多项式时候一定有整除关系 f(x) − x|f(f(x)) − x 所以必

定能因式分解

方法二则是回忆之前讲过的“极限点处导数大于等于 1 时候就不可能压缩映射”，利用这个原理我们很快能

发现 c 的分界线，同时也能快速说明 c >

√
3

2
时数列一定不收敛
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2.6 综合问题 第二章 数列与极限

对于阶乘来说，最好用的估计工具莫过于斯特林公式，与组合数相关的极限问题，我们可以尝试将其全部转化

为阶乘然后估计大小，但是斯特林公式作为等价量的一个估计，需要在 n 很大时候才成立，因此组合数上下标之间

的关系直接影响着用斯特林公式估算组合数是否准确，我们给出一个定量估计的具体问题

例题 2.6.3 设 n, v 为正整数且 1 < v < n，满足 lim
n→∞

v − n
2√

n
= λ > 0，证明： lim

n→∞

√
n

2n
Cv

n =

√
2

π
e−2λ2 .

证明. 根据条件，显然在 n → ∞ 时 v 也会趋于无穷，设 v =
n

2
+ w

√
n, lim

n→∞
w = λ > 0，则有

√
n

2n
Cv

n =

√
n

2n
n!

v! (n− v)!
, n! ∼

√
2πn

(n
e

)n
lim

n→∞

√
n

2n
Cv

n = lim
n→∞

√
n

2n

√
2πn

(
n
e

)n
√
2πv

(
v
e

)v√
2π (n− v)

(
n−v
e

)n−v

=
1√
2π

lim
n→∞

nn

2nvv(n− v)
n−v

n√
v (n− v)

=

√
2

π
e−2λ2

⇔ lim
n→∞

nn

2n
(
n
2 + w

√
n
)v(n

2 − w
√
n
)n−v

n

2
√

v (n− v)
= e−2λ2

lim
n→∞

n

2
√
v (n− v)

= lim
n→∞

n

2
√(

n
2 + w

√
n
) (

n
2 − w

√
n
) = lim

n→∞

1√
1− 4w2√

n

= 1

⇔ lim
n→∞

nn

(n+ 2w
√
n)

n
2 +w

√
n
(n− 2w

√
n)

n
2 −w

√
n
= e−2λ2

⇔ lim
n→∞

1(
1 + 2w√

n

)n
2 +w

√
n(

1− 2w√
n

)n
2 −w

√
n
= e−2λ2

⇔ lim
n→∞

((n
2
+ w

√
n
)
ln
(
1 +

2w√
n

)
+
(n
2
− w

√
n
)
ln
(
1− 2w√

n

))
= 2λ2(n

2
+ w

√
n
)
ln
(
1 +

2w√
n

)
+
(n
2
− w

√
n
)
ln
(
1− 2w√

n

)
=
(n
2
+ w

√
n
)( 2w√

n
− 2w2

n
+O

(
1

n
√
n

))
+
(n
2
− w

√
n
)(

− 2w√
n
− 2w2

n
+O

(
1

n
√
n

))
= w

√
n+ w2 +O

(
1√
n

)
− w

√
n+ w2 +O

(
1√
n

)
= 2w2 +O

(
1√
n

)
结论得证
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这是一个综合性较强的分段放缩问题

例题 2.6.4 求极限 lim
n→∞

ln3n√
n

n−2∑
k=2

1

ln k ln (n− k) ln (n+ k)
√
n+ k

.

证明. 注意到 lnn
ln (2n) → 1，所以

lim
n→∞

ln3n√
n

n−2∑
k=2

1

ln k ln (n− k) ln (n+ k)
√
n+ k

= lim
n→∞

ln2n√
n

n−2∑
k=2

1

ln k ln (n− k)
√
n+ k

显然

lim
n→∞

1√
n

n−2∑
k=2

1√
n+ k

= lim
n→∞

1

n

n−2∑
k=2

1√
1 + k

n

= lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

1√
1 + k

n

=

∫ 1

0

1√
1 + x

dx = 2
√
2− 2

我们用上面的东西来拟合，所以尝试证明

lim
n→∞

1√
n

n−2∑
k=2

1√
n+ k

( ln2n
ln k ln (n− k)

− 1

)
= lim

n→∞

1

n

n−2∑
k=2

1√
1 + k

n

( ln2n
ln k ln (n− k)

− 1

)
= 0

注意求和里面的每一项都是正的，并且
1√
1 + k

n

∈
[

1√
2
, 1

]
，所以只需证

lim
n→∞

1

n

n−2∑
k=2

( ln2n
ln k ln (n− k)

− 1

)
= 0

注意对称性，证明 lim
n→∞

1

n

n
2∑

k=2

( ln2n
ln k ln (n− k)

− 1

)
= 0 即可，待定一个 m 来分段放缩

首先容易看出数列 ln k ln(n− k) 在 2 ≤ k ≤ n

2
时是单调递增的，这是因为

f (x) = lnx ln (n− x) , f ′ (x) =
ln (n− x)

x
− lnx

n− x
> 0

⇔ (n− x) ln (n− x) > x lnx, ∀x ∈
(
2,

n

2

)
显然成立，所以

1

n

m∑
k=2

( ln2n
ln k ln (n− k)

− 1

)
≤ 1

n

m∑
k=2

( ln2n
ln 2 ln (n− 2)

− 1

)
=

m

n

( ln2n
ln 2 ln (n− 2)

− 1

)
1

n

n
2∑

k=m

( ln2n
ln k ln (n− k)

− 1

)
≤ 1

n

n
2∑

k=m

( ln2n
lnm ln (n−m)

− 1

)
≤ ln2n

lnm ln (n−m)
− 1

为了让第一个趋于零，可以取 m =
n

2ln2n
，然后代入检查第二个极限

lim
n→∞

ln2n
lnm ln (n−m)

− 1 = lim
n→∞

ln2n
ln n

2ln2n ln
(
n− n

2ln2n
) − 1 = 0

所以结论得证（过程中严格来讲应补上取整符号，这里方便起见省略了）
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递推数列求极限通常我们习惯于直接算不动点，然后减去不动点看收敛速度，但是如果是二阶的递推，便没有

这么简单，最好用的方法其实是上下极限，但是有时我们也能采用同样的不动点思想，配合待定系数解决

例题 2.6.5 设 x1 = a > 0, x2 = b > 0, xn+2 = 3 +
1

x2
n+1

+
1

x2
n

，证明：数列 xn 收敛.

证明. 根据条件显然 n ≥ 3 时 xn ≥ 3，代入进而 n ≥ 5 时 xn ∈ [3, 4]，于是

|xn+2 − xn+1| =
∣∣∣∣ 1

x2
n+1

− 1

x2
n−1

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1

x2
n+1

− 1

x2
n

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 1x2
n

− 1

x2
n−1

∣∣∣∣ =
∣∣x2

n+1 − x2
n

∣∣
x2
n+1x

2
n

+

∣∣x2
n − x2

n−1

∣∣
x2
nx

2
n−1

=
1

xn+1xn

(
1

xn+1
+

1

xn

)
|xn+1 − xn|+

1

xnxn−1

(
1

xn
+

1

xn−1

)
|xn − xn−1|

≤ 2

27
|xn+1 − xn|+

2

27
|xn − xn−1| , ∀n ≥ 4

记 un = |xn − xn−1|，则 un+2 ≤ 2

27
(un+1 + un)，类比二阶线性递推数列方法，希望找到 λ > 0, q ∈ (0, 1) 使

得 un+2 + λun+1 ≤ q (un+1 + λun) 恒成立，这样一直递推下去就有 un+2 + λun+1 ≤ Cqn, C > 0，说明 |xn+1 − xn|
是以等比数列速度趋于零的，根据柯西收敛准则显然 xn 收敛，结论成立

而对比已知不等式 un+2 ≤ 2

27
(un+1 + un) 和目标 un+2 ≤ (q − λ)un+1 + qλun，只需要 q − λ ≥ 2

27
, qλ ≥ 2

27
，

这明显有很多可以的取法，例如 q =
1

2
, λ =

1

3
，因此得证

注释 2.6.3： 你也可以设不动点，然后两边减去不动点，类似的去构造一个二阶线性递推数列，然后待定系

数放缩一下说明收敛，自行尝试
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2.7 练习题 第二章 数列与极限

2.7 练习题

习题 2.7.1 求极限 lim
x→0+

(cotx)
1

ln x

习题 2.7.2 求极限 lim
x→+∞

(
(1 + x)

1
x − x

1
x

)
(x lnx)2

xx
1
x − x

.

习题 2.7.3 设 lim
n→∞

xn = 0常数 K 使得 |y1|+ ...+ |yn| ≤ K 对任意正整数 n恒成立，令 zn = x1yn+x2yn−1+

...+ xny1，证明： lim
n→∞

zn = 0.

习题 2.7.4 设 a, b > 0 使得 lim
n→∞

1

na

n∑
k=2

n
1

ln k = b，求 a, b 的值.

习题 2.7.5 求极限 lim
n→∞

n−2∑
k=2

lnCk
n

ln k

n−2∑
k=2

n−k
ln k

注意：上面这个分段估计的练习题有一定难度与综合性，基础不好的同学可以先跳过

习题 2.7.6 设 lim
n→∞

an = a，证明： lim
n→∞

1

2n

n∑
k=0

Ck
nak = a

上题直观非常显然，但是证明也并非一句话完事，非数同学可以借此训练一下如何书写过程

习题 2.7.7 设正数列 {an} 满足 lim
n→∞

an
an+1 + an+2

= 0，证明：数列 {an} 无界.

习题 2.7.8 设 an+1 =

√
1 + an

2
, |a1| < 1，求极限 lim

n→∞
4n (1− an).

习题 2.7.9 设 a1 = 1, an+1 = an +
√
a2n + an + 1，求 an 的通项公式和等价无穷大量.

习题 2.7.10 求极限 lim
n→∞

√
n

n∏
k=1

e1−
1
k(

1 + 1
k

)k .
习题 2.7.11 求极限 lim

n→∞

(
n∑

k=1

1√
n2 + n+ k

)n

.

习题 2.7.12 设 x1 =
√
7, x2 =

√
7−

√
7, xn+2 =

√
7−

√
7 + xn，求极限 lim

n→∞
xn.

习题 2.7.13 求极限 lim
x→∞

n∑
k=0

(−1)
k
Ck

n

√
x2 + k.

习题 2.7.14 设 xn =
n

√√
2! · 3

√
3!...

n
√
n!，证明： lim

n→∞

(
(n+ 1)

2

xn+1
− n2

xn

)
= e2.

习题 2.7.15 设正整数 p 使得 lim
n→∞

(an+p − an) = λ，证明： lim
n→∞

an
n

=
λ

p
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第三章 函数极限与导数

这部分基本概念很多，初学时也容易犯错误，尤其是可导，连续，导函数连续等等相关的问题，千万不能想当

然，应该严格按照定义执行，确保每一步有理有据。此外要掌握常见的反例：f(x) = xm sin 1

xn
，很多时候判断题的

反例都与它有关，当你拿不准某个猜想对不对时候（实际上，这部分的猜想如果不能简单的证明出来，基本就是错

的），这个结构的函数通常也能否定你的猜测。

关于基本概念的判断题虽然在 CMC 中不会考，但是考研时经常会遇到相关的选择题，而且概念不清很容易导
致做解答题时候出现伪证（比如分明条件不支持你洛必达，但是你直接无脑洛必达搞出来了一个正确的答案；又比

如“该点的导数”和“导函数在该点的极限”，尽管有时可能数字是相同的，但是它们的定义本来就不一样，如果你

不能明确区分用哪个算，考试时候就很危险）。

本节需要强调的公式就是各种各样的求导法则，包括：反函数求导，隐函数求导，复合函数求导，高阶导数。面

对高阶导数问题，除去课本上明确的几个基本结果以及莱布尼茨公式之外，剩下的问题大多依赖于数学归纳法或者

递推方法，通常可以先算几个找规律然后证明，对着正确的式子用归纳法验证一定是没有任何难度的！

基本的高阶导公式包括 eax,
1

ax+ b
, lnx, sin (ax+ b) , xa 这些函数的 n 阶导结果，都是简单而直接的，面对两

个函数相乘求导的问题，则很多时候要用莱布尼茨公式

结论 3.0.1: 莱布尼茨公式

(f (x) g (x))
(n)

=

n∑
k=0

Ck
nf

(n−k) (x) g(k) (x)

函数方程问题一定要搞清楚最基本的柯西方程，它是很多其余函数方程问题的基础或者说基本模型，另外很多

时候单从一个函数方程并不能锁定出目标函数，往往需要加上连续性，可导性之类的辅助条件（以排除比较逆天的

反例），那么给了你这样的条件就暗示着你肯定要用，比如尽管方程里面没有出现导数，但是函数可导，那就要尝试

对其中一个变量求导，看能不能得到有用的东西。
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3.1 基本概念与题目 第三章 函数极限与导数

3.1 基本概念与题目

例题 3.1.1 证明 lim
x→0

f(x)与 lim
x→0

f
(
x3
)
同时存在或不存在,而当它们存在时必相等，又问 lim

x→0
f(x)与 lim

x→0
f
(
x2
)

是否一定同时存在或不存在?

证明. 如果 lim
x→0

f(x) = A，则 lim
x→0

f(x3) = lim
u→0

f(u) = A

如果 lim
x→0

f
(
x3
)
= A，则 lim

x→0
f (x) = lim

x→0
f

((
x

1
3

)3)
= lim

u→0
f
(
u3
)
= A

由此可知前半部分结论成立

对于后半部分则结论显然不对，因为 lim
x→0

f
(
x2
)
存在只能反应 x > 0 的性质，无法刻画 x < 0 的部分

例题 3.1.2 设 f ∈ C(R), 且有 f(−∞) = A < B = f(+∞), 证明: 对每个 c ∈ (A,B), 存在 ξ , 使得 f(ξ) = c .

证明. 根据极限保号性可知，存在充分小的 x1 和充分大的 x2 使得 f (x1) <
c+A

2
< c, f (x2) >

c+B

2
> c

注意连续函数在 [x1, x2] 区间中的介值性，可知结论成立
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3.1 基本概念与题目 第三章 函数极限与导数

例题 3.1.3 设 f (x) =


x2 − x

|x| (x2 − 1)
, x ̸= 0,±1

1, x = 0,±1

，求 f(x) 的间断点及其类型.

证明. 首先将 f(x) 在各个区间上的表达式化简，显然有

f (x) =


1

x+ 1
, x > 0, x ̸= 1

− 1

x+ 1
, x < 0, x ̸= −1

1, x = 0,±1

由此可知

f
(
1+
)
= f

(
1−
)
=

1

2
, f
(
0+
)
= 1, f

(
0−
)
= −1, f

(
−1+

)
= −∞, f

(
−1−

)
= +∞

结合条件，故 x = 1 是可去间断点，x = 0 是跳跃间断点，x = −1 是无穷间断点

例题 3.1.4 设 f(x) 定义在 [0, 1] 中且 lim
x→0+

f

(
x

(
1

x
−
[
1

x

]))
= 0，证明： lim

x→0+
f (x) = 0.

证明. 用 {x} 表示 x 的小数部分，则 x

(
1

x
−
[
1

x

])
= x

{
1

x

}
对任意 ε > 0，依据极限定义，存在 δ > 0 使得任意 x ∈ (0, δ) 都有

∣∣∣∣f (x{ 1

x

})∣∣∣∣ < ε

取充分大的正整数 N 使得
1

N
< δ，则任意 x ∈

(
1

N + 1
,
1

N

)
都有

∣∣∣∣f (x{ 1

x

})∣∣∣∣ < ε

考虑函数 x

{
1

x

}
在区间

(
1

N + 1
,
1

N

)
中的值域，也就是连续函数

g (u) =
u− [u]

u
=

u−N

u
, u ∈ (N,N + 1)

的值域，考虑端点处的极限可知 g(u) 的值域是

(
0,

1

N + 1

)
，所以对任意 y ∈

(
0,

1

N + 1

)
，都存在 x ∈(

1

N + 1
,
1

N

)
⊂ (0, δ) 使得 y = x

{
1

x

}
，故 |f (y)| =

∣∣∣∣f (x{ 1

x

})∣∣∣∣ < ε

也就是说，任意 ε > 0，存在正整数 N，使得任意 y ∈
(
0,

1

N + 1

)
，都有 |f (y)| < ε，结论得证
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3.1 基本概念与题目 第三章 函数极限与导数

例题 3.1.5 设 f(x) 定义在 (0,+∞) 中，a > 0, a ̸= 1 使得 f(ax) = f(x) 恒成立，若存在有限极限 f(0+) 或者

f(+∞)，证明：f(x) 是常值函数.

证明. 已知 f(x) = f(ax) = · · · = f (anx) ,

如果 a > 1 , 则 lim
n→∞

an = +∞, f(x) = lim
n→∞

f (anx) = lim
y→+∞

f(y) = A;

如果 1 > a > 0, 则 lim
n→∞

an = 0, f(x) = lim
n→∞

f (anx) = lim
y→0+

f(y) = A 。

所以极限 lim
x→0+

f(x) 或者 lim
x→+∞

f(x) 存在, 则函数 f(x) 为常值函数.
注：也可以像上课那样用反证法，然后往 x = 0 或者无穷处去推，都能解决问题

例题 3.1.6 设 f(x) 定义在 R 上且在 x = 0 附近有界，常数 a > 1, b > 1 使得 f(ax) = bf(x) 恒成立，证明：

lim
x→0

f (x) = 0.

证明. 根据条件设 x ∈ [−A,A] 时恒有 |f(x)| ≤ M，这里 M 是确定的正数，采用反证法

则存在正数 δ 和一列 xn → 0 使得 |f(xn)| ≥ δ，不妨设这些 xn 都在 (0, A) 中

由条件有
∣∣f (akxn

)∣∣ = ∣∣bkf (xn)
∣∣ ≥ bkδ, ∀n, k ≥ 1，因此先取 k 充分大使得 bkδ > M，然后看 n，虽然此时不

一定有 akxn ∈ (0, A)，但是 xn → 0，所以可以再取 n 充分大，使得 akxn ∈ (0, A)，这样就与有界性的假设矛盾了，

结论得证
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3.1 基本概念与题目 第三章 函数极限与导数

例题 3.1.7 设 n 为正整数, 在什么条件下, 函数 f(x) =

 xn sin 1

x
, x ̸= 0

0, x = 0

（1）在 x = 0 处连续；（2）在 x = 0 处可导；（3）在 x = 0 处导函数连续.

证明. 显然

f ′ (0) = lim
x→0

f (x)− f (0)

x− 0
= lim

x→0
xn−1 sin 1

x
=

{
不存在, n = 1

0, n ≥ 2

f ′ (x) = nxn−1 sin 1

x
− xn−2 cos 1

x
, lim
x→0

f ′ (x) =

{
不存在, n = 1, 2

0, n ≥ 3

所以 n ≥ 1 连续，n ≥ 2 可导，n ≥ 3 导数连续

例题 3.1.8 已知 lim
x→0

(
1 + x+

f(x)

x

) 1
x

= e3 ，计算 lim
x→0

f(x)

x2
.

证明. 设 g(x) =
f(x)

x2
，则条件为 lim

x→0

ln (1 + x (1 + g (x)))

x
= 3，所以一定有

lim
x→0

ln (1 + x (1 + g (x))) = 0 ⇒ lim
x→0

x (1 + g (x)) = 0

因此可以进行等价无穷小替换，故

lim
x→0

ln (1 + x (1 + g (x)))

x
= lim

x→0

x (1 + g (x))

x
= 1 + lim

x→0
g (x) = 3

所求极限为 2
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3.1 基本概念与题目 第三章 函数极限与导数

例题 3.1.9 设 f(x) 具有二阶连续导数，且 f(0) = f ′(0) = 0, f ′′(0) = 6, ，计算 lim
x→0

f
(
sin2 x

)
x4

.

证明. 方法一：根据泰勒公式有 f (x) = 3x2 + o
(
x2
)
⇒ f

(
sin2x

)
= 3sin4x+ o

(
sin4x

)
，因此所求极限是 3

注：这个方法只需要 f ′′(0) = 6 存在不需要二阶连续可导，但是若采用拉格朗日余项则需要更强的条件

方法二：根据洛必达法则和导数定义（最后一步）有

lim
x→0

f
(
sin2x

)
x4

= lim
x→0

f
(
sin2x

)
sin4x

= lim
x→0

f (x)

x2
= lim

x→0

f ′ (x)

2x
=

1

2
lim
x→0

f ′ (x)− f ′ (0)

x− 0
=

1

2
f ′′ (0) = 3

例题 3.1.10 设 y = f(x) 是由方程 arctan x

y
= ln

√
x2 + y2 − 1

2
ln 2 + π

4
确定的隐函数，且满足 f(1) = 1 ，求

曲线 y = f(x) 在点 (1, 1) 处的切线方程.

证明. 方程两边对 x 求导有

y−xy′

y2

1 + x2

y2

=
1

2

2x+ 2yy′

x2 + y2
⇒ y − xy′ = x+ yy′, y′ =

y − x

y + x

注意 f(1) = 1 所以 f ′(1) = 0，故切线就是 y = 1
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3.1 基本概念与题目 第三章 函数极限与导数

例题 3.1.11 设 f(x) 在区间 (a, b) 上有 n 阶导数, 且存在不全为 0 的 n + 1 个常数 a0, a1, · · · , an，使得
a0f(x) + a1f

′(x) + · · ·+ anf
(n)(x) ≡ 0，证明:f(x) 在 (a, b) 上存在任意阶导数.

证明. 既然不全为零，设 aN 是 a0, a1, ..., an 中最后一个非零的项，则条件为 aNf (N) (x)+ ...+a1f
′ (x)+a0f (x) = 0

将 aN 除过去，则有常数 b0, b1, ..., bN−1 使得

f (N) (x) = b0f (x) + b1f
′ (x) + ...+ bN−1f

(N−1) (x)

因为 f 是 N 阶可导的，所以上式右边可导，进而左边可导，于是 f 是 N + 1 阶可导的，并且

f (N+1) (x) = b0f
′ (x) + b1f

′′ (x) + ...+ bN−1f
(N) (x)

同理可知左边可导，进而 f 是 N + 2 阶可导的，以此类推下去，故 f(x) 任意阶可导

例题 3.1.12 设 f 在 [0, 1] 上可微, 且使得数集 {x ∈ [0, 1] | f(x) = 0 = f ′(x)} = ∅. 证明: f 在 [0, 1] 中只有有

限个零点.

证明. 反证法，如果有无穷个零点 xn，则 xn 作为有界数列一定有收敛子列，设 xnk
→ u ∈ [0, 1] ，则根据连续性

显然有 f(u) = 0

再根据导数定义，我们用这一列趋于 u 的零点 xnk
去计算导数，因为导数存在，所以导数也一定是零，矛盾

注释 3.1.1： 一般的，如果 f(x) 定义在 [0, 1] 中并且光滑，同时还有无穷个零点，则利用导数定义以及中值

定理，类似的可以得到：存在某点使得 f(x) 在该点的任意阶导数均为零
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3.1 基本概念与题目 第三章 函数极限与导数

例题 3.1.13 设 f(x) 连续，判断下面哪些极限存在能推出来 f(x) 在 x = 0 处可导

lim
x→0

|f (x)| − f (0)

x
, lim
x→0

f (x)− |f (0)|
x

, lim
x→0

|f (x)|
x

, lim
x→0

|f (x)− f (0)|
x

证明. 先看第一个，如果 f(0) > 0，则根据连续性 f(x) 在 x = 0 邻域内都是正的，根据导数定义可知

f ′ (0) = lim
x→0

f (x)− f (0)

x
= lim

x→0

|f (x)| − f (0)

x

存在，所以在 x = 0 可导，如果 f(0) < 0，则分子不趋于零，极限不可能存在，最后看 f(0) = 0 的情况

此时条件表明 A = lim
x→0

|f (x)|
x

存在，让 x → 0+ 可知 A ≥ 0，再让 x → 0− 可知 A ≤ 0，于是

A = lim
x→0

|f (x)|
x

= lim
x→0

∣∣∣∣f (x)

x

∣∣∣∣ = 0

这说明绝对值里面的函数极限是零，恰好这又是导数定义，所以 f ′(0) = 0 可导

从这个过程可以看出，第三个和第四个极限存在也意味着可导，因为三、四极限存在同理必须是零，进而可导

最后看第二个，显然 f(0) < 0 时分子不会趋于零，极限不可能存在，所以 f(0) ≥ 0，则 lim
x→0

f (x)− |f (0)|
x

=

lim
x→0

f (x)− f (0)

x
正是导数的定义，因此可导

例题 3.1.14 设 f(x) 在 x = 0 处二阶可导且 lim
x→0

f (x)

x3
= 1，判断下面那个正确

(a) lim
x→0

f ′ (x)

x2
= 3 (b) lim

x→0

f ′′ (x)

x
= 6 (c) f ′′(0) = 0 (d) f ′′′(0) = 6

证明. 先来证明 c 是对的：

由条件可知 f(x) 在 x = 0 的邻域内可导，连续同时 f ′′(0) 存在，因为 lim
x→0

f (x)

x3
= 1，所以 f(0) = 0（否则分

子不趋于零，矛盾），再由 lim
x→0

f (x)

x3
= lim

x→0

f(x)
x

x2
= 1 可知分子趋于零，也就是说 f ′(0) = 0

由 lim
x→0

f (x)

x3
= lim

x→0

f(x)
x2

x
= 1 可知分子极限是零，同时根据洛必达法则以及导数定义可知

lim
x→0

f (x)

x2
= lim

x→0

f ′ (x)

2x
=

1

2
lim
x→0

f ′ (x)− f ′ (0)

x− 0
=

1

2
f ′′ (0)

故 f ′′(0) = 0，c 正确

至于剩下三个选项则显然是不对的，考虑形如 xm sinn 1

x
的函数即可给出反例
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3.1 基本概念与题目 第三章 函数极限与导数

例题 3.1.15 设 f(x) 定义在 R 中且连续，正整数 n 使得 lim
x→∞

f (x)

xn
= 0，证明：若 n 为奇数，则 f(x) + xn

有零点，若 n 为偶数，则 f(x) + xn 有最小值.

证明. 设 F (x) = f(x) + xn，则 F (x) 在 (−∞,+∞) 上连续。

1. 当 n 是奇数时，有

lim
x→−∞

F (x) = lim
x→−∞

xn

(
1 +

f(x)

xn

)
= −∞,

lim
x→+∞

F (x) = lim
x→+∞

xn

(
1 +

f(x)

xn

)
= +∞.

所以 ∃ξ ∈ (−∞,+∞)，使得 F (ξ) = 0，即 f(ξ) + ξn = 0。

2. 当 n 是偶数时，有

lim
x→−∞

F (x) = lim
x→−∞

xn

(
1 +

f(x)

xn

)
= +∞,

lim
x→+∞

F (x) = lim
x→+∞

xn

(
1 +

f(x)

xn

)
= +∞.

所以对 M = |F (0)|+ 1，∃X > 0，使得当 |x| > X 时，有 F (0) < M < F (x).

此外，∃η ∈ [−X,X] ⊂ (−∞,+∞)，使得 F (η) 是 F (x) 在 [−X,X] 上的最小值。于是，在 [−X,X] 上，

F (x) ≥ F (η)，特别有 F (0) ≥ F (η)，所以对 ∀x ∈ (−∞,+∞)，有 F (η) ≤ F (x), 即 f(η) + ηn ≤ f(x) + xn.

故函数 f(x) + xn 在 (−∞,+∞) 上可取到最小值 f(η) + ηn。

注释 3.1.2： 第一问也可以用反证法做（像上课那样），第二问其实蕴含了一个很好用的结论：如果连续函数

在无穷处取值正无穷，那么它一定有最小值，这个对于 n 元函数也是适用的
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3.1 基本概念与题目 第三章 函数极限与导数

例题 3.1.16 设 a, b > 0, a ̸= b，函数 f(x) 在 x = 0 处连续且 lim
x→0

f (ax)− f (−bx)

x
= A 为有限数，证明 f ′(0)

存在并计算 f ′(0)，又问删去条件 a ̸= b 结论是否成立.

证明. 得到答案是容易的，直接设 f(x) = kx 代入可以看出 f ′ (0) =
A

a+ b
，关键是证明存在性

考虑 f(x)− kx 这样的函数，不妨设 A = 0，做形如 x → kx 的替换，不妨设 b = 1, a ∈ (0, 1)，条件等价变为

lim
x→0

f (x)− f (λx)

x
= 0, λ ∈ (−1, 0)，要证明的是可导且 f ′(0) = 0

根据极限定义，任意 ε > 0，存在 δ > 0 使得任意 |x| ∈ (0, δ) 都有

∣∣∣∣f (x)− f (λx)

x

∣∣∣∣ < ε，也就是说

|f (x)− f (λx)| < ε |x| , ∀x ∈ (−δ, 0) ∪ (0, δ)

注意当 x 在这个范围内时，λx 也在，所以用 λx 替换 x，反复代入可知

|f (x)− f (λx)| < ε |x| ,
∣∣f (λx)− f

(
λ2x

)∣∣ < ε |λ| |x| , ...,
∣∣f (λn−1x

)
− f (λnx)

∣∣ < ε|λ|n−1 |x|

⇒ |f (x)− f (λnx)| < ε |x|
(
1 + |λ|+ |λ|2 + ...+ |λ|n−1

)
< ε |x| 1

1− |λ|

也就是说 ∣∣∣∣f (x)− f (λnx)

x

∣∣∣∣ < ε
1

1− |λ|
, ∀n ≥ 1, ∀x ∈ (−δ, 0) ∪ (0, δ)

现在令 n → ∞ 并利用连续性可知∣∣∣∣f (x)− f (0)

x

∣∣∣∣ ≤ ε
1

1− |λ|
, ∀x ∈ (−δ, 0) ∪ (0, δ)

对比极限定义可得 f(x) 在 x = 0 处可导且 f ′(0) = 0

显然条件 a ̸= b 是必要的，否则考虑 f(x) = |x| 即为反例

注释 3.1.3： 不要直接拆成两个极限，然后用导数定义直接“秒杀”，例如

lim
x→0

f (ax)− f (−bx)

x
= lim

x→0

f (ax)− f (0)

x
− lim

x→0

f (−bx)− f (0)

x
= (a+ b) f ′ (0) = A

这是错误的！因为没有证明可导性，显然证明可导性比算出来导数要困难，也是本题的核心
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3.2 函数方程问题 第三章 函数极限与导数

3.2 函数方程问题

很多函数方程，转化到最后都是柯西方程，因此这个基本模型很重要.

命题 3.2.1: 柯西方程

设 f(x) 定义在 R 上，满足 f(x + y) = f(x) + f(y) 恒成立，若 f(x) 在某个区间内有上界或者有下界，

证明：存在常数 k 使得 f(x) = kx.
特别的：如果 f(x) 连续、在某点连续、单调、在某区间单调，有界之一成立，上述结论都对.

证明. 首先证明：对有理数 r 总有 f(r) = rf(1)（不依赖任何其余条件）

对正有理数 x =
q

p
有

f

(
q

p

)
= f

(
1

p
+ ...+

1

p

)
= f

(
1

p

)
+ ...+ f

(
1

p

)
= qf

(
1

p

)
f (1) = f

(
1

p
+ ...+

1

p

)
= f

(
1

p

)
+ ...+ f

(
1

p

)
= pf

(
1

p

)

所以 f

(
q

p

)
=

q

p
f (1)，也即 f(x) = xf(1) 对正有理数成立

因为 f(0+0) = f(0)+f(0)，所以 f(0) = 0，令 y = −x有 f(−x) = −f(x)，所以对有理数 x均有 f(x) = xf(1)

但是并不能推广到所有实数 x，现在已知 f(x)在区间 [a, b]中有上界M（下界同理），注意 f (x) = f

(
x+

a+ b

2

)
−

f

(
a+ b

2

)
，所以对任意 x ∈

[
−b− a

2
,
b− a

2

]
，都有 f (x) ≤ M − f

(
a+ b

2

)
是有上界的

因为 f(x)是奇函数，所以在上述区间内 f(x)也有下界，也就是说 f(x)在原点附近是有界的，条件表明 f(2x) =

2f(x)，现在运用例题 3.1.6 的结果可知 lim
x→0

f (x) = 0，所以 f(x) 在 x = 0 处连续，进而

lim
∆x→0

f (x+∆x) = lim
∆x→0

(f (x) + f (∆x)) = f (x) + lim
∆x→0

f (∆x) = f (x)

所以 f(x) 在 R 上是连续函数
对任意 x ∈ R，可以取一列有理数 rn → x，则

f (x) = f
(

lim
n→∞

rn

)
= lim

n→∞
f (rn) = lim

n→∞
rnf (1) = xf (1)

所以 f(x) = xf(1) 对一切 x 成立
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3.2 函数方程问题 第三章 函数极限与导数

例题 3.2.1 设函数 f(x)满足函数方程 f(x+y) = f(x)·f(y) ,且已知 f ′(0) = 1. 证明:f(x)可导且 f ′(x) = f(x).

证明. 取 x = y = 0 可知 f(0) = 0, 1，如果 f(0) = 0 则令 y = 0 有 f(x) = 0 恒成立

如果 f(0) = 1，则条件表明 f ′ (0) = lim
x→0

f (x)− 1

x
= 1，进而对任意 x 都有

f ′ (x) = lim
∆x→0

f (x+∆x)− f (x)

∆x
= lim

∆x→0

f (x) f (∆x)− f (x)

∆x
= f (x) lim

∆x→0

f (∆x)− 1

∆x
= f (x)

所以 f(x) 可导且 f ′(x) = x，进一步有 f(x) = 0 或者 f(x) = ex

例题 3.2.2 设 f(x) 定义域为 (0,+∞) 且 f(1) = 1，若 f(x) 二阶可导且 f ′
(
1

x

)
= −1

2
f (x)，求 f(x).

证明. 根据条件有 f ′ (x) = −1

2
f

(
1

x

)
，求导可知

f ′′ (x) =
1

2
f ′
(
1

x

)
1

x2
= − 1

4x2
f (x) ⇒ 4x2f ′′ (x) + f (x) = 0

这是二阶变系数线性齐次微分方程，没有通解公式，必须要观察一个解出来，尝试幂函数发现
√
x 是这个微分

方程的一个解（但是并不是原题的解），所以考虑 yy′0 − y′y0 这样的东西的导数，其中 y0 是一个已知的解，则有(
f ′ (x)

√
x− f (x)

1

2
√
x

)′

= f ′′ (x)
√
x+ f (x)

1

4x
√
x
= 0

于是 f ′ (x)
√
x− f (x)

1

2
√
x
= C，条件 f(1) = 1 代入可知 f ′(1) = −1

2
，再代入有 C = −1，所以

f ′ (x)− f (x)

2x
= − 1√

x
⇒
(
f (x) e

∫
− 1

2xdx
)′

=

(
f (x)√

x

)′

=
f ′ (x)

√
x− f(x)

2
√
x

x
= − 1

x
f (x)√

x
= − lnx+ C ′, f (1) = 1 = C ′ ⇒ f (x) =

√
x (1− lnx)
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3.3 求导法则与高阶导数计算 第三章 函数极限与导数

3.3 求导法则与高阶导数计算

例题 3.3.1 设 y = y(x) 由方程 xef(y) = ey ln 29 确定，其中 f 具有二阶导数，且 f ′(x) ̸= 1 ，计算
d2y
dx2

证明. 取对数求导有

lnx+ f (y) = y + ln ln 29, 1
x
+ f ′ (y) y′ = y′ ⇒ y′ =

1

x (1− f ′ (y))

y′′ = −1− f ′ (y)− xf ′′ (y) y′

x2(1− f ′ (y))
2 =

f ′′ (y) 1
1−f ′(y) + f ′ (y)− 1

x2(1− f ′ (y))
2 =

f ′′ (y) (f ′ (y)− 1)
2

x3(1− f ′ (y))
3

例题 3.3.2 1. 对于 y = f(x) 确定的反函数 x = f−1(y)，计算其导数与二阶导数.
2. 对于参数方程 x = u(t), y = v(t) 确定的函数 y = y(x)，计算 y′(x), y′′(x).

证明. 1.
dx

dy
=

1
dy
dx

=
1

f ′ (x)
,
d2x

dy2
=

d

dy

(
dx

dy

)
=

d

dy

(
1

f ′ (x)

)
=

d
dx

(
1

f ′(x)

)
dy
dx

= − f ′′ (x)

f ′3 (x)

2.

y′ (x) =
dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

=
v′ (t)

u′ (t)
, y′′ (x) =

d

dx

(
dy

dx

)
=

d
dt

(
v′(t)
u′(t)

)
dx
dt

=
v′′ (t)u′ (t)− u′′ (t) v′ (t)

u′3 (t)
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例题 3.3.3 对正整数 n，求 f(x) = xneax 和 g(x) =
1

x2 − 2x− 8
的 n 阶导数.

证明. 根据莱布尼茨公式有

f (n) (x) =

n∑
k=0

Ck
nn (n− 1) ... (n− k + 1)xn−kan−keax

对于 g(x)，应先裂项有 g(x) =
1

x2 − 2x− 8
=

1

6

(
1

x− 4
− 1

x+ 2

)
，所以

g(n) (x) =
(−1)

n
n!

6

(
1

(x− 4)
n+1 − 1

(x+ 2)
n+1

)

例题 3.3.4 设 f (x) =

{
0, x ≤ 0

e−
1
x , x > 0

，证明：f(x) 有任意阶连续导数.

证明. 采用数学归纳法证明：f (n) (x) =

 0, x ≤ 0

pn

(
1

x

)
e−

1
x , x > 0

，这里 pn(x) 是 2n 次的多项式

当 n = 1 时 f ′ (x) =
1

x2
e−

1
x , x > 0，并且 x < 0 时 f ′(x) 恒为零，再看 x = 0 处，显然 f ′

−(0) = 0 且

f+
′ (0) = lim

x→0+

f (x)− f (0)

x
= lim

x→0+

1

x
e−

1
x = lim

x→+∞

x

ex
= 0

因此 n = 1 结论成立，如果 n 时成立，则 n+ 1 时因为(
pn

(
1

x

)
e−

1
x

)′

= e−
1
x

(
1

x2
pn

(
1

x

)
− 1

x2
pn

′
(
1

x

))
= e−

1
x pn+1

(
1

x

)
所以 pn+1 (x) = x2 (pn (x)− pn

′ (x)) 是 2n+ 2 次多项式（运用归纳假设），再结合

f
(n+1)
+ = lim

x→0+

f (n) (x)− f (n) (0)

x
= lim

x→0+

1

x
pn

(
1

x

)
e−

1
x = lim

x→+∞

xpn (x)

ex
= 0

可知 n+ 1 时结论成立，这样我们就求出了高阶导的表达式

为说明连续性，只需要关注 x = 0 处，如上计算极限显然 f (n)(x) 在 x = 0 连续，从而结论得证
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例题 3.3.5 证明: Legendre 多项式 Pn(x) =
1

2nn!

dn
dxn

(
x2 − 1

)n
满足方程

P ′
n+1(x)− P ′

n−1(x) = (2n+ 1)Pn(x),
(
1− x2

)
P ′′
n (x)− 2xP ′

n(x) + n(n+ 1)Pn(x) = 0

证明. 先证明第一个式子，等价于
1

2n+1 (n+ 1)!

((
x2 − 1

)n+1
)(n+2)

− 1

2n−1 (n− 1)!

((
x2 − 1

)n−1
)(n)

=
2n+ 1

2nn!

((
x2 − 1

)n)(n)
⇔
((

x2 − 1
)n+1

)(n+2)

− 4n (n+ 1)
((

x2 − 1
)n−1

)(n)
= 2n (2n+ 1)

((
x2 − 1

)n)(n)
然后将左边的求 n+ 2 阶导写成先求 2 阶导再求 n 阶导，则有((

x2 − 1
)n+1

)(n+2)

=
(
(n+ 1) 2x

(
x2 − 1

)n)(n+1)

= 2 (n+ 1)
((

x2 − 1
)n

+ 2nx2
(
x2 − 1

)n−1
)(n)

= 2 (n+ 1)
((

x2 − 1
)n)(n)

+ 4n (n+ 1)
((

x2 − 1 + 1
) (

x2 − 1
)n)(n)

= 2 (n+ 1)
((

x2 − 1
)n)(n)

+ 4n (n+ 1)
((

x2 − 1
)n

+
(
x2 − 1

)n+1
)(n)

= 2 (n+ 1) (2n+ 1) + 4n (n+ 1)
((

x2 − 1
)n+1

)(n)
第一个式子得证，再来看第二个

注意齐次性，只需要对
((

x2 − 1
)n)(n)

这个多项式代入验证就可以了，这是 n 次多项式，设
((

x2 − 1
)n)(n)

=

a0 + a1x+ ...+ anx
n = f(x)，将其代入到要验证的等式中，我们来寻找系数需要满足的条件(
1− x2

)
f ′′ (x)− 2xf ′ (x) + n (n+ 1) f (x)

=
(
1− x2

) n∑
k=2

k (k − 1) akx
k−2 − 2x

n∑
k=1

kakx
k−1 + n (n+ 1)

n∑
k=0

akx
k

=

n∑
k=2

k (k − 1) akx
k−2 −

n∑
k=2

k (k − 1) akx
k − 2

n∑
k=1

kakx
k + n (n+ 1)

n∑
k=0

akx
k

=

n−2∑
k=0

(k + 2) (k + 1) ak+2x
k −

n∑
k=0

(k (k + 1)− n (n+ 1)) akx
k

注意 (x2 − 1)n 展开式中没有 x2n−1 项，所以相应的 an−1 = 0，并且上面的多项式中 xn 项系数为零，所以只

需要验证 1, x, ..., xn−2 项的系数均为零即可，这等价于说明

ak+2 =
k (k + 1)− n (n+ 1)

(k + 2) (k + 1)
ak, k = 0, 1, ..., n− 2

分类讨论，若 n = 2m，则(
1− x2

)2m
=

m∑
i=0

Cm+i
2m (−1)

m+i
x2m+2i + x2m−2 + ...,

((
1− x2

)2m)(2m)

=

m∑
i=0

Cm+i
2m (−1)

m+i (2m+ 2i)!

(2i)!
x2i

这个多项式不含奇数次项，因此只需要对偶数次项的系数进行验证，也即说明

a2k+2 =
2k (2k + 1)− 2m (2m+ 1)

(2k + 2) (2k + 1)
ak, k = 0, 1, ...,m− 1

根据多项式的表达式有

a2i = Cm+i
2m (−1)

m+i (2m+ 2i)!

(2i)!
, i = 0, 1, ...,m

将其代入化简，很容易检查发现和目标式子一致，奇数情形同理可证，故结论成立
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3.4 综合问题

例题 3.4.1 设 f (x) =
√
x2 − 1，证明：在区间 (1,+∞) 中，f(x) 的奇数阶导恒正，偶数阶导恒负.

证明.

f (x) =
√
x2 − 1 = x

√
1− 1

x2
= x

∞∑
n=0

(−1)
n
Cn

1
2

1

x2n
= x

(
1− 1

2x2
+

∞∑
n=2

(−1)
n
Cn

1
2

1

x2n

)

= x

(
1− 1

2x2
+

∞∑
n=2

(−1)
n

1
2

(
− 1

2

)
...
(
− 1

2 − n+ 1
)

n!

1

x2n

)

= x

(
1− 1

2x2
−

∞∑
n=2

(2n− 1)!!

(2n)!!

1

x2n

)
= x− 1

2x
−

∞∑
n=2

(2n− 1)!!

(2n)!!

1

x2n−1

注意
1

xk
求导一次就添加一个负号，求导两次负负得正，所以对 f(x) 求奇数阶导每一项系数都是正的，求偶数

阶导每一项系数都是负的，结论得证

注释 3.4.1： 本题将 x2 − 1 因式分解然后莱布尼茨公式，可以写出 n 阶导的表达式，但是问题在于这个式子

没什么用，一个复杂的求和判断不了正负，此外常规想法归纳也是没什么用的，并不能写出高阶导分子对应

的多项式

关于这个展开式做一点补充（能看懂就理解一下，看不懂就忽略，直观的这样子计算即可）：

因为 x > 1，所以

√
1− 1

x2
里面的

1

x2
< 1，从而能够应用 (1 + x)a 的泰勒展开式（如二项式定理一样计算）

写成无穷级数，同时这个级数是内闭一致收敛的，所以可以逐项求导，这样前面的操作就是严谨的
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3.4 综合问题 第三章 函数极限与导数

例题 3.4.2 设 n 为正整数，f (x) = ln
(
x2n + 1

)
，证明：f (2n)(−1) = 0.

证明. 求导有 f ′ (x) =
2nx2n−1

x2n + 1
，解方程 x2n + 1 = 0 可知 x = ei

2k+1
2n π, k = 0, 1, ..., 2n− 1

待定系数分解，设
2nx2n−1

x2n + 1
=

2n−1∑
k=0

ak
x− wk

，则有 2nx2n−1 =
(
x2n + 1

) 2n−1∑
k=0

ak
x− wk

先求 a0，因为

2nx2n−1 = a0
x2n + 1

x− w0
+

2n−1∑
k=1

ak
x2n + 1

x− wk

现在让 x → w0 求极限，则后面求和里面每一项的分子都会趋于零（因为 w0 是方程 x2m + 1 = 0 的根，同时

分母不趋于零（显然这些根互不相同），所以后面的求和会趋于零，故只要算第一项的极限

由洛必达法则知

lim
x→w0

x2n + 1

x− w0
= lim

x→w0

2nx2n−1

1
= 2nw2n−1

0 ⇒ a0 = 1

同理可得其余的 ak 也均为 1，故 f ′ (x) =
2nx2n−1

x2n + 1
=

2n−1∑
k=0

1

x− wk

现在两边再求 2n− 1 阶导有

f (2n) (x) = −
2n−1∑
k=0

(2n− 1)!

(x− wk)
2n , f

(2n) (−1) = − (2n− 1)!

2n−1∑
k=0

1

(1 + wk)
2n

于是只要验证

2n−1∑
k=0

1

(1 + wk)
2n = 0

设 wk = cos θk + i sin θk，代入有

1

(1 + wk)
2n =

1

(cos θk + 1 + i sin θk)2n
=

1(
2cos2 θk

2 + 2i sin θk
2 cos θk

2

)2n
=

1

22ncos2n θk
2

(
cos θk

2 + i sin θk
2

)2n =
e−niθk

22ncos2n θk
2

=
e−i 2k+1

2 π

22ncos2n θk
2

=
−i(−1)

k

22ncos2n θk
2

2n−1∑
k=0

1

(1 + wk)
2n =

n−1∑
k=0

(
1

(1 + wk)
2n +

1

(1 + w2n−1−k)
2n

)
=

−i

2n

n−1∑
k=0

(
(−1)

k

cos2n θk
2

+
(−1)

2n−1−k

cos2n θ2n−1−k

2

)

=
−i

2n

n−1∑
k=0

(−1)
k

(
1

cos2n θk
2

− 1

cos2n 2π−θk
2

)
=

−i

2n

n−1∑
k=0

(−1)
k

(
1

cos2n θk
2

− 1

cos2n θk
2

)
= 0

结论得证

注释 3.4.2： 复数域内同样有自然理解的极限运算法则、求导法则以及洛必达法则，许多高阶导数问题都需

要在复数范围内分解并运用欧拉公式，因此应该掌握本方法，背后原理其实没有什么深刻的东西，无非是分

离实部虚部然后各自去证明，当然非数考试不必纠结原理，掌握方法即可
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3.4 综合问题 第三章 函数极限与导数

例题 3.4.3 给定正整数 n，计算以下 f(x) 的 n 阶导数

f (x) =

∫ x

0

(
1 +

x− t

1!
+

(x− t)
2

2!
+ ...+

(x− t)
n−1

(n− 1)!

)
entdt

证明. 换元可知
f (x) =

∫ x

0

(
1 +

t

1!
+

t2

2!
+ ...+

tn−1

(n− 1)!

)
en(x−t)dt

方便起见，记 g (t) = 1 +
t

1!
+

t2

2!
+ ...+

tn−1

(n− 1)!
，则有

g′ (t) = 1 +
t

1!
+

t2

2!
+ ...+

tn−2

(n− 2)!

g′′ (t) = 1 +
t

1!
+

t2

2!
+ ...+

tn−3

(n− 3)!
, ...

g (0) = g′ (0) = ... = g(n−1) (0) = 1

分部积分有

nnf (x) = nn−1

∫ x

0

g (t) d
(
−en(x−t)

)
= nn−1

(
enx − g (x) +

∫ x

0

g′ (t) en(x−t)dt

)
= nn−1 (enx − g (x)) + nn−2

∫ x

0

g′ (t) d
(
−en(x−t)

)
= nn−1 (enx − g (x)) + nn−2

(
enx − g′ (x) +

∫ x

0

g′′ (t) en(x−t)dt

)
= nn−1 (enx − g (x)) + nn−2 (enx − g′ (x)) + nn−3

∫ x

0

g′′ (t) d
(
−en(x−t)

)
= ...

= nn−1 (enx − g (x)) + nn−2 (enx − g′ (x)) + ...+ n

∫ x

0

g(n−1) (t) en(x−t)dt

= nn−1 (enx − g (x)) + nn−2 (enx − g′ (x)) + ...+ n0
(
enx − g(n−1) (x)

)
= enx

(
1 + n+ n2 + ...+ nn−1

)
−
(
nn−1g (x) + nn−2g′ (x) + ...+ g(n−1) (x)

)
= enx

nn − 1

n− 1
−
(
nn−1g (x) + nn−2g′ (x) + ...+ g(n−1) (x)

)
注意后面括号里的东西，是一个次数不超过 n− 1 的多项式，所以求 n 阶导之后，会变成零

现在我们就求出来 f(x)，直接求 n 次导数可知 f (n) (x) = enx
nn − 1

n− 1
，结论得证
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3.4 综合问题 第三章 函数极限与导数

例题 3.4.4 设 f(x) 定义在 R 上，满足条件：对任何数列 xn，如果 lim
n→∞

x1 + x2 + ...+ xn

n
= a 是有限数，则

lim
n→∞

f (x1) + f (x2) + ...+ f (xn)

n
= f (a)，证明：f(x) 是一次函数.

证明. 方法一：注意对于 kx+ b这样的线性函数，显然具备题中所说的性质，因此对任意 f(x)，考虑 l(x) = (f(1)−
f(0))x+ f(0) 以及 g(x) = f(x)− l(x)，则 g(0) = g(1) = 0 并且 g(x) 也具备题中的性质，我们证明 g(x) 恒为零即

可（换句话说就是：不妨设 f(0) = f(1) = 0 去证明 f(x) 恒为零）

对任意实数 x, y，取 x2n−1 = x, x2n = y则显然
x1 + ...+ xn

n
→ x+ y

2
，根据条件就有 lim

n→∞

g (x1) + ...+ g (xn)

n
=

g

(
x+ y

2

)
，然而 g (x2n−1) = g (x) , g (x2n) = g (y)，代入到极限当中有 g

(
x+ y

2

)
=

g (x) + g (y)

2
，特别的有

g

(
x+

1

2

)
+ g

(
x− 1

2

)
= 2g (x)，因此只要证明了 g(x) 在 [0, 1] 区间中恒为零，就可以推出 g(x) 在 R 上恒为零

对于 (0, 1) 中的有理数 x =
q

p
，则可以取 xn 为 0, ..., 0, 1, ..., 1 这样一直循环下去，其中有 q 个 1 和 p− q 个 0，

如此构造的序列 xn 满足
x1 + ...+ xn

n
→ q

p
所以 lim

n→∞

g (x1) + ...+ g (xn)

n
= g

(
q

p

)
，然而求极限中分子的每一项

都是零，故 g(
q

p
) = 0

对于 (0, 1) 中的无理数 x，可以归纳构造 xn 为 xn+1 =

 0,
x1 + ...+ xn

n
> x

1,
x1 + ...+ xn

n
< x

, x1 = 0，直观来看此时平均值

就会趋近于 x，同上可知 f(x) = 0，这就证明了 f(x) 在 [0, 1] 内恒为零，结论得证

方法二：同样不妨设 f(0) = f(1) = 0，要证明 f(x) 恒为零

同上可以得到 f

(
x+ y

2

)
=

f (x) + f (y)

2
，取 y = 0 可知 f(

x

2
) =

f(x)

2
，因此

f (x) + f (y) = 2f

(
x+ y

2

)
= f (x+ y)

此即柯西方程，满足 f(0) = f(1) = 0，因此只要说明 f(x) 在 x = 0 处连续，便可以由柯西方程结论得证

反证法，如果不连续，则存在正数 δ 和一列 xn → 0 使得 f |(xn)| ≥ δ，故 f(xn) ≥ δ 和 f(xn) ≤ −δ 里面必有

一个出现了无穷次，不妨设为前者，进而不妨 f(xn) ≥ δ 对任意 n 恒成立，代入到题目条件中，由 stolz 公式显然
xn 的平均值趋于零，但是

f (x1) + ...+ f (xn)

n
≥ δ 不可能趋于零，矛盾

注释 3.4.3： 方法一最后针对无理数证明的那一部分，非数学生直观上理解这个就可以了，证明虽然也不难

但是写起来稍有麻烦，不必掌握（适合数学类），感兴趣的同学可以按照下面的框架去书写证明（其实下面基

本上已经做完了）

1. xn 不可能从某项开始后面一直取 1 或者一直取 0，否则会导致极限为零或者为 1

2. 这说明 xn 的平均值一定会无数次的超过和小于无理数 x，并且在超过之后会一直递减，小于之后则会一

直递增，相当于“负反馈调节”

3. 所以只需要看每一次跨过 x 时，平均值与 x 的误差，这个误差显然不超过平均值序列的相邻两项之差，但

是相邻项之差 ∣∣∣∣ Sn+1

n+ 1
− Sn

n

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣n (Sn+1 − Sn)− Sn

n (n+ 1)

∣∣∣∣ ≤ 2

n+ 1
→ 0

所以得证
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3.4 综合问题 第三章 函数极限与导数

例题 3.4.5 给定实数 a，定义函数列 f0 (x) = e−x sin ax, fn (x) =
∫ +∞

x

fn−1 (t) dt，求极限 lim
n→∞

fn (2024).

证明. 显然在 a = 0 时候 fn(x) 恒为零，所以极限也是零，以下设 a ̸= 0

方法一（复数方法）：运用欧拉公式有

f1 (x) =

∫ ∞

x

e−t sin atdt =
∫ ∞

x

Ime−t(1−ai)dt = Im
∫ ∞

x

e−t(1−ai)dt = Im e−t(1−ai)

− (1− ai)

∣∣+∞
x = Ime−x(1−ai)

1− ai

f2 (x) =

∫ ∞

x

f1 (t)dt =

∫ ∞

x

Ime−x(1−ai)

1− ai
dt = Im

∫ ∞

x

e−x(1−ai)

1− ai
dt = Im e−t(1−ai)

−(1− ai)
2

∣∣+∞
x = Ime−x(1−ai)

(1− ai)
2

... ⇒ fn (x) = Ime−x(1−ai)

(1− ai)
n , fn (2024) = Ime−2024(1−ai)

(1− ai)
n

注意

∣∣∣∣ 1

(1− ai)
n

∣∣∣∣ = 1

(a2 + 1)
n
2
→ 0，所以实部虚部都趋于零，自然所求极限为零

方法二（实数方法）：以上方法的结果告诉我们

fn (x) = Ime−x(1−ai)

(1− ai)
n = Im e−x(1−ai)(√

a2 + 1ei arctan(−a)
)n =

e−x

(a2 + 1)
n
2
Imei(ax+n arctan a) =

e−x sin (ax+ n arctan a)
(a2 + 1)

n
2

归纳，代入容易证明以上高阶导公式，从而赋值 x = 2024 可知所求极限是零
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例题 3.4.6 设 f(x) 在区间 [−a, a] 内二阶可导，其中 a > 2，同时满足 max
x∈[−a,a]

|f (x)| = 1, |f (0) f ′ (0) | ≥ λ ，

这里 λ =


1

2sin2 a
2

, a ≤ π

1

2
, a > π

证明：存在 u ∈ (−a, a) 使得 f ′′(u) + f(u) = 0.

证明. 反证法，则不妨设 f ′′(x) + f(x) > 0 恒成立，考虑 g(x) = f2(x) + f ′2(x)，则 g(0) = f2(0) + f ′2(0) ≥
2f(0)f ′(0) ≥ 2λ 并且 g′(x) = 2f ′(x)(f(x) + f ′′(x))，所以 g(x) 与 f(x) 有相同的单调性

因为 |f(0)f ′(0)| ≥ λ > 0，所以 f ′(0) ̸= 0，结合连续性知 f ′(x) 在 x = 0 附近都非零，分类讨论

如果 f ′(0) > 0，考虑 [0, a] 中使得 f ′(x) > 0 恒成立的最大区间（取上确界），设为 [0, t]，这里 0 < t ≤ a，于

是 g(x) 在 [0, t] 中严格单调递增，便有

g(x) = f2 (x) + f ′2 (x) > f2 (0) + f ′2 (0) ≥ 2λ, ∀x ∈ (0, t]

如果 t < a，则 f ′(t) = 0 代入有 2λ < g(t) = f2(t) ≤ 1，于是 λ <
1

2
导致矛盾

这说明 t = a，并且 f(x), g(x) 在 [0, a] 中严格单调递增，所以

f2 (x) + f ′2 (x) > 2λ, f ′ (x) > 0, ∀x ∈ (0, a)

⇒ f ′ (x) >
√
2λ− f2 (x) ̸= 0,

f ′ (x)√
2λ− f2 (x)

> 1

⇒
∫ a

0

f ′ (x)√
2λ− f2 (x)

dx = arcsin f (x)√
2λ

|a0 > a

a < arcsin f (x)√
2λ

|a0 ≤ 2 arcsin 1√
2λ

⇒ λ >
1

2sin2 a
2

这与条件矛盾

如果 f ′(0) < 0，现在考虑区间 [−a, 0]，同上讨论可知矛盾！因此得证

注释 3.4.4： 关于非“反证法，不妨设 f(x) + f ′′(x) > 0 恒成立”的说明：f ′′(x) 具备介值性，f(x) 是连续

的，但是连续函数和介值性函数相加不一定具备介值性！反例构造很困难但是有反例（自行知乎搜索），所以

“连续 + 介值 = 介值”不是我们反证法“不妨设 f(x) + f ′′(x) > 0 恒成立”的理由

实际上，考虑

(f ′ (x) sinx− f (x) cosx)′ = (f ′′ (x) + f (x)) sinx
(f ′ (x) cosx+ f (x) sinx)′ = (f ′′ (x) + f (x)) cosx

注意 sinx, cosx 在相应的长度为 π 的区间内都是无零点的，所以如上将 f(x) + f ′′(x) 写成某个函数的导数，

然后不同的区间内利用导数的介值性，便可以说明“反证法，不妨设 f(x) + f ′′(x) > 0 恒成立”是合理的
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3.5 练习题 第三章 函数极限与导数

3.5 练习题

习题 3.5.1 设 f(x) 在 x = 0 附近有定义且当 x ̸= 0 时 f ′′(x) 存在，问 f ′′(0) 是否存在

习题 3.5.2 证明：
(
sin4 x+ cos4 x

)(n)
= 4n−1 cos

(
4x+

π

2
n
)
, ∀n ⩾ 1

习题 3.5.3 设多项式 p(x) 只有实零点. 证明: [p′(x)]2 − p(x)p′′(x) ⩾ 0, ∀x ∈ R.

习题 3.5.4 若f(1) = 0, f ′(1) 存在，求极限I = lim
x→0

f
(
sin2 x+ cosx

)
tan 3x(

ex2 − 1
)
sinx

习题 3.5.5 对于 y = arctanx, 证明: (1) y(n)(x) = (n − 1)! cosn y sinn
(
y +

π

2

)
; (2) y(n)(x) = Pn−1(x)

(1 + x2)
n , 其

中 Pn−1(x) 是最高次项系数等于 (−1)n−1n! 的 n− 1 次多项式.
习题 3.5.6 设 f(x) 任意阶可导且 f

(
1

n

)
=

n2

n2 + 1
, n = 1, 2, ...，计算 f (k) (0).

习题 3.5.7 设函数 y = y(x) 由方程 x2 + 4xy + ey = 1 确定，计算
d2y
dx2

∣∣∣∣
x=0

习题 3.5.8 设 f (x) =
(
x+

√
x2 + 1

)n
，证明：

(
x2 + 1

)
f ′′′ (x) + 3xf ′′ (x) +

(
1− n2

)
f ′ (x) = 0.

习题 3.5.9 设成立 lim
x→0

f(x) = 0, f(x)− f
(x
2

)
= o(x)(x → 0) . 证明:f(x) = o(x)(x → 0)

习题 3.5.10 设连续函数 f(x) 定义域为 R，满足 f(x+ y) = f(x)f(y) 恒成立，求 f(x).
习题 3.5.11 设 f(x) 单调递增且 lim

x→+∞

f (2x)

f (x)
= 1，证明：对任意 a > 0 有 lim

x→+∞

f (ax)

f (x)
= 1.

习题 3.5.12 设 f(x) ∈ C(R)，对任意 a ∈ R 都有 lim
x→+∞

(f (a+ x) + f (a− x)) = 2f (a)，求 f(x).

习题 3.5.13 设函数 f(x) 连续，g(x) =

∫ 1

0

f(xt)dt，且 lim
x→0

f(x)

x
= A,A 为常数，求 g′(x) 并讨论 g′(x) 在

x = 0 处的连续性.
习题 3.5.14 证明：(eax sin bx)(n) =

(
a2 + b2

)n
2 eax sin(bx+ nφ)，其中 sinφ =

b√
a2 + b2

, cosφ =
a√

a2 + b2

习题 3.5.15 设定义在 R 上的函数 f(x) 在 x = 0 处连续, 对任意满足 an < 0 < bn 且 lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = 0

的点列 {an} , {bn} , 极限 lim
n→∞

f (bn)− f (an)

bn − an
都存在. 证明: 函数 f(x) 在 x = 0 处可微.
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第四章 中值定理

中值定理是考研和竞赛的热点问题，初学者通常做起来感到一头雾水，实则这一部分有着几个比较通用的方法

与模板，系统学一遍之后中值定理就不会有难题，可以说：这一章的题目难度是有上限的，它不像级数，积分不等

式，函数性态分析，数列等等章节，一旦想出难题可以出到没人能做出来，并且连入手点都没有。

简单且常用的方法主要是罗尔中值定理（不要管拉格朗日中值定理以及柯西中值定理，没什么用）、达布中值定

理（导数介值性，非常重要），微分方程思想，插值多项式方法，常数 K 值法，如果这些方法都不行，或者虽然可

以但是你没有想到，那就用万能大招：性态分析，通常反证法配合导数介值性就能导出恒成立的不等式，进而走性

态分析（看函数的变化规律，或者说“在反证法之下，函数至少会具备怎样的性质”）一定能做出来。

常数 K 值法通常适用于单个中值点的情况，并且这个点最好不要是区间的中点

插值多项式方法通常适用于题目里面给了一堆乱七八糟的边界条件的时候，这时我们可以寻找一个插值多项式

p(x)，使得 f(x)− p(x) 在题目这些边界点的取值都是零，进而能够反复用罗尔中值定理得到你想要的东西

微分方程方法就是将目标式子里面的中值点看成自由变量 x，对应着一个微分方程，将其解出来，此时会有一

个常数 C，然后我们将 C 移到等号一边，等号另一边的函数记为 F (x)，往往这个 F (x) 就是你要的，求导配合罗

尔中值定理即可完成证明，可以形象的称为“对常数 C 求导”。此类问题能做出来当且仅当你能解出微分方程，如

果方程你不会求解那就没办法了，所以解微分方程是这种问题的基本功。

注意如果微分方程不是一阶的，则我们要采用“降阶思想”，每一次“对其中一个常数 C 求导”，然后换一个辅

助函数，再来一次，以此类推。

微分方程法和插值多项式方法有区别也有联系，有时二者需要一起使用，通常给一堆随便取值的边界条件时候，

我们要用插值多项式方法来调成零，而如果边界条件虽然给了但是都是零，那么此时就跟插值没什么关系了，走微

分方程这条路，所以条件里面给定的函数取值，往往能决定究竟本题采用什么方法。

关于多个中值点的问题，要注意看条件是否有强调中值点互不相同，一旦有说明中值点不同，就意味着你必须

分区间做，然后在不同的区间里面分别使用中值定理（因为不分区间，就不可能保证中值点互不相同），所以这算一

个提示，而如果没强调，则具体情况具体分析。

53



4.1 基础题目 第四章 中值定理

4.1 基础题目

例题 4.1.1 设 f(x) 在 [0, 1] 中连续，在 (0, 1) 中二阶可导，并且满足 f(0) = f(1) = 0，f(x) 的最小值是 −1，

证明：存在 ξ ∈ (0, 1) 使得 f ′′(ξ) ≥ 8.

证明. 设 f(x0) = −1, x0 ∈ (0, 1) 是最小值，于是 f ′(x0) = 0，则在 x0 处泰勒展开可知

f (0) = −1 +
1

2
f ′′ (u)x2

0, f (1) = −1 +
1

2
f ′′ (v) (1− x0)

2

进而

f ′′ (u) =
2

x2
0

, f ′′ (v) =
2

(1− x0)
2 , u ∈ (0, x0) , v ∈ (x0, 1)

相加得到

f ′′ (u) + f ′′ (v)

2
=

1

x2
0

+
1

(1− x0)
2 =

(
1

x2
0

+
1

(1− x0)
2

)
(x0 + 1− x0) (x0 + 1− x0) ≥ 8

这里用到了赫尔德不等式，再根据导数介值性可知存在 w ∈ (u, v) 使得

f ′′ (w) =
f ′′ (u) + f ′′ (v)

2
≥ 8

结论得证

例题 4.1.2 设 f(x) 在 [a, b] 上连续，在 (a, b) 内有连续的三阶导数，且 f(a) = f(b) ，f ′′(a) = f ′′(b)．证明：

存在 ξ ∈ (a, b)，使得 12 [f ′(a) + f ′(b)] + f ′′′(ξ)(b− a)2 = 0.

证明. 根据泰勒公式有

f (a) = f

(
a+ b

2

)
+ f ′

(
a+ b

2

)(
a− a+ b

2

)
+

1

2
f ′′
(
a+ b

2

)(
a− a+ b

2

)2

+
1

6
f ′′′ (ξ)

(
a− a+ b

2

)3

f (b) = f

(
a+ b

2

)
+ f ′

(
a+ b

2

)(
b− a+ b

2

)
+

1

2
f ′′
(
a+ b

2

)(
b− a+ b

2

)2

+
1

6
f ′′′ (η)

(
b− a+ b

2

)3

作差得到

f ′
(
a+ b

2

)
(b− a) + 2 · 1

6

(
b− a

2

)3

(f ′′′ (ξ) + f ′′′ (η)) = 0

再根据达布中值定理可知存在 u 使得 f ′′′ (u) =
f ′′′ (ξ) + f ′′′ (η)

2
，代入结论得证
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4.1 基础题目 第四章 中值定理

例题 4.1.3 设 f(x) 在 [a, b] 内连续，在 (a, b) 内可导，f(a) = 0, f(b) = 2, f ′(x) ̸= 0, ∀x ∈ (a, b)，证明：存在

u, v ∈ (a, b), u ̸= v 满足
f (u) + uf ′ (u)

f ′ (u)
= 2b− a− 1

f ′ (v)
.

证明. 注意左边分子和分母都是某个函数的导数，并且题目要求是不同的中值点，所以肯定要分区间使用中值定理
待定 x0 ∈ (a, b)，在 [x0, b] 内使用柯西中值定理有

bf (b)− x0f (x0)

f (b)− f (x0)
=

f (u) + uf ′ (u)

f ′ (u)
=

2b− x0f (x0)

2− f (x0)

然后在区间 [a, x0] 内使用拉格朗日中值定理有

f (x0)− f (a)

x0 − a
= f ′ (v) =

f (x0)

x0 − a
⇒ 2b− a− 1

f ′ (v)
= 2b− a− x0 − a

f (x0)

观察发现取 x0 使得 f(x0) = 1，刚刚好左右两边相等（观察不出来就解一元二次方程，计算 f(x0)），结论得证

注释 4.1.1： 注意，一定是在 [x0, b] 内用柯西中值定理，在 [a, x0] 内用拉格朗日中值定理，如果反过来的话，

即便待定系数也做不出来，但是事先我们并不知道用哪一个，那就都试一遍

例题 4.1.4 设 f(x) 在 [0, 1] 中连续，在 (0, 1) 中可导，对任意 c ∈ (0, 1)，证明：存在 u ∈ (0, 1), v ∈ [0, 1] 使得

2uf(1) + (c2 − 1)f ′(u) = f(v).

证明. 考虑 g(x) = x2f(1) + (c2 − 1)f(x)，要证明的是 g′(u) = f(v)，则 g(0) = (c2 − 1)f(0), g(1) = c2f(1)，根据拉

格朗日中值定理可知 g(1)− g(0) = g′(u)，这里 u ∈ (0, 1)

注意 c ∈ (0, 1)，根据连续函数的介值性有 g(1)− g(0) = c2f(1)+(1− c2)f(0) = f(v)，这里 v ∈ [0, 1]，结论得证

注释 4.1.2： 本题没有说中值点互不相同，所以不需要分区间
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4.1 基础题目 第四章 中值定理

例题 4.1.5 设 f(x) ∈ C[0, 1] 满足

∫ 1

0

(1− x) f (x) dx = 0

证明：存在 u, v ∈ (0, 1) 使得

∫ u

0

f (x) dx = 0,

∫ v

0

xf (x) dx = 0.

证明. 设 g (x) =

∫ x

0

f (t) dt，则有

∫ 1

0

(1− x) f (x) dx =

∫ 1

0

(1− x) dg (x) =

∫ 1

0

g (x) dx = 0, g (0) = 0

要证明的是存在 u, v ∈ (0, 1) 使得

g (u) = 0,

∫ v

0

xf (x) dx =

∫ v

0

xdg (x) = vg (v)−
∫ v

0

g (x) dx = 0

前者由积分中值定理显然成立，后者考虑函数

p (x) =
1

x

∫ x

0

g (t) dt, p (0) = lim
x→0+

1

x

∫ x

0

g (t) dt = lim
x→0+

g (x) = g (0) = 0

上面用了洛必达法则，注意 p(0) = p(1) = 0，于是根据罗尔中值定理可知结论成立
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4.1 基础题目 第四章 中值定理

例题 4.1.6 给定正整数 n，对任意 x ∈ (0, 1)，证明：存在 u = u(x) ∈ (0, 1) 使得
1

1− x
=

(1− u)
n
(n+ 1)

(1− xu)
n+2 ，

并计算 lim
x→0+

u.

证明. 对任意给定的 x ∈ (0, 1)，考虑函数 f (u) =
(1− u)

n
(n+ 1)

(1− xu)
n+2 − 1

1− x

则 f(u) 是定义在 [0, 1] 区间中的连续函数，要证明其在 (0, 1) 中有零点

因为 f(1) = − 1

1− x
< 0, f(0) = n+ 1− 1

1− x
，因此当 f(0) > 0 也即 x <

n

n+ 1
时结论显然成立

以下设 x ≥ n

n+ 1
，此时 f(0) ≤ 0, f(1) < 0，只需说明 f(x) 的最大值是正数，求导有

f ′ (u) =
(n+ 1) (1− u)

n−1

(1− xu)
n+3 (−2xu+ nx+ 2x− n)

所以 f ′(u) 与 −2xu + nx + 2x − n 同号，注意 −2xu + nx + 2x − n 单调递减且在 (0, 1) 内有唯一零点 u0 =

1− n(1− x)

2x
，所以该点是 f(u) 的极大值点，则只要验证 f(u0) > 0，也即

f (u0) =
(1− u0)

n
(n+ 1)

(1− xu0)
n+2 − 1

1− x
=

(
n(1−x)

2x

)n
(n+ 1)(

(1− x)
(
1 + n

2

))n+2 − 1

1− x
> 0 ⇔ 4nn+1 (n+ 1)

(n+ 2)
n+2 > n (1− x)xn

由均值不等式可知

n (1− x)xn ≤
(

n

n+ 1

)n+1

<
4nn+1 (n+ 1)

(n+ 2)
n+2 ⇔

(
1 +

1

n+ 1

)n+2

≤ 4

高考方法容易知道上述不等式是正确的，因此 u 的存在性得证

在题中等式两边令 x → 0 求极限，立即可得 lim
x→0+

u = 1− 1
n+1
√
n+ 1

注释 4.1.3： 本题采用最自然的想法泰勒展开的拉格朗日余项做不出来，采用柯西余项可以一步到位（题目

大概率也是这么出的），但是柯西余项很多人可能不知道，这时你有两条路，一种是用上课讲的也是前面的高

考导数题方法，另一种是想到泰勒公式的积分余项，然后由此推导柯西余项，完成证明
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4.2 K 值法与插值方法 第四章 中值定理

4.2 K 值法与插值方法
例题 4.2.1 设 n 为正整数，f(x) 在 [−n, n] 内 2n+ 2 阶可导且 f(k) = 0, k = 0,±1, ...,±n，证明：存在 ξ(x)

使得 ∫ n

−n

f (x) dx =

∫ n

−n

f (2n+2) (ξ (x))

(2n+ 2)!

n∏
i=0

(
x2 − i2

)
dx.

证明. 记 w (x) = x

n∏
i=1

(
x2 − i2

)
，则 w(x) 是 2n+ 1 次多项式也是奇函数，因此

∫ n

−n

w (x) dx = 0，要证明

∫ n

−n

f (x) dx =

∫ n

−n

f (2n+2) (ξ (x))

(2n+ 2)!
xw (x) dx

因为 w′ (0) =

n∏
i=1

(
−i2
)
̸= 0 并且对任意实数 c 都有

∫ n

−n

f (x) dx =

∫ n

−n

f (x)− cw (x) dx

且 f(x) 与 f(x)− cw(x) 在 0,±1, ...,±n 处取值均为零，所以可以取 c 使得 f (x)− cw (x) 在 0 处的导数为零，

并且在在 0,±1, ...,±n 处取值均为零

因为 w(x) 是 2n+ 1 次多项式，所以 f (2n+2) (x) = (f (x)− cw (x))
(2n+2)

，则要证明的是∫ n

−n

h (x) dx =

∫ n

−n

h(2n+2) (ξ (x))

(2n+ 2)!
xw (x) dx

这里 h (x) = f (x)− cw (x) 在 0,±1, ...,±n 处均为零且 h′(0) = 0

现在直接证明：对任意 x ∈ [−n, n] 都存在 ξ 使得 h (x) =
h(2n+2) (ξ (x))

(2n+ 2)!
xw (x)

采用常数 K 值法，显然当 x = 0,±1, ...,±n 时结论成立，因为左右两边均为零

以下设当 x ̸= 0,±1, ...,±n，记 K =
h (x) (2n+ 2)!

xw (x)
然后考虑 F (t) = h (t) =

K

(2n+ 2)!
tw (t)，则

F (0) = F ′ (0) = F (±1) = ... = F (±n) = F (x) = 0

一共 2n+ 3 个条件，反复使用罗尔中值定理可知 F (2n+2)(ξ) = 0，结论得证

注释 4.2.1： 本题不能抛开积分号，直接对被积函数用常数 K 值法，不然会发现零点少一个，前面待定系数

c 的过程在效果上就是凭空造了一个零点出来，现在阶数够了，就可以抛开积分号，采用标准的常数 K 值法

解决问题了
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例题 4.2.2 设 f(x) 在 [0, 2] 内连续，在 (0, 2) 内三阶可导且 lim
x→0+

f (x)

x
= 2, f (1) = 1.f (2) = 6，证明：存在

u ∈ (0, 2) 使得 f ′′′(u) = 9.

证明. 由条件可知 f(0) = 0，进而由定义得 f ′(0) = 2，考虑找一个三次插值多项式 p(x) 使得在已知条件这几个点

处的取值都是零，设所求的多项式为 p(x) = ax3 + bx2 + cx+ d，则 p(0) = 0, p′(0) = 2, p(1) = 1, p(2) = 6，解方程

容易算出来 p (x) =
3

2
x3 − 5

2
x2 + 2x

设 F (x) = f (x) −
(
3

2
x3 − 5

2
x2 + 2x

)
，则 F (x) 在 [0, 2] 内连续，在 (0, 2) 中三阶可导且 F (0) = F ′(0) =

F (1) = F (2) = 0，只需证明存在 u ∈ (0, 2) 使得 F ′′′(u) = 0

反证法，根据达布中值定理可知导数具有介值性，不妨设 f ′′′(x) > 0, ∀x ∈ (0, 2)，则 f ′(x) 是 (0, 2) 内的严格下

凸函数，根据 f(0) = f(1) = f(2) = 0 可知存在 u ∈ (0, 1), v ∈ (1, 2) 使得 f ′(u) = f ′(v) = 0，结合 f ′(x) 严格下凸

可知 f ′(x) 在 (0, u) 严格单调递减，因此导数的极限 f ′(0+) = A > 0 一定存在，这里 A 是有限的正数或者正无穷

另一方面，根据导数定义和拉格朗日中值定理有

f ′ (0) = lim
x→0+

f (x)

x
= lim

x→0+

f (x)− f (0)

x− 0
= lim

x→0+
f ′ (ξ (x)) = lim

x→0+
f ′ (x) = A

注意 f ′(0) = 0，于是 A = 0，矛盾

注释 4.2.2： 上课讲的插值之后直接罗尔定理的方法需要 f(x) ∈ C3[0, 2] 或者至少 f ′(x) 连续，否则 f ′(x)

在 x = 0 处不连续会导致中间罗尔定理用不了，所以本题方法还需要如上改进一下

最后的操作本质上是“导数极限定理”
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例题 4.2.3 设 f(x) 在 [−3, 1] 中二阶可导且 f(−3) = −2, f(0) = 1, f(1) =
10

3
，证明：存在 u ∈ (−3, 1) 使得

f ′′(u) = 2u+ 2.

证明. 从目标式看，需要考虑 g(x) = f(x)− (
1

3
x3 + x2 + ax+ b) 这样的辅助函数，说明 g′′(u) = 0 即可，也即需要

找一组合适的 a, b，利用条件给 g(x) 提供三个零点

容易看出，取 g(x) = f(x)− (
1

3
x3 + x2 + x+ 1) 即可，此时 g(−3) = g(0) = g(1) = 0，结论得证

注释 4.2.3： 注意边界条件是多了一个的，所以可见最后要证明的式子右边 2u+ 2 不可以乱改，否则是错题

例题 4.2.4 设 f(x) 在 [−1, 2] 上二阶可导且 f(−1) = 2− 1

e
, f(0) = 1, f(2) = 2e2 − 1，证明：存在 u ∈ (−1, 2)

使得 f ′′(u) = f(u) + 2eu + u− 1.

证明. 首先把要证明的式子看做是微分方程，解出来

(ex (f ′ (x)− f (x)))
′
= ex (f ′′ (x)− f (x)) = ex (2ex + x− 1)

⇒ ex (f ′ (x)− f (x)) = e2x + (x− 2) ex + C, f ′ (x)− f (x) = ex + x− 2 + Ce−x(
e−xf (x)

)′
= e−x (f ′ (x)− f (x)) = 1 + e−x (x− 2) + Ce−2x

⇒ e−xf (x) = x+ (1− x) e−x + C1e
−2x + C2, f (x) = xex + 1− x+ C1e

−x + C2e
x

f (−1) = 2− 1

e
, f (0) = 1, f (2) = 2e2 − 1 ⇒ f (x) = xex + 1− x

这样得到了一个特解，考虑

g (x) = f (x)− (xex + 1− x) , g (−1) = g (0) = g (2) = 0

需要证明 g′′(u) = g(u)，考虑 p(x) = exg(x), p′(x) = ex(g(x)+g′(x))，根据罗尔定理则 p′(x)有两个不同零点，也

即 g(x)+g′(x)有两个不同零点，进而考虑 q(x) = e−x(g(x)+g′(x))，再次使用罗尔定理可知 q′(x) = e−x(g′′(x)−g(x))

有零点，结论得证

注释 4.2.4： 本题综合运用了插值方法以及解微分方程法，只不过插值插的不是多项式了，而是那个微分方

程的特解，核心目的依然是“边界调零”，或者说是“齐次化”
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4.3 微分方程方法

例题 4.3.1 设 f(x) 在 [0,+∞) 中可导且 f(x) − x lnxf ′(x) ̸= 0 对任意 x > 0 恒成立，证明：f(x) 的零点至

多有两个.

证明. 显然 f(1) ̸= 0，解微分方程可知，考虑函数 g (x) =
f (x)

lnx , x > 0, x ̸= 1

则在 (0, 1), (1,+∞) 中都有 g′ (x) =
x lnxf ′ (x)− f (x)

xln2x
̸= 0，结合达布中值定理可知，在这两个区间内，g(x)

分别都是严格单调的，因此 f(x) 在 (0, 1), (1,+∞) 中各自至多有一个零点

所以 f(x) 至多会有三个零点，我们只需要排除 f(0) = 0 的情况就行了，假如 f(0) = f(x1) = f(x2) = 0, x1 ∈

(0, 1), x2 > 1，则 lim
x→0+

g (x) = lim
x→0+

f (x)

lnx = 0，而 g(x) 在 (0, x1) 中严格单调且 g(x1) = 0，所以 lim
x→0+

g (x) 不可

能是零，矛盾

例题 4.3.2 设 f(x) 在 [0, 2] 中连续，在 (0, 2) 中可导且 f ′(1) = 0，证明：存在 u ∈ (0, 2) 使得 f ′(u) =

2024(f(u)− f(0)).

证明. 不妨设 f(0) = 0，否则考虑函数 g(x) = f(x)− f(0) 即可，现在要证明 f ′(u) = 2024f(u)

设 h (x) = e−2024xf (x)，则

h′ (x) = e−2024x (f ′ (x)− 2024f (x)) , h (0) = 0, h′ (1) = −2024e−2024f (1)

反证法，如果 h′(x) ̸= 0，则根据达布中值定理，h(x) 严格单调

若 h′(x) > 0 恒成立，则

h (1) > h (0) = 0 ⇒ f (1) > 0, h′ (x) > 0 ⇒ h′ (1) > 0, f (1) < 0

导致矛盾，另一种情况完全同理也会矛盾
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例题 4.3.3 设 f(x) 在 [1, 5] 中有四阶连续导数并且

f (3) + f ′′ (3) > f ′ (3) + f ′′′ (3) , f (4) + f ′′ (4) < f ′ (4) + f ′′′ (4) .f (k) (2) = 1, k = 0, 1, 2, 3

证明：存在 ξ ∈ (2, 4) 使得 f (4) (ξ) = f (ξ).

证明. 设 g(x) = f(x) + f ′′(x)，则 g(3) > g′(3), g(4) < g′(4), g(2) = g′(2) = 2，要证明 g′′(ξ) = g(ξ), ∃ξ ∈ (2, 4)

显然 g′(x)− g(x) 是连续函数，故存在 u ∈ (3, 4) 使得 g′(u) = g(u)，进而（对应微分方程 y′′ = y）考虑

p (x) = g′ (x)− g (x) , p′ (x) = g′′ (x)− g′ (x) , p′ (x) + p (x) = g′′ (x)− g (x) , p (2) = p (u) = 0

从目标来看，需要在 p(2) = p(u) = 0 的条件下，说明 p′(x) + p(x) = 0 在 (2, u) 内有解，于是令 q(x) = exp(x)

就有 q(2) = q(u) = 0，求导，利用罗尔中值定理可知结论成立

注释 4.3.1： 本题不要直接硬解微分方程 y′′′′ = y，要观察题目条件，比如一开始我们用二阶导项做了一个

过渡，不仅完美利用了条件，而且直接将问题从四阶导简化为了二阶导

例题 4.3.4 设 f(x) 在 [a, b] 中可导且 f ′(a) = f ′(b) = 0，证明：存在 u ∈ (a, b) 使得 f ′ (u) =
f (u)− f (a)

u− a
.

（Flett 中值定理）

证明. 不妨设 [a, b] = [0, 1]，然后考虑函数 f(x)− f(0) 这个函数，便知道可以不妨设 f(0) = 0，这样问题转化为：

已知 f(x) 在 [0, 1] 中可导且 f(0) = f ′(0) = f ′(1) = 0，要证明存在 u ∈ (0, 1) 使得 uf ′(u) = f(u)

考虑函数 g(x) =
f(x)

x
，则 g(0) = f ′(0) = 0 并且 g′(x) =

xf ′(x)− f(x)

x2

采用反证法，如果 g′(x) ̸= 0, ∀x ∈ (0, 1)，则根据达布中值定理，不妨设 g′(x) > 0 恒成立（另一个同理），于是

g(1) > g(0) = 0, f(1) > 0，进而 g′(1) = −f(1) < 0，在 (0, 1) 中任取一点 x0，则有 g′(x0) > 0，在区间 [x0, 1] 中使

用达布中值定理可知存在 u ∈ (0, 1) 使得 g′(u) = 0，导致矛盾
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例题 4.3.5 设 f(x) 在 [−1, 1] 上二阶可导且 f(−1) = f(0) = f(1) = 0，证明：

1. g(x) = (1 + x2)f ′(x)− f(x) 在区间 (−1, 1) 内至少有两个不同零点；

2. 存在 u ∈ (−1, 1) 使得 (1− 2u)f(u) = (1 + u2)2f ′′(u).

证明. 1. 解微分方程，形式计算有(
1 + x2

)
f ′ (x) = f (x) ,

f ′ (x)

f (x)
=

1

x2 + 1
, ln f (x) = arctanx+ C, f (x) = Cearctan x

所以考虑

h (x) = e− arctan xf (x) , h (−1) = h (0) = h (1) = 0, h′ (x) =
e− arctan x

x2 + 1

((
1 + x2

)
f ′ (x)− f (x)

)
根据罗尔中值定理，结论得证

2. 代入前面算出来的 earctan x 到第二问的微分方程里面，验证发现刚刚好取等，所以这是一个解，同样的使用

微分方程方法（见注释，或者看上课视频），考虑函数

F (x) =
earctan x

x2 + 1

((
1 + x2

)
f ′ (x)− f (x)

)
, F ′ (x) =

earctan x

(x2 + 1)
2

((
x2 + 1

)
f ′′ (x)− (1− 2x) f (x)

)
根据第一问，F (x) 有两个零点，所以由罗尔中值定理，本题得证

注释 4.3.2： 二阶变系数线性微分方程本身无通解公式，但是在知道一个特解之后便可以求出另一个解，这

只需要计算 (yy′0 − y′y0)
′，此处 y0 是已经知道的一个解，y 是其他的解，微分方程是 y′′(x) = q(x)y(x)，那

么导数算出来是零，问题化为一阶线性微分方程，自然可以求解
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4.4 性态分析方法

例题 4.4.1 设 f(x)在 [0,+∞)中任意阶可导且 lim
x→+∞

f (x) = f (0)，证明：对任意正整数 n，f (n)(x)在 (0,+∞)

都有零点.

证明. 不妨设 f(0) = f(+∞) = 0，反证法，根据介值性，不妨设 f (n)(x) > 0, ∀x > 0

于是在区间 [0,+∞) 中 f (n−1)(x) = 0 至多一个解，f (n−2)(x) = 0 至多两个解，以此类推 f ′′(x) = 0 至多 n− 2

个解，f ′(x) = 0 至多 n− 1 个解，所以 f(x) 最终单调（也就是说当 x 充分大之后，由于 f ′(x) ̸= 0，所以 f(x) 单

调），同样 f ′(x) 最终单调，一直下去到 f (n−1)(x) 都是最终单调的

因为单调函数的极限一定存在（有可能无穷），所以 f(x), f ′(x), ..., f (n−1)(x) 在正无穷处的极限均存在，如果

其中有一个的极限是非零的，则显然不是 f(x)，记为某个 f (k)(+∞) ̸= 0, k ≥ 1，这会导致

f (k−1) (+∞) , f (k−2) (+∞) ..., f (+∞)

每一个均为正无穷或者负无穷，与条件矛盾

所以

f (+∞) = f ′ (+∞) = ... = f (n−1) (+∞) = 0

注意 f (n)(x) > 0, ∀x > 0，所以 f (n−1) (x) 严格单调递增到零，故 f (n−1) (x) < 0 恒成立，进而 f (n−2) (x) 严格单调

递减到零，故 f (n−1) (x) > 0 恒成立，以此类推下去可知 f(x) 也是严格单调的

但是 f(0) = f(+∞) = 0，这显然不可能严格单调，矛盾，结论得证

例题 4.4.2 设函数 f(x) 在 (−∞,+∞) 上无穷次可导，n 是一个非负整数， lim
x→∞

f(x)

xn
= 0．证明：对一切

r ⩾ n+ 1, f (r)(x) 在 (−∞,+∞) 中至少有一个零点．

证明. 因为 r ≥ n+ 1，所以 lim
x→∞

f(x)

xr−1
= 0，采用反证法

不妨设 f (r)(x) > 0 恒成立，则 f (r−1)(x) 严格单调递增，因此 f (r−1)(−∞), f (r−1)(+∞) 之中，必定有一个不

是零，不妨设为 f (r−1)(+∞) = A ̸= 0，这里允许 A = +∞
根据洛必达法则有

lim
x→+∞

f (x)

xr−1
=

1

r − 1
lim

x→+∞

f ′ (x)

xr−2
= ... =

1

(r − 1)!
lim

x→+∞
f (r−1) (x) =

A

(r − 1)!

结合条件可知 A = 0，矛盾
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例题 4.4.3 设 f(x) 在 [a, b] 内 n+ 1 阶可导且 f (k) (a) = f (k) (b) = 0, k = 1, 2, ..., n，证明：

1. 存在 u ∈ (a, b) 使得
∣∣∣f (n+1) (u)

∣∣∣ ≥ 2n (n+ 1)!

(b− a)
n+1 |f (b)− f (a)|

2. 若 f(a) ̸= f(b)，则存在 v ∈ (a, b) 使得
∣∣∣f (n+1) (u)

∣∣∣ > 2n (n+ 1)!

(b− a)
n+1 |f (b)− f (a)|.

证明. 不妨设 a = 0, b = 1，如果 f(0) = f(1) 则第一问显然成立，因此只需证明第二问

不妨设 f(0) = 0, f(1) = 1，采用反证法，则
∣∣∣f (n+1) (x)

∣∣∣ ≤ 2n (n+ 1)! = C, ∀x ∈ (0, 1)

所以 f (n)(x) + Cx 在 [0, 1] 中单调递增，以 f (n)(x)− Cx 在 [0, 1] 中单调递减，结合条件有

0 ≤ f (n) (x) + Cx ≤ C,−C ≤ f (n) (x)− Cx ≤ 0 ⇒
∣∣∣f (n) (x)

∣∣∣ ≤


Cx, x ∈
[
0,

1

2

]
C (1− x) , x ∈

[
1

2
, 1

]
对上述不等式两端积分可知∣∣∣f (n−1) (x)

∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ x

0

f (n) (t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ x

0

∣∣∣f (n) (t)
∣∣∣ dt ≤ ∫ x

0

Ctdt =
C

2
x2, x ∈

[
0,

1

2

]
∣∣∣f (n−1) (x)

∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ 1

x

f (n) (t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

x

∣∣∣f (n) (t)
∣∣∣ dt ≤ ∫ 1

x

C (1− t) dt =
C

2
(1− x)

2
, x ∈

[
1

2
, 1

]

⇒
∣∣∣f (n−1) (x)

∣∣∣ ≤


C

2
x2, x ∈

[
0,

1

2

]
C

2
(1− x)

2
, x ∈

[
1

2
, 1

]

以此类推有 |f ′ (x)| ≤


C

n!
xn, x ∈

[
0,

1

2

]
C

n!
(1− x)

n
, x ∈

[
1

2
, 1

] ，再积分得到

f (x) = f (x)− f (0) =

∫ x

0

f (t) dt ≤ C

(n+ 1)!
xn+1, x ∈

[
0,

1

2

]
⇒ f

(
1

2

)
≤ C

2n+1 (n+ 1)!

1− f (x) = f (1)− f (x) =

∫ 1

x

f ′ (t) dt ≤ C

(n+ 1)!
(1− x)

n+1 ⇒ f

(
1

2

)
≥ 1− C

2n+1 (n+ 1)!

由此可知
C

2n+1 (n+ 1)!
≥ 1− C

2n+1 (n+ 1)!
, C = 2n (n+ 1)!

不等式刚刚好取等，所以前面 f ′(x) 的不等式放缩要取等，也即 f ′ (x) =


C

n!
xn, x ∈

[
0,

1

2

]
C

n!
(1− x)

n
, x ∈

[
1

2
, 1

]
但是这个函数在 x =

1

2
处是不可导的，矛盾，因此结论得证

注释 4.4.1： 注意 f (n+1)(x) 并没有可积性，所以我们要回避对他的积分，改用微分学方法也即单调性来代

替，其实效果上完全和积分一致，只不过微分学方法要的条件弱一些，但是你得多写一步，绕一下而已

65



4.5 综合问题 第四章 中值定理

4.5 综合问题

例题 4.5.1 设 f(x) 在 [0, 1] 中连续，在 (0, 1) 可导，f(0) = 0, f(1) = 1，证明：对任意 ε > 0，存在 N 和两两

不同的 x1, ..., xN ∈ (0, 1) 使得

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

1

2if ′ (xi)
− 1

∣∣∣∣∣ < ε

证明. 待定系数，形式计算有

f ′ (xi) =
f (b)− f (a)

b− a
,

1

2if ′ (xi)
=

b− a

2i (f (b)− f (a))

于是我们希望统一分母，这样求和的时候就能计算了，刚刚好区间是 [0, 1] 于是考虑让 f(b)− f(a) =
1

2i
，这样分子

求和算出来差不多就是 1，并且函数值的差距
1

2i
求和也差不多是 1，下面开始证明

如果存在 u ∈ (0, 1)使得 f ′(u) =
1

2
，则直接取 N = 1, x1 = u就可以了，以下设任意 x ∈ (0, 1)都有 f ′(x) ̸= 1

2
，

注意 f(1) = 1, f(0) = 0 所以存在 x 使得 f ′(x) = 1，结合达布中值定理可知 f ′(x) >
1

2
恒成立

根据连续函数的介值性，用

y1 = 1− 1

2
, y2 = 1− 1

4
, ..., yN = 1− 1

2N

去截 f(x)，则存在相应的 x1, ..., xN 使得 f(xk) = yk，记 x0 = 0，在每一个区间上用拉格朗日中值定理可知存在

uk ∈ (xk−1, xk) 使得

f ′ (uk) =
f (xk)− f (xk−1)

xk − xk−1
=

1

2k (xk − xk−1)∣∣∣∣∣
N∑
i=1

1

2if ′ (ui)
− 1

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

N∑
i=1

(xi − xi−1)− 1

∣∣∣∣∣ = 1− xN

于是需要 xN > 1− ε，根据 f ′(x) >
1

2
恒成立可知，这等价于在给定 ε > 0 之后，我们取的正整数 N 要求

1− 1

2N
= f (xN ) > f (1− ε)

由于 f ′(x) >
1

2
，所以

f (1)− f (1− ε)

ε
= f ′ (ξ) >

1

2
⇒ f (1− ε) < 1− 1

2
ε

因此让 1− 1

2N
> 1− 1

2
ε ⇔ 1

2N−1
< ε 就可以了，得证
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例题 4.5.2 设 f(x) 在 [0, 1] 中连续，在 (0, 1) 中可导且 f(0) = 0, f(1) = 1，证明：存在 u, v ∈ (0, 1), u ̸= v 使

得 f ′2(u) + f ′2(v) = 2.

证明. 如果存在至少两个点 u, v ∈ (0, 1) 使得 f ′(u) = f ′(v) = 1，则结论显然成立，而根据拉格朗日中值定理，至少

存在一点 x0 ∈ (0, 1) 使得 f ′(x0) = 1，所以下面只需讨论存在唯一 x0 ∈ (0, 1) 使得 f ′(x0) = 1 的情况

此时根据达布中值定理，在区间 (0, x0) 中，f ′(x) 要么恒大于 1 要么恒小于 1，对于区间 (x0, 1) 也是同理

如果在 (0, x0) 中 f ′(x) > 1 恒成立，同时在 (x0, 1) 中 f ′(x) > 1 恒成立，则函数 f(x)− x 在 (0, x0), (x0, 1) 中

都是严格单调递增的，从而 f(1)− 1 > f(x0)− x0 > f(0)− 0 也即 f(1) > 1，导致矛盾

同理，f ′(x) 在 (0, x0), (x0, 1) 中都恒小于 1 的情况也不可能出现，所以只剩下两种情况，不妨设在 (0, x0) 中

f ′(x) > 1，在 (x0, 1) 中 f ′(x) < 1

任取一点 x1 ∈ (0, x0), x2 ∈ (x0, 1)，则 f ′(x1) > 1, f ′(x2) < 1, f ′(x0) = 1，不妨再要求 f ′(x2) ∈ (0, 1)（否则在

区间 (x0, x2) 内用达布中值定理再取一个点即可），则对充分小的 ε > 0，比如

0 < ε < min
(
f ′ (x1)− 1,

√
2− f ′2 (x2)− 1

)
由此可知

1 + ε ∈ (1, f ′ (x1)) ,

√
2− (1 + ε)

2 ∈ (f ′ (x2) , 1)

根据达布中值定理，存在 u ∈ (x1, x0), v ∈ (x0, x2) 使得

f ′ (u) = 1 + ε, f ′ (v) =

√
2− (1 + ε)

2

显然此时 f ′2(u) + f ′2(v) = 2 并且 u ̸= v，满足条件
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例题 4.5.3 设 f(x) 在 [0, 1] 中连续且

∫ 1

0

f (x) dx = 0，证明：对任意正整数 n，都存在 c ∈ (0, 1) 使得∫ c

0

xnf (x) dx = en+1f (c).

证明. 设 g (x) =

∫ x

0

tnf (t) dt，则有 g (0) = 0, g′ (x) = xnf (x)

将目标视为微分方程，对应

g (x) = en+1f (x) = en+1 g
′ (x)

xn
⇒ g′ (x)

g (x)
=

xn

en+1
, ln g (x) = xn+1

(n+ 1) en+1
+ C, g (x) = Ce

xn+1

(n+1)en+1

所以考虑

h (x) = e
− xn+1

(n+1)en+1 g (x) , h′ (x) = e
− xn+1

(n+1)en+1

(
g′ (x)− xn

en+1
g (x)

)
= e

− xn+1

(n+1)en+1

(
xnf (x)− xn

en+1

∫ x

0

tnf (t) dt

)
=

e
− xn+1

(n+1)en+1

en+1
xn

(
en+1f (x)−

∫ x

0

tnf (t) dt

)

采用反证法，根据达布中值定理，不妨设 en+1f (x) −
∫ x

0

tnf (t) dt > 0 对任意 x ∈ (0, 1) 恒成立，则 h(x) 严

格单调递增，便有 h(x) > h(0) = 0，得到 g (x) =

∫ x

0

tnf (t) dt > 0 对任意 x ∈ (0, 1] 恒成立

进而对任意 x ∈ (0, 1]都有 en+1f (x) >

∫ x

0

tnf (t) dt > 0，所以 f(x)在 (0, 1) 内恒正，与

∫ 1

0

f (x) dx = 0 矛盾
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4.5 综合问题 第四章 中值定理

例题 4.5.4 设 f(x)在 [0, 1]内连续，在 (0, 1)内可导且 f(0) = 0, f(1) = 2，证明：存在两两不同的 u, v, w ∈ (0, 1)

使得 f ′ (u) f ′ (v)
√
1− w ≥ 2.

证明. 方法一：根据例题 4.5.2 可知，存在 u, v ∈ (0, 1) 且 u ̸= v 使得 f ′(u)f ′(v) = 4，然后取 w < u, v 让 w → 0，

则 f ′ (u) f ′ (v)
√
1− w 会趋于 4，并且显然 u, v, w 两两不同，得证

方法二：设 l(x) =
3

2
x +

1

2
是过 (1, 2) 且斜率为

3

2
的直线，如果存在 x ∈ (0, 1) 使得 f(x) > l(x)，则存在

x0 ∈ (0, 1) 使得 f(x0) = l(x0)

在区间 [0, x0] 中使用拉格朗日中值定理可知存在 u ∈ (0, x0) 使得 f ′(u) =
f(x0)

x0
> 2，在区间 [x0, 1] 中使用拉

格朗日中值定理可知，存在 v ∈ (x0, 1) 使得 f ′(v) =
3

2
，接着任取 w < min(5

9
, u) 即可

注释 4.5.1： 注：本题右端可以换成任何小于 4 的数字，另外若要求 w 在 u, v 之间，则这个问题的右端最

佳系数是多少呢？将会很有意思也比较难，留给数学类
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4.5 综合问题 第四章 中值定理

例题 4.5.5 设 f(x) 在 [0, 1] 内二阶连续可导且满足 f ′(0) = f ′(1), |f ′′(x)| ≤ 1 恒成立

证明：

∣∣∣∣∫ 1

0

f (x) dx− f (0) + f (1)

2

∣∣∣∣ ≤ 1

32
，且右端系数是最佳的.

证明. 分部积分有∣∣∣∣∫ 1

0

f (x) dx− f (0) + f (1)

2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ 1

0

f (x) d

(
x− 1

2

)
− f (0) + f (1)

2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ 1

0

(
x− 1

2

)
f ′ (x) dx

∣∣∣∣
下面待定系数来分部积分，目标是使得积分最小，对任意 c ∈ (0,

1

8
) 有

∣∣∣∣∫ 1

0

(
x− 1

2

)
f ′ (x) dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ 1

0

f ′ (x) d

(
1

2

(
x− 1

2

)2

− c

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ 1

0

(
1

2

(
x− 1

2

)2

− c

)
f ′′ (x) dx

∣∣∣∣∣
≤
∫ 1

0

∣∣∣∣∣12
(
x− 1

2

)2

− c

∣∣∣∣∣ dx =

∫ 1
2

0

∣∣∣∣∣
(
x− 1

2

)2

− 2c

∣∣∣∣∣ dx =

∫ 1
2−

√
2c

0

(
x− 1

2

)2

− 2cdx+

∫ 1
2

1
2−

√
2c

2c−
(
x− 1

2

)2

dx

= 2c

(√
2c−

(
1

2
−
√
2c

))
+

∫ 1
2−

√
2c

0

(
x− 1

2

)2

dx−
∫ 1

2

1
2−

√
2c

(
x− 1

2

)2

dx

= 2c

(
2
√
2c− 1

2

)
+

∫ 1
2

√
2c

x2dx−
∫ √

2c

0

x2dx = 2c

(
2
√
2c− 1

2

)
+

1

3

(
1

8
− 2c

√
2c

)
− 1

3
2c
√
2c, 2

√
2c = t ∈ (0, 1)

=
t2

4

(
t− 1

2

)
+

1− t3

24
− t3

24
=

t3

6
− t2

8
+

1

24
= p (t) , min

t∈(0,1)
p (t) = p

(
1

2

)
=

1

32
⇒ c =

1

32

所以∣∣∣∣∫ 1

0

f (x) dx− f (0) + f (1)

2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ 1

0

(
1

2

(
x− 1

2

)2

− 1

32

)
f ′′ (x) dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0

∣∣∣∣∣12
(
x− 1

2

)2

− 1

32

∣∣∣∣∣ dx =
1

32

结论得证

注释 4.5.2： 由于条件 f ′(0) = f ′(1) 的存在，本题似乎只能分部积分做，没有办法采用微分中值定理解决问

题，系数的最佳性从放缩容易看到取等（逼近取等类型，并不能直接取等）

但是若删去条件 f ′(0) = f ′(1)，则可以使用中值定理解决问题，相应的结论如下：

f (x) ∈ C2 [0, 1] ⇒ ∃ξ ∈ (0, 1) , s.t.

∫ 1

0

f (x) dx− f (0) + f (1)

2
= − 1

12
f ′′ (ξ)

不妨设 f(0) = f(1) = 0，然后令 g (x) =

∫ x

0

f (t) dt, g (0) = g′ (0) = g′ (1) = 0，再取

h (x) = g (x) + g (1)
(
2x3 − 3x2

)
, h (0) = h (1) = h′ (0) = h′ (1) = 0 ⇒ h′′′ (u) = 0

即可
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4.5 综合问题 第四章 中值定理

例题 4.5.6 设函数 f(x) ∈ C4[0, 1] 并且存在 r > 1 , 使得
∫ 1

0

f(x)dx+
(
r2 − 1

)
f

(
1

2

)
= r3

∫ r+1
2r

r−1
2r

f(x)dx.

证明: 存在 ξ ∈ (0, 1) 使得 f (4)(ξ) = 0.

证明. 对条件变形有
∫ 1

0

f (x) − f

(
1

2

)
dx = r3

∫ r+1
2r

r−1
2r

f (x) − f

(
1

2

)
dx，所以不妨设 f(

1

2
) = 0，问题转化为已知

f(x) ∈ C4[−1

2
,
1

2
], f(0) = 0，且

∫ 1
2

− 1
2

f (x) dx = r3
∫ 1

2r

− 1
2r

f (x) dx，证明存在 u ∈ (−1

2
,
1

2
) 使得 f ′′′′(u) = 0

容易发现对 f(x) = x, x2, x3，代入到条件中等式均成立，并且三次多项式的四阶导数恒为零，所以（减去一个

三次多项式）不妨设 f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = f ′′′(0) = 0

下面采用反证法，不妨设 f ′′′′(x) > 0 对任意 x ∈ (−1

2
,
1

2
) 恒成立，根据条件有

∫ 1
2

− 1
2

f (x) dx =

∫ 1
2

0

f (x) + f (−x) dx, r3
∫ 1

2r

− 1
2r

f (x) dx = r2
∫ 1

2

0

f
(x
r

)
+ f

(
−x

r

)
dx

因此令 g(x) = f(x) + f(−x)，则 g(0) = g′(0) = g′′(0) = g′′′(0) = 0, g′′′′(x) > 0 并且 g(x) 是偶函数，满足∫ 1
2

0

g (x)− r2g
(x
r

)
dx = 0

从 g(x) 的导数条件可知对任意 x ∈ (0,
1

2
) 有 g′′′(x) > g′′′(0) = 0，于是 g′′(x) 严格单调递增

再令 h (x) = g (x)− r2g
(x
r

)
，则

∫ 1
2

0

h (x) dx = 0, h (0) = h′ (0) = h′′ (0) = 0, h′′ (x) = g′′ (x)− g′′
(x
r

)
> 0, ∀x ∈ (0,

1

2
)

最后一个不等式利用了 g′′(x) 单调递增以及 r > 1，所以 h(x) 是区间 [0,
1

2
] 中严格单调递增（因为 h′′(x) > 0

推出 h′(x) > h′(0) = 0）且严格下凸的函数，注意 h(0) = 0，这会导致

∫ 1
2

0

h (x) dx > 0，矛盾
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4.5 综合问题 第四章 中值定理

例题 4.5.7 设 f(x) ∈ C1[0, 1] 且

∫ 1

0

f (x) dx = 1,

∫ 1

0

xf (x) dx = 2,

∫ 1

0

x2f (x) dx = 7，证明：对任意 c ∈

[−168, 204]，均存在 u ∈ (0, 1) 使得 f ′(u) = c，且 c 的范围是最佳的.

证明. 分析与形式计算：对任意 c ∈ [−168, 204]，令 g(x) = f(x)− cx，反证法，不妨 g′(x) > 0，则∫ 1

0

g (x) dx = 1− c

2
,

∫ 1

0

xg (x) dx = 2− c

3
,

∫ 1

0

x2g (x) dx = 7− c

4

现在只有导数条件，自然考虑待定系数分部积分，转化到导数上去，于是对任意 m,n 有∫ 1

0

(
x2 +mx+ n

)
g (x) dx =

∫ 1

0

g (x) d

(
x3

3
+

mx2

2
+ nx+ p

)
= −

∫ 1

0

(
x3

3
+

mx2

2
+ nx+ p

)
g′ (x) dx∫ 1

0

(
x2 +mx+ n

)
g (x) dx = 7− c

4
+m

(
2− c

3

)
+ n

(
1− c

2

)
= 0

x3

3
+

mx2

2
+ nx+ p |x=1 = 0,

x3

3
+

mx2

2
+ nx+ p |x=0 = 0

所以在 c 确定后，m,n, p 的值都会确定下来，如果这时恰好那个三次多项式是定号的，就会有矛盾

下面开始证明：，对任意 c，记 g(x) = f(x)− cx，分部积分有∫ 1

0

x (x− 1) (x− a) g′ (x) dx =

∫ 1

0

x3 − (a+ 1)x2 + axdg (x) = −
∫ 1

0

g (x)
(
3x2 − 2 (a+ 1)x+ a

)
dx

= −
(
3
(
7− c

4

)
− 2 (a+ 1)

(
2− c

3

)
+ a

(
1− c

2

))
= 3a− 17− c

(
a

6
− 1

12

)
= a

(
3− c

6

)
+

c

12
− 17

因此，当 c ∈ [−168, 204] 且 c ̸= 18 时，取 a =
17− c

12

3− c
6

=
204− c

36− 2c
，则有

∫ 1

0

x (x− 1) (x− a) g′ (x) dx = 0, a /∈ (0, 1)

根据积分中值定理可知，存在 u ∈ (0, 1) 使得 g′(u) = 0，也即 f ′(u) = c

对于 c = 18 的情形，根据导数的介值性可知结论依然成立，也可以利用∫ 1

0

x (x− 1) g′ (x) dx = −
∫ 1

0

g (x) (2x− 1) dx = −
(
2
(
2− c

3

)
−
(
1− c

2

))
=

c

6
− 3 = 0

和积分中值定理来推出需要的结论

从以上过程可以看出，条件中 c 的范围是最佳的

注释 4.5.3： 实际上，根据导数介值性，我们只需要对 c = −168, 204 这两个数值做验证即可
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4.6 命题方法与原理介绍

定理 4.6.1: n 阶齐次插值条件与高阶罗尔中值定理

若 f(x) = 0 有 k 个不同的根 x1 < x2 < · · · < xk, k ⩾ 2，且 xi 是至少 ni(⩾ 1) 重根 (1 ⩽ i ⩽ k) ,

f (xi) = f ′ (xi) = f ′′ (xi) = · · · = f (ni−1) (xi) = 0
(
ni个连续齐次插值条件

)
n1 + n2 + · · ·+ nk = n+ 1（总的插值条件比最高阶导数多一个）．f 在 x1 处有 n1 阶右导数，在 xk 处

有 nk 阶左导数，在 (x1, xk) 上 n 次可导，则存在 ξ ∈ (x1, xk) 使得

f (n)(ξ) + an−1f
(n−1)(ξ) + · · ·+ a1f

′(ξ) + a0f(ξ) = 0

其中假设（微分算子的特征方程）λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a1λ+ a0 = 0 的根都是实根．

证明. 对 n 采用归纳法，n = 1 时问题化为 f(a) = f(b) = 0，要证明存在 u ∈ (0, 1) 使得 f ′(u) + kf(u) = 0

考虑 g(x) = ekxf(x)，则 g(a) = g(b) = 0，所以存在 u ∈ (a, b) 使得 g′(u) = eku(f ′(u) + kf(u)) = 0，结论成立

假设 n− 1 时结论成立，对于 n 时，待定系数，因为

(f ′ (x)− λf (x))
(n−1)

+ cn−2(f
′ (x)− λf (x))

(n−2)
+ ...+ c0 (f

′ (x)− λf (x))

= f (n) (x) + (cn−2 − λ) f (n−1) (x) + (cn−3 − λcn−2) f
(n−2) (x) + ...+ (c0 − c1λ) f

′ (x)− c0λf (x)

解方程组

cn−2 − λ = an−1, cn−3 − λcn−2 = an−2, ..., c0 − c1λ = a1,−c0λ = a0

⇒ cn−2 = an−1 + λ, cn−3 = an−2 + λcn−2, ..., c0 = a1 + c1λ, a0 + c0λ = 0

⇒ 0 = a0 + λ (a1 + c1λ) = λ (a1 + λ (a2 + c2λ)) = ... = λn + an−1λ
n−1 + ...+ a1λ+ a0

根据条件，取 λ 为题中方程的一个实根，则可依次确定各个 c0, ..., cn−2

对任意实数 t，取 f(x) = etx 代入到等式中有

f ′ (x)− λf (x) = (t− λ) etx, (t− λ)
(
tn−1 + cn−2t

n−2 + ...+ c0
)
etx =

(
tn + an−1t

n−1 + ...+ a0
)
etx

⇒ (t− λ)
(
tn−1 + cn−2t

n−2 + ...+ c0
)
=
(
tn + an−1t

n−1 + ...+ a0
)

记 g(x) = f ′(x)− λf(x)，这说明 tn−1 + cn−2t
n−2 + ...+ c0 的 n− 1 个根是题中方程除去 λ 剩下的根，故全为

实根，根据 n = 1 的情况知 g(x) 具备 n 个插值条件，所以对于 g(x) 运用归纳假设，可知存在 u 使得 g(n−1) (u) +

cn−2g
(n−2) (u) + ...+ c0g (u) = 0，从定义看显然展开后就是题目要的关于 f(x) 的等式，得证

注释 4.6.1： 为什么 g(x) 具备 n 个插值条件？简单来讲就是每一个插值节点 g(x) 的零点阶数会减一，但是

不同节点之间各自会贡献一个零点给 g(x)，因此总的合算下来就是只少了一个

另外，本题定义算子 Lλ (x) = eλx
(
e−λxf (x)

)′
= f ′ (x)− λf (x) 并从算子角度来证明会更本质，但是门槛比

较高，而且需要补充说明许多看似成立的直观性质，感兴趣的话去看数学类红宝书
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定理 4.6.2: 二阶复特征值罗尔中值定理

设 f 在 (a, b) 上二阶可导且 f(x) = 0 在 (a, b) 上有 3 个解，p, q ∈ R, t2 + pt + q = 0 的解为复根

t = α± iβ, α, β ∈ R, β > 0 ．若 β(b− a) ⩽ π，则存在 ξ ∈ (a, b) 使得 f ′′(ξ) + pf ′(ξ) + qf(ξ) = 0.

证明. 不妨设 (a, b) = (−c, c), 0 < 2βc ⩽ π ，考察辅助函数 H1(x) =
e−αxf(x)

cosβx
由题意，H1(x) 在 (−c, c) 上有三个零点，由 Rolle 中值定理可知，H ′

1(x) 在 (−c, c) 上有两个零点．令

H2(x) = H ′
1(x) cos2 βx = e−αx ((f ′(x)− αf(x)) cosβx+ βf(x) sinβx)

由 Rolle 中值定理可知，H ′
2(x) 在 (−c, c) 上有一个零点．容易验算

H ′
2(x) = (f ′′(x) + pf ′(x) + qf(x)) e−αx cosβx

因此结论得证

注释 4.6.2： 本题的函数是解微分方程得到的，考虑方程 y′′ + py′ + qy = 0，对应特征方程 x2 + px+ q = 0，

解出来的是

y = e
−p±

√
p2−4q
2 x = e(α+iβ)x = eαx (cosβx+ i sinβx)

要将虚的变成实的，直接考虑实部虚部 eαx cosβx, eαx sinβx 就是两个解
因为通解是 y = eαx (c1 cosβx+ c2 sinβx)，所以考虑 c1 =

e−αxy (x)

cosβx 这个辅助函数

注意，本题对区间是有要求的，有虚根时候要对区间长度做限制，否则可能分母为零出问题
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命题 4.6.1: 经典题目的高阶推广

给定 n ∈ N+ , 设 f(x) ∈ Cn[0, 1], 且 f(x) 在 [0, 1] 上有 n+ 1 个互不相同的零点.
证明: 存在 ζ ∈ (0, 1), 使得 f (n)(ζ) = −f(ζ).

证明. 注意求导关系(
e−axf (x)

cos bx

)′

=
e−ax ((f ′ (x)− af (x)) cos bx+ bf (x) sin bx)

cos2bx(
cos2bx

(
e−axf (x)

cos bx

)′
)′

= e−ax cos bx
(
f ′′ (x)− 2af ′ (x) +

(
a2 + b2

)
f (x)

)
若 n = 2m+ 1 为奇数，设

x2m+1 + 1 = (x+ 1)
(
x2 + p1x+ q1

) (
x2 + p2x+ q2

)
...
(
x2 + pmx+ qm

)
其中每一个 x2 + pkx+ qk = 0 的根为 ak ± ibk，都是单位根，显然 |bk| ≤ 1，所以 cos bkx 在 [0, 1] 内恒正

根据条件，f(x) 有 2m+ 2 个不同的零点，所以
e−a1xf (x)

cos b1x
也有 2m+ 2 个零点，根据罗尔中值定理

cos2b1x
(
e−a1xf (x)

cos b1x

)′

= e−a1x ((f ′ (x)− a1f (x)) cos b1x+ b1f (x) sin b1x)

在 [0, 1] 内有 2m+ 1 个零点，再用一次罗尔，所以

f ′′ (x)− 2a1f
′ (x) +

(
a21 + b21

)
f (x) = f ′′ (x) + p1f

′ (x) + q1f (x)

在 (0, 1) 内有 2m 个零点

记 f1 (x) = f ′′ (x) + p1f
′ (x) + q1f (x)，同理可知 f2 (x) = f1

′′ (x) + p2f1
′ (x) + q2f1 (x) 在 (0, 1) 内有 2m− 2

个零点，以此类推，考虑 fk+1 (x) = fk
′′ (x) + pkfk

′ (x) + qkf (x) , k = 1, 2, ...,m − 1，则最后 fm(x) 在 (0, 1) 内有

2 个零点

考虑函数 (exfm (x))
′
= ex

(
fm

′ (x) + fm (x)
)
可知 fm

′ (x) + fm (x) 有零点，恰好根据我们的构造过程，就一

定有 f (n) (x) + f (x) = fm
′ (x) + fm (x)，于是证明了结论

对于偶数情形是完全同理的，删去最后一步 exfm(x) 求导的过程即可

注释 4.6.3： 最后 f (n) (x) + f (x) = fm
′ (x) + fm (x) 用微分算子来理解将会是本质的并且简单，因为（记微

分算子为 D，也即定义 Df(x) = f ′(x)，D2f(x) = f ′′(x)，D0f(x) = 1f(x) = f(x)，以此类推自然定义）

f (n) (x) + f (x) = (Dn + 1) f (x) = (D + 1)
(
D2 + p1D + q1

)
...
(
D2 + pmD + qm

)
f (x)

= (D + 1)
(
D2 + pmD + qm

)
...
(
D2 + p2D + q2

) ((
D2 + p1D + q1

)
f (x)

)
= (D + 1)

(
D2 + pmD + qm

)
...
(
D2 + p2D + q2

)
f1 (x)

= ... = (D + 1) fm (x) = fm
′ (x) + fm (x)

自己去证明一下微分算子这个直观的性质，就可以讲清楚了，归纳验证即可
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4.7 练习题 第四章 中值定理

4.7 练习题

习题 4.7.1 设f(x) 在[a, b] 可导，在(a, b) 两次可导．证明存在ξ ∈ (a, b) ，使得f ′(b)− f ′(a) = f ′′(ξ)(b− a).

习题 4.7.2 设 a > 0, f(x) ∈ C2[0, 2a], f(0) = a, f(a) = b, f ′(0) = −1, |f ′′(x))| ≤ 1

4a
，证明：|f(a+ b)| ≤ 17

512
a.

习题 4.7.3 设 f(x) 在 [0,
π

2
] 上二阶可导且 f

(π
2

)
=

π2

4
, f ′
(π
2

)
= π, f (0) = 1，证明：存在 u ∈ (0,

π

2
) 使得

2f ′′(u)− 2f ′(u) + f(u) = u2 − 4u+ 4.

习题 4.7.4 设 f(x) 在 [−1, 1] 中三阶可导且 f(−1) = 0, f(1) = 1, f ′(0) = 0，证明：存在 u ∈ (−1, 1) 使得

f ′′′(u) = u+ 3.
习题 4.7.5 设 f(x)二阶可导且 f(0) = 0, f ′(0) = 1, f(

π

4
) = 1，证明：存在 u ∈ (0,

π

4
)使得 f ′′(u) = 2f(u)f ′(u).

习题 4.7.6 设 f(x) 在 [−π, π] 上二阶可导且 |f (x)| ≤ min (1− cosx, sinx)，证明：存在 u ∈ (0, π) 使得

f ′′(u) = f(u).
习题 4.7.7 设 f(x) 在 [−1, 1] 内二阶可导且

f (0) = 2f ′ (0) , f ′ (1) = −f (1) , 2f ′ (x) + xf (x) ̸= 0, ∀x ∈ [0, 1]

证明：存在 u ∈ (0, 1) 使得 (u2 + 1)f(u) + 4uf ′(u) + 4f ′′(u) = 0.
习题 4.7.8 设 f ∈ C[0, 1] ，在 (0, 1) 上可导，且 f(1)− f(0) = 1 ，证明：对于 k = 0, 1, 2, · · · ，∃ξk ∈ (0, 1)

使得 f ′ (ξk) =
n!

k!(n− k − 1)!
ξkk (1− ξk)

n−k−1.

习题 4.7.9 设 f(x) ∈ C[0, 1] 满足

∫ 1

0

f (x) dx = 0，证明：存在 u, v ∈ (0, 1) 使得

uf (u) =

∫ u

0

xf (x) dx, v2f (v) =

∫ v

0

(
x+ x2

)
f (x) dx

习题 4.7.10 设 f(x) ∈ C2[0, 1] 满足

∫ 1

0

f (x) dx = 2

∫ 3
4

1
4

f (x) dx，证明：存在 u ∈ (0, 1) 使得 f ′′(u) = 0.

习题 4.7.11 设 f(x) ∈ C2[0,
π

2
] 且 f ′(0) = 0，证明：存在 u, v, w ∈ (0,

π

2
) 使得 f ′ (u) =

π

2
vf ′′ (w) sin 2u.

习题 4.7.12 设 f 与 g 在 [a, b] 上可导，且对任何 x ∈ [a, b], g′(x) ̸= 0. 又
∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)g(x)dx = 0 .
证明: 存在 ξ ∈ (a, b) 使得 f ′(ξ) = 0.

习题 4.7.13 设 f(x) 在 [0, 1] 上具有连续导数, 证明: 存在 ξ ∈ [0, 1], 使得

f ′′(ξ) =

∫ 1

0

(
360x2 − 360x + 60)f(x)dx

习题 4.7.14 设 f(x) 在 [0, 1] 上有二阶导数, 且 f(0) = 1, f(1) = 3e, f ′(1) = 5e. 则存在 ξ ∈ (0, 1) 使得

f ′′(ξ)− 2f ′(ξ) + f(ξ) = 0.
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第五章 积分计算

本专题共讲三次课，包括定积分，不定积分以及反常积分的计算，还有积分计算在几何上的应用这几个部分。本

期课程中尽量不涉及特殊函数、幂级数方法、含参积分方法，留数定理、傅里叶展开这些下册内容，在下一期课程

中还会针对下册教材知识再讲一次积分计算专题。

不定积分计算中，除去常见的基本习题之外（上课例题以及练习题中几乎没有很基础的微积分教材课后习题，因

此如果你是初学或者基础不好，在看课之前务必先把自己教材上基本的课后习题做一遍！基础需要打牢，最基本的

算法务必搞清楚），应当了解欧拉代换和切比雪夫定理，可以判定根式类型的不定积分是否能够算出来，还提供了明

确的算法

课本上关于积分计算部分的公式，除去最基本的结论和几个特殊积分结果之外，就只剩下几何方面相关的结论。

几何上的结论分为：曲线长度计算、曲线围成区域面积计算、旋转体侧面积计算、旋转体体积计算四个部分，每一

部分里面针对函数不同的表达形式，可以分为通常的 y = f(x) 类型、参数方程类型以及极坐标类型，排列组合下来

一共是 4 ∗ 3 = 12 个公式。

实际上这些公式基本上都不用记（也没有 12 个这么多），公式的推导全部都是采用微元法，将曲线近似为直线，

将曲边梯形近似为矩形，然后计算方体、圆台体积或者扇形面积等等，局部微元算好之后，然后在区间内积分即可

推导出这些公式。详细的公式总结见“几何应用”部分（应用重积分或者曲线积分，有时能带来便利，在下期重积

分和曲线积分计算课中会再单独讲）。

特殊积分结果需要知道：

∫ ∞

0

e−x2

dx =

√
π

2
,

∫ ∞

0

sinx
x

dx =
π

2
，由此配合欧拉公式（严谨化需要复变知识）能

计算

∫ ∞

0

sinx2dx,

∫ ∞

0

cosx2dx，这两个叫做菲涅尔积分，当然也有其他算法

此外伽马函数应用非常广泛，定义为 Γ (a) =

∫ ∞

0

xa−1e−xdx, a > 0，有著名的余元公式 Γ (x) Γ (1− x) =
π

sinπx

相应的 Beta 函数结果是 B (p, q)
∆
=

∫ 1

0

xp−1(1− x)
q−1

dx =
Γ (p) Γ (q)

Γ (p+ q)
余元公式和 Beta 函数的性质在微积分下册教材中会学习，这里只给出结果
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5.1 不定积分计算 第五章 积分计算

5.1 不定积分计算

例题 5.1.1 计算积分

∫
1

x3 + 1
dx,

∫
1

x4 + 1
dx.

证明. 分解设
1

x3 + 1
=

a

x+ 1
+

bx+ c

x2 − x+ 1
⇔ a

(
x2 − x+ 1

)
+ (x+ 1) (bx+ c) = 1

x = −1 ⇒ a =
1

3
,
x2 − x+ 1

3
+ bx2 + (b+ c)x+ c = 1 ⇒ c =

2

3
, b = −1

3

⇒ c =
2

3
, b = −1

3
,

1

x3 + 1
=

1

3

1

x+ 1
− 1

3

x− 2

x2 − x+ 1

所以 ∫
1

x3 + 1
dx =

1

3

∫
1

x+ 1
dx− 1

3

∫
x− 2

x2 − x+ 1
dx

=
1

3
ln |x+ 1| − 1

6

∫
2x− 1

x2 − x+ 1
dx+

1

2

∫
1

x2 − x+ 1
dx

=
1√
3
arctan 2x− 1√

3
+

1

3
ln |x+ 1| − 1

6
ln
(
x2 − x+ 1

)
+ C

对于第二个，相比于带着根号强行分解，凑一下会好算很多∫
1

x4 + 1
dx =

1

2

∫
x2 + 1

x4 + 1
− x2 − 1

x4 + 1
dx∫

x2 + 1

x4 + 1
dx =

∫
1 + 1

x2

x2 + 1
x2

dx =

∫
1(

x− 1
x

)2
+ 2

d

(
x− 1

x

)
=

1√
2
arctan x− 1

x√
2

+ C∫
x2 − 1

x4 + 1
dx =

∫
1− 1

x2

x2 + 1
x2

dx =

∫
1(

x+ 1
x

)2 − 2
d

(
x+

1

x

)
u=x− 1

x=

∫
1

u2 − 2
du

=
1

2
√
2

∫
1

u−
√
2
− 1

u+
√
2
du =

1

2
√
2
ln
∣∣∣∣∣u−

√
2

u+
√
2

∣∣∣∣∣+ C =
1

2
√
2
ln
∣∣∣∣∣x+ 1

x −
√
2

x+ 1
x +

√
2

∣∣∣∣∣+ C∫
1

x4 + 1
dx =

1

2
√
2
arctan x− 1

x√
2

+
1

4
√
2
ln
∣∣∣∣∣x+ 1

x −
√
2

x+ 1
x +

√
2

∣∣∣∣∣+ C

=
1

2
√
2
arctan x2 − 1√

2x
+

1

4
√
2
ln
∣∣∣∣∣x2 −

√
2x+ 1

x2 +
√
2x+ 1

∣∣∣∣∣+ C

注释 5.1.1： 一般的，可以写出
∫

1

xn + 1
dx 的通项公式，方法就是待定系数分解，然后留数法（或许也叫洛

必达法则）算分解的系数，然后逐项积分即可，这个结果考试不会考，感兴趣知乎搜索一下即可，繁而不难
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5.1 不定积分计算 第五章 积分计算

例题 5.1.2 计算

∫
2x2 + 2x+ 13

(x− 2) (x2 + 1)
2 dx.

证明. 将被积函数分解成部分分式之和：

2x2 + 2x+ 13

(x− 2) (x2 + 1)
2 =

a

x− 2
+

bx+ c

x2 + 1
+

dx+ e

(x2 + 1)
2 ,

即 2x2 + 2x+ 13 = a
(
x2 + 1

)2
+ (bx+ c)(x− 2)

(
x2 + 1

)
+ (dx+ e)(x− 2)

采用赋特殊值的方法确定系数 a, b, c, d, e. 令 x = 2，得 25 = 25a ，故 a = 1 。

令 x = i ，得 11 + 2i = (di+ e)(i− 2) = −d− 2e+ (e− 2d)i ，即
{

−d− 2e = 11

e− 2d = 2
故 d = −3, e = −4 ．

令 x = 0 ，得 13 = a− 2c− 2e ，即 13 = 9− 2c ，故 c = −2 ．

令 x = 1 ，得 17 = 4a− 2(b+ c)− (d+ e) ，即 2 = −2b ，故 b = −1．

也可以这样：(
x2 + 1

)2
+ (bx+ c)

(
x2 + 1

)
(x− 2) = (3x+ 4) (x− 2) + 2x2 + 2x+ 13 = 5x2 + 5

⇒ x2 + 1 + (bx+ c) (x− 2) = 5, b = −1, c = −2

于是

I =

∫ [
1

x− 2
+

−x− 2

x2 + 1
+

−3x− 4

(x2 + 1)
2

]
dx =

∫ dx
x− 2

−
∫

x+ 2

x2 + 1
dx−

∫
3x+ 4

(x2 + 1)
2 dx

= ln |x− 2| −
∫

x

x2 + 1
dx− 2

∫ dx
x2 + 1

− 3

∫
x

(x2 + 1)
2 dx− 4

∫ dx
(x2 + 1)

2

= ln |x− 2| − 1

2
ln
(
x2 + 1

)
− 2 arctanx+

3

2 (x2 + 1)
− 2x

x2 + 1
− 2 arctanx+ C

= ln |x− 2| − 1

2
ln
(
x2 + 1

)
− 4x− 3

2 (x2 + 1)
− 4 arctanx+ C.
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5.1 不定积分计算 第五章 积分计算

例题 5.1.3 设 x > 0，计算

∫ √
x+

√
x+

√
x+ ...dx，这里有无穷个根号.

证明. 考虑递推数列 a0 = 0, an+1 =
√
x+ an, x > 0，蛛网图方法或根据递推数列基本知识易知 an 单调递增且有界，

因此极限存在，计算不动点（一元二次方程）得 lim
n→∞

an =
1 +

√
1 + 4x

2
因此所求为 ∫

1 +
√
1 + 4x

2
dx =

x

2
+

1

12
(1 + 4x)

3
2 + C

例题 5.1.4 计算

∫
e

x
2 cosx

3
√
3 cosx+ 4 sinx

dx.

证明. 观察结构，积分之后必须要出现因子 e
x
2，再看分母，相当于是 −1

3
次方，因此之前必须是

2

3
次方，这两个

因子都必须存在，所以直接尝试求导，计算有(
e

x
2 (3 cosx+ 4 sinx)

2
3

)′
= e

x
2
1

2
(3 cosx+ 4 sinx)

2
3 + e

x
2
2

3
(3 cosx+ 4 sinx)−

1
3 (4 cosx− 3 sinx)

=
e

x
2

3
√
3 cosx+ 4 sinx

(
3 cosx+ 4 sinx

2
+

2

3
(4 cosx− 3 sinx)

)
=

25

6

e
x
2

3
√
3 cosx+ 4 sinx

所以 ∫
e

x
2 cosx

3
√
3 cosx+ 4 sinx

dx =
6

25

e
x
2

3
√
3 cosx+ 4 sinx

+ C

注释 5.1.2： 可见，你也能自己改改幂次还有分母的系数比例，使得积分能算出来
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5.1 不定积分计算 第五章 积分计算

例题 5.1.5 计算

∫
x2 (x+ sinx cosx)
(x sinx+ cosx)2

dx,

∫
x2

(x sinx+ cosx)2
dx.

证明. 根据分母是平方这一结构，考虑待定系数求导(
f (x)

x sinx+ cosx

)′

=
f ′ (x) (x sinx+ cosx)− x cosxf (x)

(x sinx+ cosx)2

对于第二个积分，希望让 f ′ (x) (x sinx+ cosx)− x cosxf (x) = x2

右边是 x2，所以左边 f(x) 应该含有因子 x，幂次才能对上，注意右边 x2 前面没有三角，所以 f(x) 还应该含

有三角，只不过最后 sin2 x+ cos2 x = 1 消了，因此设 f (x) = −x cosx+ g (x) 代入，则求导，合并得到

(x sinx+ cosx) g′ (x)− x cosxg (x) = cos2x

左边有 x 项，右边没有，变形为

x (g′ (x) sinx− g (x) cosx) + g′ (x) cosx = cos2x

容易看出 g(x) = sinx 是一个解，因此∫
x2

(x sinx+ cosx)2
dx =

sinx− x cosx
x sinx+ cosx + C

对于第一个，考虑

f ′ (x) (x sinx+ cosx)− x cosxf (x) = x+ sinx cosx

对应的整理一下就是

x (f ′ (x) sinx− f (x) cosx) + f ′ (x) cosx = x+ sinx cosx

可以看出，f(x) = − cosx 是一个解，所以∫
x2 (x+ sinx cosx)
(x sinx+ cosx)2

dx =

∫
x2d

− cosx
x sinx+ cosx

=
−x2 cosx

x sinx+ cosx +

∫
2x cosx

x sinx+ cosxdx =
−x2 cosx

x sinx+ cosx + 2

∫
(x sinx+ cosx)′

x sinx+ cosx dx

=
−x2 cosx

x sinx+ cosx + 2 ln |x sinx+ cosx|+ C

注释 5.1.3： 这种题是纯凑的，根据形式去凑，或者待定系数，考试出现一定是凑好的
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5.1 不定积分计算 第五章 积分计算

例题 5.1.6 求 In =

∫
1

xn
√
1 + x2

dx 的递推公式，并计算 I3.

证明.
In + In+2 =

∫
x2 + 1

xn+2
√
1 + x2

dx = − 1

n+ 1

∫ √
x2 + 1d

1

xn+1

= − 1

n+ 1

(√
x2 + 1

xn+1
−
∫

1

xn
√
x2 + 1

dx

)
=

1

n+ 1

(
In −

√
x2 + 1

xn+1

)
⇒ nIn + (n+ 1) In+2 = −

√
x2 + 1

xn+1

所以 I1 + 2I3 = −
√
x2 + 1

x2
，然后计算 I1

I1 =

∫
1

x
√
1 + x2

dx =
1

2

∫
1

x2
√
1 + x2

dx2 x2=u
=

1

2

∫
1

u
√
u+ 1

du

u=v2−1
=

∫
1

v2 − 1
dv =

1

2
ln
∣∣∣∣v − 1

v + 1

∣∣∣∣ = ln
∣∣∣∣∣
√
x2 + 1− 1

x

∣∣∣∣∣+ C

所以 I3 = −
√
1 + x2

2x2
− 1

2
ln
∣∣∣∣∣
√
x2 + 1− 1

x

∣∣∣∣∣+ C

例题 5.1.7 设 a ̸= −1, 3，计算

∫ (√
x+ 1−

√
x
)a
dx.

证明. ∫ (√
x+ 1−

√
x
)a
dx =

∫
ya

1

2

(
y − 1

y

)(
1 +

1

y2

)
dy =

1

2

∫
ya+1 − ya−3dy

=
1

2

(
ya+2

a+ 2
− ya−2

a− 2

)
+ C =

1

2

((√
x+ 1−

√
x
)a+2

a+ 2
−
(√

x+ 1−
√
x
)a−2

a− 2

)
+ C
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5.1 不定积分计算 第五章 积分计算

例题 5.1.8 计算

∫
1− x4

(1 + x4)
3
2

dx.

证明. 设 u =
√
1 + x4，则 u′ =

2x3

√
1 + x4

=
2x3

u
，所以

∫
1− x4

(1 + x4)
3
2

dx =

∫ 1−x4
√
1+x4

1 + x4
dx =

∫ 1+x4−2x4
√
1+x4

1 + x4
dx =

∫
u− xu′

u2
dx =

x

u
+ C =

x√
1 + x4

+ C

例题 5.1.9 计算

∫
x arctanx ln

(
1 + x2

)
dx.

证明.
I =

1

2

∫
arctanx ln

(
1 + x2

)
d
(
1 + x2

)
=

1

2

(
1 + x2

)
arctanx ln

(
1 + x2

)
− 1

2

∫ (
1 + x2

)
d
[
arctanx ln

(
1 + x2

)]
=

1

2

(
1 + x2

)
arctanx ln

(
1 + x2

)
− 1

2

∫
ln
(
1 + x2

)
dx−

∫
x arctanx dx.

进一步，有∫
ln
(
1 + x2

)
dx = x ln

(
1 + x2

)
− 2

∫
x2

1 + x2
dx = x ln

(
1 + x2

)
− 2x+ 2 arctanx+ C1∫

x arctanx dx =
1

2

∫
arctanx d

(
1 + x2

)
=

1

2

(
1 + x2

)
arctanx− x

2
+ C2

将上述两式代入并整理，得

I =
1

2

(
1 + x2

)
arctanx ln

(
1 + x2

)
− 1

2

(
3 + x2

)
arctanx− 1

2
x ln

(
1 + x2

)
+

3x

2
+ C,
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5.2 付汝兰尼积分 第五章 积分计算

5.2 付汝兰尼积分

定理 5.2.1

设 f(x) 在 (0,+∞) 中连续，对任意 a, b > 0 有

1. 若 f(0+), f(+∞) 存在，则

∫ ∞

0

f (ax)− f (bx)

x
dx =

(
f
(
0+
)
− f (+∞)

)
ln b

a

2. 若 f(0+) 存在且
f(x)

x
在正无穷处积分收敛，则

∫ ∞

0

f (ax)− f (bx)

x
dx = f

(
0+
)
ln b

a
.

3. 若 f(+∞) 存在且
f(x)

x
在 x = 0 附近积分收敛，则

∫ ∞

0

f (ax)− f (bx)

x
dx = −f (+∞) ln b

a
.

证明. 1. 对任意 R > r > 0 有∫ R

r

f (ax)− f (bx)

x
dx =

∫ R

r

f (ax)

x
dx−

∫ R

r

f (bx)

x
dx

=

∫ aR

ar

f (x)

x
dx−

∫ bR

br

f (x)

x
dx =

∫ br

ar

f (x)

x
dx−

∫ bR

aR

f (x)

x
dx

= f (ξ)

∫ br

ar

1

x
dx− f (η)

∫ bR

aR

1

x
dx = (f (ξ)− f (η)) ln b

a

令 r → 0, R → ∞，因为 ξ ∈ (ar, br), η ∈ (aR, bR)，所以 ξ → 0, η → ∞

取极限可知

∫ ∞

0

f (ax)− f (bx)

x
dx =

(
f
(
0+
)
− f (+∞)

)
ln b

a
2. 同理有 ∫ R

r

f (ax)− f (bx)

x
dx =

∫ br

ar

f (x)

x
dx−

∫ bR

aR

f (x)

x
dx = f (ξ) ln b

a
−
∫ bR

aR

f (x)

x
dx

注意积分收敛，所以上式第二项趋于零，取极限得到

∫ ∞

0

f (ax)− f (bx)

x
dx = f

(
0+
)
ln b

a
3. 同理有 ∫ R

r

f (ax)− f (bx)

x
dx =

∫ br

ar

f (x)

x
dx−

∫ bR

aR

f (x)

x
dx =

∫ br

ar

f (x)

x
dx− f (η) ln b

a

注意积分收敛，所以上式第一项趋于零，取极限得到

∫ ∞

0

f (ax)− f (bx)

x
dx = −f (+∞) ln b

a

注释 5.2.1： 掌握方法最重要，结论不用背，知道大概有这个东西就行了
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5.2 付汝兰尼积分 第五章 积分计算

例题 5.2.1 计算

∫ ∞

0

∞∑
n=1

sin x
2n − sinx

x2
dx.

证明. ∫ ∞

0

∞∑
n=1

sin x
2n − sinx

x2
dx =

∫ ∞

0

1

x2

∞∑
n=1

(
sin x

2n
− 1

2n
sinx

)
dx =

∞∑
n=1

∫ ∞

0

sin x
2n − 1

2n sinx
x2

dx

由此可见需要计算

∫ ∞

0

sin ax− a sinx
x2

dx, a > 0，分部积分有

∫ ∞

0

sin ax− a sinx
x2

dx =

∫ ∞

0

sin ax− a sinxd−1

x
= a

∫ ∞

0

cos ax− cosx
x

dx = −a ln a

最后一步用的是付汝兰尼积分，进而

∫ ∞

0

∞∑
n=1

sin x
2n − sinx

x2
dx = −

∞∑
n=1

1

2n
ln 1

2n
= ln 2

∞∑
n=1

n

2n
= 2 ln 2

例题 5.2.2 计算

∫ ∞

0

1

x2

(
x

ex − e−x
− 1

2

)
dx.

证明. 本题方法不唯一，最简单的方法是使用付汝兰尼积分，但是需要凑一下：

∫ ∞

0

1

x2

(
x

ex − e−x
− 1

2

)
dx =

∫ ∞

0

1
ex−e−x − 1

2x

x
dx =

∫ ∞

0

(
1

ex−1 − 1
x

)
−
(

1
e2x−1 − 1

2x

)
x

dx

=

∫ ∞

0

f (x)− f (2x)

x
dx =

(
f
(
0+
)
− f (+∞)

)
ln 2 = −1

2
ln 2

其他方法可以考虑把
1

ex − e−x
写成 sin ix 然后利用 sinx 的无穷乘积分解，将被积函数展开为一个分式级数，

再逐项积分做，这是一个无脑暴力的通法，但是对非数超纲了
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5.3 常见的定积分计算方法

例题 5.3.1 计算

∫ π
2

−π
2

sin4x
1 + e−x

dx.

证明. 只需要区间再现把不想看到的项消掉∫ 0

−π
2

sin4x
1 + e−x

dx =

∫ π
2

0

sin4x
1 + ex

dx,

∫ π
2

−π
2

sin4x
1 + e−x

dx =

∫ π
2

0

sin4x
1 + ex

dx+

∫ π
2

0

sin4x
1 + e−x

dx =

∫ π
2

0

sin4xdx =
3π

16

例题 5.3.2 计算

∫ π

0

x sinx
2 + sinxdx.

证明. ∫ π

0

x sinx
2 + sinxdx =

∫ π

0

(π − x) sin (π − x)

2 + sin (π − x)
dx =

∫ π

0

(π − x) sinx
2 + sinx dx∫ π

0

x sinx
2 + sinxdx =

π

2

∫ π

0

sinx
2 + sinxdx =

π

2

∫ π

0

tan x
2

tan2 x
2 + tan x

2 + 1
dx

= π

∫ π
2

0

tanx
tan2x+ tanx+ 1

dx = π

∫ ∞

0

x

(x2 + 1) (x2 + x+ 1)
dx

= π

(
arctanx− 2√

3
arctan 1 + 2x√

3

)
|∞0 =

1

18

(
9− 4

√
3
)
π2
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例题 5.3.3 对正整数 n ≥ 2，定义

An =

∫ 1

0

x (x− 1) ... (x− n+ 1) dx,Bn =

∫ 1

0

x (x+ 1) ... (x+ n− 1) dx

证明：An = (−1)
n
(Bn − nBn−1).

证明.

Bn − nBn−1 =

∫ 1

0

x (x+ 1) ... (x+ n− 1)− nx (x+ 1) ... (x+ n− 2) dx

=

∫ 1

0

x (x+ 1) ... (x+ n− 2) (x− 1) dx
x→1−x
=

∫ 1

0

(−x) (−x+ 1) ... (−x+ n− 1) dx = (−1)
n
An

例题 5.3.4 计算

∫ +∞

0

e−x2(
x2 + 1

2

)2 dx.
证明. 本题直接分部积分会出问题，比如∫ +∞

0

e−x2(
x2 + 1

2

)2 dx =

∫ +∞

0

e−x2

2x
d

−1

x2 + 1
2

= −e−x2

2x

1

x2 + 1
2

∣∣+∞
0 + ...

第一项发散了，没法做，当然第二项也肯定是发散的（不然题目就错了），这说明我们应该抵消奇点∫ +∞

0

e−x2(
x2 + 1

2

)2 dx =

∫ +∞

0

e−x2

2x
d

(
2− 1

x2 + 1
2

)
= −

∫ +∞

0

(
2− 1

x2 + 1
2

)
d
e−x2

2x

=

∫ +∞

0

(
2− 1

x2 + 1
2

)
e−x2 (

2x2 + 1
)

2x2
dx = 2

∫ ∞

0

e−x2

dx =
√
π

87
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例题 5.3.5 对任意正整数 n，计算

∫ π
2

0

cosn−1x sin (n+ 1)xdx,

∫ π
2

0

cosnx sinnxdx.

证明. 先算第一个，分部积分有∫ π
2

0

cosn−1x sin (n+ 1)xdx =

∫ π
2

0

cosn−1x (sinnx cosx+ cosnx sinx) dx

=

∫ π
2

0

cosnx sinnxdx+

∫ π
2

0

cosn−1x sinx cosnxdx

=

∫ π
2

0

cosnx sinnxdx− 1

n

∫ π
2

0

cosnxdcosnx =
1

n

所以

In =

∫ π
2

0

cosnx sinnxdx =

∫ π
2

0

cosn−1x cosx sinnxdx

=
1

2

∫ π
2

0

cosn−1x (sin (n+ 1)x+ sin (n− 1)x) dx =
1

2

(
1

n
+ In−1

)
2nIn =

2n−1

n
+ 2n−1In−1 ⇒ In =

1

2n

(
20

1
+

21

2
+ ...+

2n−1

n

)

例题 5.3.6 设 a, b > 0, a ̸= b，计算

∫ π
2

0

x sinx cosx(
a2cos2x+ b2sin2x

)2 dx.
证明. 令 tanx = t ，则当x = 0 时，t = 0 ；当x =

π

2
时，t = +∞ ．所以

I =

∫ π
2

0

x cosx sinx(
a2 + b2 tan2 x

)2 cos4 x dx =

∫ π
2

0

x tanx(
a2 + b2 tan2 x

)2 d(tanx)

=

∫ +∞

0

t arctan t
(a2 + b2t2)

2 dt = − 1

2b2

∫ +∞

0

arctan t d
(

1

a2 + b2t2

)
= − 1

2b2

[
arctan t
a2 + b2t2

∣∣∣∣+∞

0

−
∫ +∞

0

dt
(a2 + b2t2) (1 + t2)

]

=
1

2b2 (a2 − b2)

∫ +∞

0

(
1

1 + t2
− b2

a2 + b2t2

)
dt

=
1

2b2 (a2 − b2)

(
arctan t− b

a
arctan bt

a

)∣∣∣∣+∞

0

=
π

4ab2(a+ b)
.

注释 5.3.1： 显然 a ̸= b 这个条件是不必要的，删去之后结论也对
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例题 5.3.7 证明：

∫ +∞

0

lnx
(x+ a)(x+ b)

dx =
ln2 b− ln2 a
2(b− a)

.（实际上，本题允许 a, b 为复数）

证明. 换元有（可以待定系数，容易发现应该这样子取）∫ +∞

0

lnx
(x+ a) (x+ b)

dx =

∫ +∞

0

ln ab
x(

ab
x + a

) (
ab
x + b

) ab
x2

dx =

∫ +∞

0

ln ab− lnx
(x+ a) (x+ b)

dx∫ +∞

0

lnx
(x+ a) (x+ b)

dx =
1

2

(∫ +∞

0

lnx
(x+ a) (x+ b)

dx+

∫ +∞

0

ln ab− lnx
(x+ a) (x+ b)

dx

)
=

ln ab
2

∫ +∞

0

1

(x+ a) (x+ b)
dx =

1

2

ln a+ ln b
b− a

∫ +∞

0

1

x+ a
− 1

x+ b
dx

=
1

2

ln a+ ln b
b− a

(ln b− ln a) = ln2b− ln2a
2 (b− a)

注释 5.3.2： 本题的结果很有意义，表明所有形如

∫ +∞

0

lnx
x2 + px+ q

dx 这样子的积分都可以算出来，不管分

母的两个根是实数还是虚数，也不管分母有没有重根，只要分母是二次函数，积分收敛，那么都可以按照这

个公式算出来

其中，如果分母有重根。意味着 a = b，只需要取极限计算，而如果根是复数，按照欧拉公式计算即可。对于

这两种情况，考试时候建议优先想办法回避掉“在计算广义积分中引入复数”，因为这种方法结果虽然正确，

但是过程的严谨性在非数范围内不好说清楚
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5.4 几何应用

定理 5.4.1: 旋转体体积公式

设平面区域 D 在直线 l : ax+ by + c = 0 的一侧，绕直线 l 旋转一圈得到几何体，则半径公式（点到直

线距离）：r (x, y) =
|ax+ by + c|√

a2 + b2
，体积微元：dV = 2πr (x, y) dS，体积公式：

V = 2π

∫∫
D

r (x, y) dS =
2π√

a2 + b2

∫∫
D

|ax+ by + c| dxdy

推论 5.4.1

1. 曲线 y = f(x) 与直线 x = a, x = b 围成的曲边梯形，绕 x 轴旋转体积公式为 V = π

∫ b

a

f2 (x) dx

2. 曲线 y = f(x) 与直线 x = a, x = b 围成的曲边梯形，绕 y 轴旋转体积公式为 V = 2π

∫ b

a

xf (x) dx

注释 5.4.1： 推论中“曲边梯形”的表述自然要求 f(x) 不会穿过 x 轴，因此不变号，一般默认是非负的

定理 5.4.2: 旋转体侧面积公式

曲线 y = f(x), x ∈ [a, b] 绕 x 轴旋转一圈，所得几何体的侧面积是 S = 2π

∫ b

a

f (x)
√
1 + f ′2 (x)dx.

定理 5.4.3: 曲线弧长计算公式

1. 对于曲线 y = f(x), x ∈ [a, b]，弧长公式为 s =

∫ b

a

√
1 + f ′2 (x)dx.

2. 对于曲线 r = r(θ), θ ∈ [α, β]，弧长公式为 s =

∫ β

α

√
r2 (θ) + r′2 (θ)dθ.

3. 对于曲线 x = u(t), y = v(t), t ∈ [a, b]，弧长公式为 s =

∫ b

a

√
u′2 (t) + v′2 (t)dt.

定理 5.4.4: 曲线围成面积计算公式

1. 对于曲线 r = r(θ), θ ∈ [α, β] 和射线 θ = α, θ = β，围成的面积是 S =
1

2

∫ β

α

r2 (θ) dθ

2. 对于简单闭曲线 x = x(t), y = y(t)，围成的面积是 S =

∣∣∣∣∣
∫ b

a

u′ (t) v (t) dt

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ b

a

u (t) v′ (t) dt

∣∣∣∣∣

90



5.4 几何应用 第五章 积分计算

例题 5.4.1 设 a, b, c > 0，n 是正整数，求曲线
(x
a

)2n+1

+
(y
b

)2n+1

= c
(xy
ab

)n
围成区域的面积.

证明. 换元设 y

b
= t

x

a
，则代入消元解出来 x =

actn

t2n+1 + 1
, y =

bctn+1

t2n+1 + 1
这里 t = 0,+∞ 对应的点都是原点，可见范围是 [0,+∞)，对应着一个平面区域

求导有 x′ (t) = ac
tn−1

(
n− (1 + n) t1+2n

)
(t2n+1 + 1)

2 ，于是

S =

∣∣∣∣∫ ∞

0

x (t) y′ (t) dt

∣∣∣∣ = abc2

∣∣∣∣∣
∫ ∞

0

t2n
(
1 + n− nt1+2n

)
(t2n+1 + 1)

3 dt

∣∣∣∣∣ = abc2

2n+ 1

∣∣∣∣∣
∫ ∞

0

1 + n− nt

(t+ 1)
3 dt

∣∣∣∣∣ = abc2

4n+ 2

例题 5.4.2 设 a > 0，求曲线 r = asin3 θ
3
的弧长.

证明. 根据 r ≥ 0 以及周期 6π，所以 θ ∈ [0, 3π]，画图可知这个范围是一条闭曲线，所以

l =

∫ 3π

0

√
r2 (θ) + r′2 (θ)dθ = a

∫ 3π

0

√
sin6x

3
+ sin4x

3
cos2x

3
dx = 3a

∫ π

0

√
sin4xdx =

3

2
aπ
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例题 5.4.3 求曲线 y =
1

3
x3 + 2x, x ∈ [0, 1] 绕直线 y =

4

3
x 旋转得到的曲面的面积.

证明. 计算点 (x,
1

3
x3 + 2x) 到直线 4x− 3y = 0 的距离为 r (x) =

x3 + 2x

5
，弧长微元

dl =
√
1 + y′2dx =

√
1 + (x2 + 2)

2
dx

所以面积是

S =

∫ 1

0

2π
x3 + 2x

5

√
1 + (x2 + 2)

2
dx =

2π

5

∫ 1

0

(
t
3
2 + 2

√
t
)√

1 + (t+ 2)
2

2
√
t

dt

=
π

10

∫ 1

0

√
1 + (t+ 2)

2
d(t+ 2)

2
=

π

10

∫ 9

4

√
1 + xdx =

π

3

(
2
√
10−

√
5
)

例题 5.4.4 设曲线 C : x3 + y3 − 3

2
xy = 0，求 C 的斜渐近线方程（已知存在）以及 C 围成区域的面积.

证明. 设渐近线的方程是 y = kx+ b，从 1 +
(y
x

)3
=

3

2x

(y
x

)
令 x → ∞ 知 k = −1

于是 b = lim
x→∞

(x+ y)，设 u = x+ y 也即 y = u− x 代入得到

x3 + (u− x)
3
=

3

2
x (u− x) ⇒ u3

x2
− 3

u2

x
+ 3u =

3

2

u

x
− 3

2

取极限，所以 u = −1

2
，渐近线方程是 y = −x− 1

2

下面计算面积，设 x = r cos θ, y = r sin θ 得到 r =
3

2

sin θ cos θ
sin3θ + cos3θ

解不等式 r ≥ 0 等价于 sin 2θ sin
(
θ +

π

4

)
≥ 0，可以得到三个范围：

θ ∈
[
0,

π

2

]
,

[
3

4
π, π

]
,

[
3

2
π,

7

4
π

]
其中第一个范围对应的是封闭区域，后面两个范围对应的两边的渐近线（不是封闭区域），因此面积是

S =
1

2

∫ π
2

0

r2 (θ) dθ =
9

8

∫ π
2

0

sin2θcos2θ(
sin3θ + cos3θ

)2 dθ =
9

8

∫ π
2

0

tan2θ(
tan3θ + 1

)2 d tan θ =
3

8
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5.4 几何应用 第五章 积分计算

例题 5.4.5 给定 R > 0，三个圆 O1, O2, O3 的圆心均在 y 轴正半轴上，O1 是以 M(0, 2R) 为圆心，R 为半径

的圆，圆 O2 与 O3 外切，并且 O2 与 O1 内切，O3 与 O1 内切，求 O2, O3 的半径，使得这三个圆围成的平面图形

绕 x 轴旋转一圈后，所得的几何体体积最大.

证明. 首先计算以 (0, a) 为圆心，r 为半径的圆绕 x 轴转一圈对应的体积，这里 a > r > 0

根据旋转体体积公式有

V = 2π

∫ r

−r

∫ a+
√
r2−x2

a−
√
r2−x2

ydydx = π

∫ r

−r

(
a+

√
r2 − x2

)2
−
(
a−

√
r2 − x2

)2
dx

= 4πa

∫ r

−r

√
r2 − x2dx = 4πa

∫ π
2

−π
2

r2cos2xdx = 2π2ar2

因此所求的体积，就是用大圆对应的体积，减去两个小圆对应的体积

根据条件，设大圆方程是 x2 + (y − 2R)2 = R2，下面那个小圆方程是 x2 + (y − (R+ r))2 = r2，上面那个小圆

方程是 x2 + (y − (2R+ r))2 = (R− r)2，代入到上面的体积公式，因此所求的旋转体体积是

V = 2π2
(
2R ·R2 −

(
(R+ r) r2 + (2R+ r) (R− r)

2
))

不妨设 R = 1，则体积最大就等价于里面那个括号中的式子最小，设

f (r) = (R+ r) r2 + (2R+ r) (R− r)
2
= 2r3 + r2 − 3r + 2, r ∈ (0, 1)

求导有 f ′ (r) = 6r2 + 2r − 3 = 0 ⇒ r =

√
19− 1

6
，此时会最小
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5.5 综合问题 第五章 积分计算

5.5 综合问题

例题 5.5.1 计算

∫ +∞

1

[2x]− 2 [x]

x2
dx.

证明. 分区间计算，则∫ n+ 1
2

n

[2x]− 2 [x]

x2
dx = 0,

∫ n+1

n+ 1
2

[2x]− 2 [x]

x2
dx =

∫ n+1

n+ 1
2

1

x2
dx =

1

n+ 1
2

− 1

n+ 1∫ +∞

1

[2x]− 2 [x]

x2
dx =

∞∑
n=1

∫ n+1

n

[2x]− 2 [x]

x2
dx = 2

∞∑
n=1

(
1

2n+ 1
− 1

2n+ 2

)
= 2

∞∑
n=1

∫ 1

0

x2n − x2n+1dx = 2

∫ 1

0

∞∑
n=1

x2n − x2n+1dx = 2

∫ 1

0

x2 − x3

1− x2
dx = 2

∫ 1

0

x2

x+ 1
dx = 2 ln 2− 1

也可以用调和级数来算：

Hn = 1 +
1

2
+ ...+

1

n
,

∫ +∞

1

[2x]− 2 [x]

x2
dx = 2

∞∑
n=1

(
1

2n+ 1
− 1

2n+ 2

)
H2n = 1 +

1

2
+ ...+

1

2n− 1
+

1

2n
,
1

2
Hn =

1

2
+

1

4
+ ...+

1

2n
N−1∑
n=1

(
1

2n+ 1
− 1

2n+ 2

)
=

N−1∑
n=0

(
1

2n+ 1
− 1

2n+ 2

)
− 1

2
= H2N − 2 · 1

2
HN − 1

2

= H2N −HN − 1

2
= (ln (2N) + γ)− (lnN + γ)− 1

2
+ o (1) = ln 2− 1

2

⇒
∫ +∞

1

[2x]− 2 [x]

x2
dx = 2 lim

N→∞

N−1∑
n=1

(
1

2n+ 1
− 1

2n+ 2

)
= 2 ln 2− 1

例题 5.5.2 计算

∫ +∞

1

1

x
√
x6 + x3 + 1

dx

证明. 凑微分有 ∫ +∞

1

1

x
√
x6 + x3 + 1

dx =
1

3

∫ +∞

1

1

x3
√
x6 + x3 + 1

dx3 =
1

3

∫ +∞

1

1

u
√
u2 + u+ 1

du

然后欧拉代换（随便一个，能把根号去了就行）√
x2 + x+ 1 = x+ u ⇔ x =

u2 − 1

1− 2u
, x+ u =

−u2 + u− 1

1− 2u
, dx = −

2
(
u2 − u+ 1

)
(1− 2u)

2 du

1

3

∫ +∞

1

1

x
√
x2 + x+ 1

dx =
1

3

∫ 1
2

√
3−1

1
u2−1
1−2u

−u2+u−1
1−2u

−2
(
u2 − u+ 1

)
(1− 2u)

2 du

=
1

3

∫ √
3−1

1
2

1

1− u2
du =

1

3
ln 1 + u

1− u

∣∣∣√3−1
1
2

=
1

3

(
ln
(
2 +

√
3
)
− 1

2
ln 3
)

其中积分上下限是代入端点（无穷处要算一下极限）得到的
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5.5 综合问题 第五章 积分计算

例题 5.5.3 设 a > 1，计算

∫ 1

0

1

(x− a)
5

√
x2(1− x)

3
dx.

证明. 本题自然想法就是把根号换元，多次换元转化为 Beta 函数来解决问题，当然如果你注意力足够高，你也可以

把若干步换元合成为一次换元，直接解决

I =

∫ 1

0

1

(x− a)
5

√
x2(1− x)

3
dx =

∫ 1

0

1

x (x− a)
(
1
x − 1

) 3
5

dx

y =

(
1

x
− 1

) 1
5

, x =
1

y5 + 1
, dx = − 5y4

(y5 + 1)
2 dy

I = −
∫ ∞

0

5y

1− a (y5 + 1)
dy = −5

a

∫ ∞

0

y

y5 + 1− 1
a

dy = −5

a

(
1− 1

a

)− 3
5
∫ ∞

0

u

u5 + 1
du

y =
1

u5 + 1
, u =

(
1

y
− 1

) 1
5

, du = − 1

5y2

(
1

y
− 1

)− 4
5

I = −1

a

(
a− 1

a

)− 3
5
∫ 1

0

y−
2
5 (1− y)

− 3
5 dy = −1

a

(
a− 1

a

)− 3
5

B

(
3

5
,
2

5

)
= −a−

2
5 (a− 1)

− 3
5

π

sin 2π
5

注释 5.5.1： 此类积分还可以使用留数定理解决，见史济怀复变函数 5.5 节最后那个定理
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5.5 综合问题 第五章 积分计算

例题 5.5.4 计算

∫ 1

0

ln (1 + x)

1 + x2
dx,

∫ ∞

0

ln
(
1 + x2

)
x (1 + x2)

dx,

∫ ∞

0

ln
(
1 + 2x2

)
x (1 + x2)

dx

证明. 解法很多，可以三角换元，可以含参积分，留数定理应该也可以∫ 1

0

ln (1 + x)

1 + x2
dx =

∫ π
4

0

ln (tanx+ 1)

tan2x+ 1

1

cos2xdx =

∫ π
4

0

ln
( sinx
cosx + 1

)
dx

=

∫ π
4

0

ln (sinx+ cosx)− ln cosxdx =
π

8
ln 2 +

∫ π
4

0

ln sin
(
x+

π

4

)
− ln cosxdx =

π

8
ln 2∫ ∞

0

ln
(
1 + x2

)
x (1 + x2)

dx = −2

∫ π
2

0

ln cosx cosx
sinx dx = −2

∫ π
2

0

ln sinx sinx
cosx dx, sinx = t

= −2

∫ 1

0

t ln t√
1− t2

1√
1− t2

dt = −1

2

∫ 1

0

ln t2
1− t2

dt2 = −1

2

∫ 1

0

ln t
1− t

dt

= −1

2

∫ 1

0

ln t
∞∑

n=0

tndt =
1

2

∞∑
n=1

1

n2
=

π2

12
,

(∫ 1

0

xn lnxdx = − 1

n+ 1

∫ 1

0

xndx = − 1

(n+ 1)
2

)
∫ ∞

0

ln
(
1 + 2x2

)
x (1 + x2)

dx
y=2x2+1

=
x=

√
y−1
2

∫ ∞

1

ln y
y2 − 1

dy = −
∫ 1

0

ln y
1− y2

dy = −
∫ 1

0

ln y
∞∑

n=0

y2ndy =

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)
2 =

π2

8

注释 5.5.2： 形如

∫ ∞

0

ln
(
1 + sx2

)
x (1 + x2)

dx 的积分，只有 s = 1, 2 时候能算出来具体值
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5.5 综合问题 第五章 积分计算

例题 5.5.5 计算

∫ π
2

0

sin (x sin (x sin (x sin (...)))) dx

证明. 本题的递推式为 a1 = 1, an+1 = sin(xan), x ∈ [0,
π

2
]，被积函数就是极限函数，这个数列前几项是

a1 = 1, a2 = sinx, a3 = sin (x sinx) , a4 = sin (x sin (x sinx)) , ...

记函数 f(t) = sin(xt) 是关于 t 的函数，其中 x ∈ [0,
π

2
] 是参数，递推式为 an+1 = f(an), a1 = 1（可以自己画

个蛛网图分析），当 x = 0 时恒有 an = 0，当 x =
π

2
时恒有 an = 1，对任意 x ∈ (0, 1] 显然有

an+1 = sin (xan) ≤ xan ≤ an, an ∈
[
0,

π

2

]
所以 an 单调递减并且有界，考虑极限，则极限 t 满足 sin(xt) = t，但是 x ∈ (0, 1]，所以只能 t = 0，于是

x ∈ [0, 1] 时都有 an 收敛到零，下面考虑 x ∈ (1,
π

2
) 的情况，计算极限

因为 f ′(0) = x > 1, f(0) = 0, f(1) = sinx < 1，所以容易知道 f(x) 在 (0, 1) 中单调递增，并且开始在 y = x 上

方，然后穿过它到达下方，由此导致会有一个正的不动点，进而 an 会单调递减趋近于这个正的不动点（易证，方法

和前面一样），不动点也就是极限点，满足 t = sin(xt)，综上我们计算出了 an 的极限：

lim
n→∞

an =

 0, x ∈ [0, 1]

y (x) , x ∈
(
1,

π

2

] , y (x) = sin (xy (x)) , y (x) ∈ (0, 1]

由此解出 x =
arcsin y (x)

y (x)
，代入，所以积分为

∫ π
2

0

sin (x sin (x sin (x sin (...)))) dx =

∫ π
2

0

y (x) dx =

∫ π
2

1

y (x) dx =

∫ π
2

1

y (x) d
arcsin y (x)

y (x)

=

∫ 1

0

yd
arcsin y

y
=

π

2
−
∫ 1

0

arcsin y
y

dy =
π

2
−
∫ π

2

0

y cos y
sin y dy =

π

2
−
∫ π

2

0

yd ln sin y

=
π

2
+

∫ π
2

0

ln sin ydy =
π

2
(1− ln 2)

其中，最后的积分

∫ π
2

0

ln sinxdx = −π

2
ln 2 是容易并且经典的，只需要区间再现
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5.5 综合问题 第五章 积分计算

例题 5.5.6 计算

∫ 2

1

ln
(
x4 + 4

)
− ln

(
x2 + 4

)
x

dx

证明. 方法一：需要不停的换元配凑，抵消，区间再现

I =

∫ 2

1

ln
(
x4 + 4

)
− ln

(
x2 + 4

)
x

dx =
1

2

(∫ 4

2

ln
(
x2 + 4

)
x

dx−
∫ 2

1

ln
(
x2 + 4

)
x

dx

)

=
1

2

(∫ 2

1

ln
(
4x2 + 4

)
x

dx−
∫ 2

1

ln
(
x2 + 4

)
x

dx

)
= ln22 + 1

2

∫ 2

1

ln
(
x2 + 1

)
− ln

(
x2 + 4

)
x

dx

= ln22 + 1

4

∫ 4

1

ln (x+ 1)− ln (x+ 4)

x
dx∫ 4

1

ln (x+ 1)− ln (x+ 4)

x
dx =

∫ 4

1

lnx+ ln
(
1 + 1

x

)
− ln 4− ln

(
1 + x

4

)
x

dx

=

∫ 4

1

lnx
x

dx− 2 ln 2
∫ 4

1

1

x
dx+

∫ 4

1

ln
(
1 + 1

x

)
x

dx−
∫ 4

1

ln
(
1 + x

4

)
x

dx

=
1

2
ln2x

∣∣4
1 − 4ln22 = −2ln22,

(
1

x
=

y

4
⇒
∫ 4

1

ln
(
1 + 1

x

)
x

dx =

∫ 4

1

ln
(
1 + x

4

)
x

dx

)
I = ln22− 1

2
ln22 =

1

2
ln22

方法二：直接用 Li2 函数，幂级数展开硬算，定义 Li2 (x) =

∞∑
n=1

xn

n2
= −

∫ x

0

ln (1− t)

t
dt，则

∫ 2

1

ln
(
x2 + 4

)
x

dx =

∫ 2

1

2 ln 2 + ln
(
1 + x2

4

)
x

dx = 2ln22 +
∫ 2

1

1

x

∞∑
n=1

(−1)
n−1

n

(
x2

4

)n

dx

= 2ln22 +
∞∑

n=1

(−1)
n−1

4nn

∫ 2

1

x2n−1dx = 2ln22 + 1

2

∞∑
n=1

(−1)
n−1

4nn2
(4n − 1)

= 2ln22 + 1

2

∞∑
n=1

(
(−1)

n−1

n2
− (−1)

n−1

n24n

)
= 2ln22 + π2

24
+

1

2

∞∑
n=1

(
− 1

4

)n
n2

= 2ln22 + π2

24
+

1

2
Li2

(
−1

4

)
=

3

2
ln22 +

∫ 2

√
2

1

x

∞∑
n=1

(−1)
n−1

n

(
4

x4

)n

dx =
3

2
ln22 +

∞∑
n=1

(−1)
n−1

4n

n

∫ 2

√
2

x−(4n+1)dx

=
3

2
ln22 +

∞∑
n=1

(−1)
n−1

4n

4n2

(
1

4n
− 1

42n

)
=

3

2
ln22 + 1

4

∞∑
n=1

(−1)
n−1

n2
+

1

4

∞∑
n=1

(
− 1

4

)n
n2

=
3

2
ln22 + π2

48
+

1

4
Li2

(
−1

4

)
∫ √

2

1

ln
(
x4 + 4

)
x

dx =

∫ 2

1

ln
(
x2 + 4

)
√
x

1

2
√
x
dx =

1

2

∫ 2

1

ln
(
x2 + 4

)
x

dx

= ln22 + π2

48
+

1

4
Li2

(
−1

4

)
⇒
∫ 2

1

ln
(
x4 + 4

)
x

dx =
5

2
ln22 + 1

2
Li2

(
−1

4

)
+

π2

24

由此可知结论成立，刚刚好 Li2 部分都消了
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5.5 综合问题 第五章 积分计算

例题 5.5.7 对任意正整数 n，证明：

∫ 1

0

( ∞∑
k=n

xk

k

)2

dx = 2

∫ 1

0

xn−1 ln
(
1 +

1√
x

)
dx

证明. 先来处理右边，换元然后幂级数展开有

2

∫ 1

0

xn ln
(
1 +

1√
x

)
dx = 4

∫ 1

0

x2n+1 ln
(
1 +

1

x

)
dx = 4

(∫ 1

0

x2n+1 ln (1 + x) dx−
∫ 1

0

x2n+1 lnxdx
)

(∫ 1

0

x2n+1 lnxdx =
−1

2n+ 2

∫ 1

0

x2n+1dx = − 1

(2n+ 2)
2

)
,= 4

(∫ 1

0

x2n+1
∞∑
k=1

(−1)
k−1

k
xkdx+

1

(2n+ 2)
2

)

=
1

(n+ 1)
2 + 4

∞∑
k=1

(−1)
k−1

k

∫ 1

0

x2n+1+kdx =
1

(n+ 1)
2 + 4

∞∑
k=1

(−1)
k−1

k (2n+ 2 + k)

=
1

(n+ 1)
2 +

2

n+ 1

∞∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 2n+ 2

)
(−1)

k−1
=

1

(n+ 1)
2 +

2

n+ 1

( ∞∑
k=1

(−1)
k−1

k
−

∞∑
k=2n+3

(−1)
k−2n−3

k

)

=
1

(n+ 1)
2 +

2

n+ 1

2n+2∑
k=1

(−1)
k−1

k
=

1

(n+ 1)
2 +

2

n+ 1

2n+2∑
k=n+2

1

k
,

(
2n+2∑
k=1

(−1)
k−1

k
=

2n+2∑
k=1

1

k
− 2

n+1∑
k=1

1

2k
=

2n+2∑
k=n+2

1

k

)

这说明右边

2

∫ 1

0

xn−1 ln
(
1 +

1√
x

)
dx =

1

n2
+

2

n

2n∑
k=n+1

1

k

再来处理左边，同样将被积函数展开，然后逐项积分有∫ 1

0

( ∞∑
k=n

xk

k

)2

dx =

∫ 1

0

∞∑
i,j=n

xi+j

ij
dx =

∞∑
i=n

∞∑
j=n

1

ij (i+ j)
=

∞∑
i=n

1

i (i+ 1)

∞∑
j=n

(
1

j
− 1

j + i+ 1

)
=

∞∑
i=n

1

i (i+ 1)

(
1

n
+

1

n+ 1
+ ...+

1

n+ i

)
=

∞∑
i=n

(
1

i
− 1

i+ 1

)(
1

n
+

1

n+ 1
+ ...+

1

n+ i

)
然后 Abel 变换，对任意 N > n 有

N∑
i=n

(
1

i
− 1

i+ 1

)(
1

n
+

1

n+ 1
+ ...+

1

n+ i

)
=

(
1

n
+

1

n+ 1
+ ...+

1

n+N

)(
1

n
− 1

N + 1

)
−

N−1∑
i=n

1

n+ i+ 1

(
1

n
− 1

i+ 1

)
=

1

n

2n∑
k=n

1

k
− 1

N + 1

N+n∑
k=n

1

k
+

N−1∑
i=n

1

(n+ i+ 1) (i+ 1)

=
1

n

2n∑
k=n

1

k
− 1

N + 1

N+n∑
k=n

1

k
+

1

n

N−1∑
i=n

(
1

i+ 1
− 1

n+ i+ 1

)

⇒
∫ 1

0

( ∞∑
k=n

xk

k

)2

dx =

∞∑
i=n

(
1

i
− 1

i+ 1

)(
1

n
+

1

n+ 1
+ ...+

1

n+ i

)
= lim

N→∞

(
1

n

2n∑
k=n

1

k
− 1

N + 1

N+n∑
k=n

1

k
+

1

n

N−1∑
i=n

(
1

i+ 1
− 1

n+ i+ 1

))

=
1

n

2n∑
k=n

1

k
+

1

n

∞∑
i=n

(
1

i+ 1
− 1

n+ i+ 1

)
=

1

n2
+

2

n

2n∑
k=n+1

1

k

可见左右两端相等，结论得证
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5.5 综合问题 第五章 积分计算

例题 5.5.8 设 f(x) 在 [0,
π

2
] 中连续，证明：

∫ π
2

0

f(sin 2x) cosx dx =

∫ π
2

0

f
(
cos2 x

)
cosx dx

证明. 直接换元 cos2 x = sin 2y, y ∈ [0,
π

4
]，则 x = arccos

√
sin 2y 并且

∫ π
2

0

f
(
cos2x

)
cosxdx =

∫ π
4

0

f (sin 2y)
√

sin 2y cos 2y√
1− sin 2y

√
sin 2y dy

=

∫ π
4

0

f (sin 2y)cos
2y − sin2y

cos y − sin y dy =

∫ π
4

0

f (sin 2y) (cos y + sin y) dy

=

∫ π
4

0

f (sin 2y) cos ydy +

∫ π
4

0

f (sin 2y) sin ydy, y → π

2
− y

=

∫ π
4

0

f (sin 2y) cos ydy +

∫ π
2

π
4

f (sin 2y) cos ydy =

∫ π
2

0

f (sin 2y) cos ydy

注释 5.5.3： 你也可以采用多项式逼近做，从而只需要验证 f(x) = xk 时候成立
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5.5 综合问题 第五章 积分计算

例题 5.5.9 计算

∫ π

0

1√
3− cosx

dx.

证明. ∫ π

0

1√
3− cosx

dx
t=cos x
=

∫ 1

−1

1
√
3− t

√
1− t2

dt
t=−1+2x

=

∫ 1

0

1
√
4− 2x

√
x− x2

dx

=
1√
2

∫ 1

0

1√
x (1− x) (2− x)

dx =
1√
2

∫ 1

0

1√
x (1− x) (1 + x)

dx

=
1

2
√
2

∫ 1

0

1√√
x (1− x)

√
x
dx =

1

2
√
2

∫ 1

0

x− 3
4 (1− x)

− 1
2 dx =

1

2
√
2

Γ
(
1
4

)
Γ
(
3
4

)

例题 5.5.10 设函数 f(x) 满足 f3(x) + xf(x) = 8，计算

∫ 7

0

f2 (x) dx.

证明. 条件表明 x =
8− f3 (x)

f (x)
, f (0) = 2, f (7) = 1，所以

∫ 7

0

f2 (x) dx =

∫ 7

0

f2 (x) d
8− f3 (x)

f (x)
=

∫ 1

2

y2d
8− y3

y

= y
(
8− y3

) ∣∣1
2 −

∫ 1

2

8− y3

y
2ydy = 7− 2

∫ 2

1

y3 − 8dy =
31

2

注释 5.5.4： 以上过程严格说明起来需要隐函数定理，上面其实只是形式计算而已
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5.6 练习题 第五章 积分计算

5.6 练习题

习题 5.6.1 计算

∫
arcsinx arccosxdx.

习题 5.6.2 设 f(x)是连续函数，a, b为实数，证明：

∫ 2π

0

f (a cosx+ b sinx) dx = 2

∫ π

0

f
(√

a2 + b2 cosx
)
dx.

习题 5.6.3 计算

∫ π

0

1

2 + cos 2xdx

习题 5.6.4 计算

∫ (
1 + x3

)− 1
3 dx,

∫ (
1 + x4

)− 1
4 dx.

习题 5.6.5 计算

∫
xn

1 + x+ x2

2! + ...+ xn

n!

dx.

习题 5.6.6 计算

∫ +∞

1

{x} − 1
2

x
dx.

习题 5.6.7 计算

∫
x2 + 6

(x cosx− 3 sinx)2
dx.

习题 5.6.8 计算

∫ (
1 + x− 1

x

)
ex+

1
x dx.

习题 5.6.9 计算

∫ π
2

−π
2

|sinx| arctan exdx.

习题 5.6.10 设 n 为正整数，曲线 x2n + y2n = 1 的周长是 Ln，求极限 lim
n→∞

Ln.
习题 5.6.11 设 a > 0，求曲线 (x2 + y2)2 = a(x3 − 3xy2) 围成的区域的面积.
习题 5.6.12 在极坐标下，证明：θ ∈ [α, β] ⊂ [0, π] , r ∈ [0, r (θ)] 所表示的区域，绕极轴旋转一周所围成的几

何体的体积是 V =
2π

3

∫ β

α

r3 (θ) sin θdθ.
习题 5.6.13 计算曲线 | lnx|+ | ln y| = 1 围成的区域的面积.

习题 5.6.14 对 a, b > 0，计算

∫ +∞

0

(
e−ax − e−bx

)2
x2

dx,

∫ +∞

0

e−ax2 − cos bx
x2

dx.

习题 5.6.15 计算

∫
1

(x2 + 2)
√
2x2 − 2x+ 5

dx

习题 5.6.16 计算

∫ 1

0

lnΓ (x) dx.
习题 5.6.17 对任意正整数 n，证明：∫ +∞

1

1

x (x+ 1) ... (x+ n)
dx =

(−1)
n+1

n!

n∑
k=0

Ck
n ln (1 + k)

习题 5.6.18 计算

∫ ∞

0

sin 3x
3x2

− sin 2x
2x2

dx.
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第六章 积分不等式初步

非数的积分不等式专题主要讲的都是很常见的经典方法，并且题目大多比较直接，无需什么思考，方向明确，同

时很多问题也是直接应用著名积分不等式，并没有什么变化，相应的，难题以及反常规反套路的题目将会放到数学

类进行讲解

非数的积分不等式大多就是柯西不等式，牛顿莱布尼茨公式，中值定理方法，或者直接求导看单调性，以及运

用高考不等式放缩，还有简单的待定系数思想，基本上就这些手法，考试时候不会超出这个范围。

注意：中值定理结论（微分中值定理，积分第一中值定理，积分第二中值定理）并不只是在做中值定理题目时

候有用，实际上在做积分不等式问题时候，往往也能用上，而且很方便很好用

定理 6.0.1: 赫尔德不等式

设 f(x), g(x) ∈ R[a, b], p, q 为满足
1

p
+

1

q
= 1 的一对正实数，则成立

(∫ b

a

|f(x)g(x)|dx
)

⩽
(∫ b

a

|f(x)|p dx
) 1

p
(∫ b

a

|g(x)|q dx
) 1

q

.

注释 6.0.1： 特别的，p = q = 2时就是熟知的柯西不等式：

∫ b

a

f2 (x) dx

∫ b

a

g2 (x) dx ≥

(∫ b

a

f (x) g (x) dx

)2

这里积分区间是随意的，无穷区间也可以（相应的为广义积分可积）

另外，赫尔德不等式有反向的结论，对应于 p < 0, q ∈ (0, 1) 的情形，不过一般用不上

定理 6.0.2: 琴生不等式

设 f, p ∈ R[a, b],m ⩽ f(x) ⩽ M,p(x) 非负且

∫ b

a

p(x) > 0 ，则当 ϕ 是 [m,M ] 上的下凸函数时，成立:

ϕ

(∫ b

a
p(x)f(x)dx∫ b

a
p(x)dx

)
⩽
∫ b

a
p(x)ϕ(f(x))dx∫ b

a
p(x)dx

若 ϕ 是上凸函数则不等式反向。如果上式中，取 p(x) ≡ 1 ，就得到

ϕ

(
1

b− a

∫ b

a

f(t)dt
)

⩽ 1

b− a

∫ b

a

ϕ(f(t))dt.
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第六章 积分不等式初步

定理 6.0.3: 哈达玛不等式

设 f 是 (a, b) 上的下凸函数，则对每一对 x1, x2 ∈ (a, b), x1 < x2 ，有

f

(
x1 + x2

2

)
⩽ 1

x2 − x1

∫ x2

x1

f(t)dt ⩽ f (x1) + f (x2)

2
.

定理 6.0.4: Young 不等式

设 f 在 [0,∞) 上连续可导且严格单调增加，f(0) = 0, a, b > 0 ，则有

ab ⩽
∫ a

0

f(x)dx+

∫ b

0

g(y)dy.

其中 g(y) 是 f(x) 的反函数，当且仅当 b = f(a) 时等号成立。

注释 6.0.2： 前面这三个不等式基本都没什么用，相比之下琴生偶尔还会用到，剩下两个则几乎从未出现

定理 6.0.5: 积分第一中值定理

设 f(x) 在 [a, b] 中黎曼可积且不变号，g(x) 连续，则存在 u ∈ (a, b) 使得∫ b

a

f (x) g (x) dx = g (u)

∫ b

a

f (x) dx

注释 6.0.3： 或许比课本结论要强，一个可积一个连续即可，同时还能做到开区间

定理 6.0.6: 积分第二中值定理

设 f(x) 在 [a, b] 中黎曼可积，g(x) 单调，则存在 u ∈ [a, b] 使得∫ b

a

f (x) g (x) dx = g (a)

∫ u

a

f (x) dx+ g (b)

∫ b

u

f (x) dx

特别的，如果 g(x) 非负递增，则结论为

∫ b

a

f (x) g (x) dx = g (b)

∫ b

u

f (x) dx，非负递减同理

注释 6.0.4： 这个结论非常重要，比课本的结论强（条件弱了），核心条件是单调性，只要有单调就能用第二

中值，也是后面广义积分章节很多结论或解题方法的基础，特别的如果是非负单调，那么在两项中就只需要

保留一项（非负单调函数取值较大的那个端点，对应的项留下来）

如果 g(x) 不是常值函数，那么中值点 u ∈ [a, b] 可以加强为 u ∈ (a, b)

这两个较强版本的积分中值定理大家记住然后直接用即可，数学类课程看情况可能会讲一下证明，非数无需关

心证明，也超出了非数范围（因为条件很弱）
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6.1 基础题目 第六章 积分不等式初步

6.1 基础题目

例题 6.1.1 设 f(x) 在 [a, b] 中可导并且 f ′(x) ≥ f(x) > 0，证明：

∫ b

a

1

f (x)
dx ≤ 1

f (a)
− 1

f (b)
.

证明. 直接构造函数求导

g (x) =

∫ x

a

1

f (t)
dt− 1

f (a)
+

1

f (x)
, g (a) = 0, g′ (x) =

1

f (x)
− f ′ (x)

f2 (x)
≤ 0

结论得证（注意不要在被积函数里面乘以 f ′(x) 然后算原函数）

例题 6.1.2 设 f(x) ∈ D[0, 1] 且非负，证明：∣∣∣∣∫ 1

0

f3 (x) dx− f2 (0)

∫ 1

0

f (x) dx

∣∣∣∣ ≤ max
x∈[0,1]

|f ′ (x)|
(∫ 1

0

f (x) dx

)2

证明. 利用牛顿莱布尼茨公式，并利用非负可知∣∣∣∣∫ 1

0

f3 (x) dx− f2 (0)

∫ 1

0

f (x) dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ 1

0

f (x)
(
f2 (x)− f2 (0)

)
dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ 1

0

f (x)

∫ x

0

(
f2 (t)

)′
dtdx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ 1

0

f (x)

∫ x

0

2f (t) f ′ (t) dtdx

∣∣∣∣
≤
∫ 1

0

f (x)

∫ x

0

2f (t) |f ′ (t)| dtdx ≤ 2max |f ′ (x)|
∫ 1

0

f (x)

∫ x

0

f (t) dtdx(
g (x) =

∫ x

0

f (t) dt

)
= max |f ′ (x)|

∫ 1

0

2g′ (x) g (x) dx = max |f ′ (x)|
(∫ 1

0

f (t) dt

)2
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6.1 基础题目 第六章 积分不等式初步

例题 6.1.3 设 f(x) ∈ D2[−1, 1] 且 2f ′(x) + xf ′′(x) ≥ 1，证明：

∫ 1

−1

xf (x) dx ≥ 1

3
.

证明. 凑微分，注意 x2f ′(x) 求导是 x(2f ′(x) + xf ′′(x))，所以考虑(
x2

(
f ′ (x)− 1

2

))′

= 2x

(
f ′ (x)− 1

2

)
+ x2f ′′ (x) = x (2f ′ (x) + xf ′′ (x)− 1)

根据条件可知，函数 x2

(
f ′ (x)− 1

2

)
在 (−1, 0)递减，在 (0, 1)递增，并且在 x = 0处取值为零，所以 x2(f ′(x)−1

2
)

非负，也即 f ′(x) ≥ 1

2
，故

f (x) ≥ f (0) +
1

2
x, x ∈ [0, 1] ⇒ xf (x) ≥ xf (0) +

1

2
x2

f (x) ≤ f (0) +
1

2
x, x ∈ [−1, 0] ⇒ xf (x) ≥ xf (0) +

1

2
x2

然后积分即可得到结论

例题 6.1.4 设 f(x) ∈ C2[0, 1] 且

∣∣∣∣∫ 1

0

f (x) dx

∣∣∣∣ < ∫ 1

0

|f (x)| dx，记 |f ′(x)|, |f ′′(x)| 的最大值分别是 A,B，证

明：

∣∣∣∣∫ 1

0

f (x) dx

∣∣∣∣ ≤ 1

2
A+

1

6
B.

证明. 根据条件可知 f(x) 在 (0, 1) 中有变号零点，记为 x0，实际上由此即可证明

∣∣∣∣∫ 1

0

f (x) dx

∣∣∣∣ ≤ 1

2
A

因为 |f ′(x)| ≤ A，所以 |f(x)| ≤ A|x− x0|，于是∣∣∣∣∫ 1

0

f (x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

|f (x)| dx ≤ A

∫ 1

0

|x− x0| dx =
1

2
A
(
x2
0 + (1− x0)

2
)
≤ 1

2
A
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6.1 基础题目 第六章 积分不等式初步

例题 6.1.5 设 f(x) ∈ C2[0, 1], |f ′′(x)| ≤ 1，若

∫ 1

0

f (x) dx =

∫ 1

0

xf (x) dx = 0，证明：

∣∣∣∣∫ 1

0

x2f (x) dx

∣∣∣∣ ≤ 1

360
.

证明. 待定系数分部积分有∣∣∣∣∫ 1

0

x2f (x) dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ 1

0

(
x2 + ax+ b

)
f (x) dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ 1

0

f (x) d
x3

3
+

a

2
x2 + bx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ 1

0

(
x3

3
+

a

2
x2 + bx

)
f ′ (x) dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ 1

0

f ′ (x) d
x4

12
+

a

6
x3 +

b

2
x2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ 1

0

(
x4

12
+

a

6
x3 +

b

2
x2

)
f ′′ (x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

∣∣∣∣x4

12
+

a

6
x3 +

b

2
x2

∣∣∣∣ dx
过程中需要边界取值零，也即

1

3
+

a

2
+ b = 0,

1

12
+

a

6
+

b

2
= 0 ⇒ a = −1, b =

1

6

于是 ∣∣∣∣∫ 1

0

x2f (x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

∣∣∣∣x4

12
− 1

6
x3 +

1

12
x2

∣∣∣∣ dx =
1

12

∫ 1

0

x2(1− x)
2
dx =

1

360
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6.2 几何意义类型 第六章 积分不等式初步

6.2 几何意义类型

例题 6.2.1 设 f(x)在 [0, 2]内连续，在 (0, 2)内可导且 f(0) = f(2) = 1, |f ′(x)| ≤ 1，证明：1 <

∫ 2

0

f (x) dx < 3.

证明. 根据条件可知

f (x) ≥

{
−x+ 1, x ∈ [0, 1]

x− 1, x ∈ [1, 2]
, f (x) ≤

{
x+ 1, x ∈ [0, 1]

−x+ 3, x ∈ [1, 2]

代入积分即可，注意如果不等式取等，则意味着 f(x) 要等于某一个折线，这与可导性矛盾，所以不等式是严格

的

注释 6.2.1： 要严格说明开始的不等式也很容易，例如当 x ∈ [0, 1] 时有 f(x) = f(0) + f ′(u)x 然后放缩一下

f ′(u) 即可

例题 6.2.2 设 a > 0, f (x) , g (x) ∈ R [0, a] , 0 ≤ f (x) ≤ 1,

∫ a

0

f (x) dx =
a

2
，若 g(x) 非负且单调递增，求∫ a

0

f (x) g (x) dx 的最大值与最小值.（这里 g(x) 是已知的函数，结论用 g(x) 表示）

证明. 我们证明
∫ a

2

0

g (x) dx ≤
∫ a

0

f (x) g (x) dx ≤
∫ a

a
2

g (x) dx 即可（显然能取等）

只证明

∫ a

0

f (x) g (x) dx ≤
∫ a

a
2

g (x) dx，另一个可以同理，考虑 p (x) =

 0, x ∈
[
0,

a

2

]
1, x ∈

(a
2
, a
] ，则 ∫ a

a
2

g (x) dx =∫ a

0

p (x) g (x) dx，利用积分第二中值定理可知∫ a

a
2

g (x) dx−
∫ a

0

f (x) g (x) dx =

∫ a

0

g (x) (p (x)− f (x)) dx = g (a)

∫ a

u

p (x)− f (x) dx

如果 u ≥ a

2
，则被积函数非负，结论显然成立，如果 a ≤ a

2
，则∫ a

u

p (x)− f (x) dx =

∫ a

0

p (x)− f (x) dx−
∫ u

0

p (x)− f (x) dx =

∫ u

0

f (x) dx ≥ 0

综上，结论得证

注释 6.2.2： 直观感受是当 g 较大时候取 f 较大，g 小时候 f 也小，此时 f(x)g(x) 的积分就会最大，反之

则最小，也就是“扩大优势”的思想，这样就猜到了答案，然后运用第二中值来证明即可（因为有核心条件：

单调性）
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6.3 被积函数放缩法 第六章 积分不等式初步

6.3 被积函数放缩法

例题 6.3.1 设 t ≥ 1, f(x) 非负且在 [0, 1] 中黎曼可积，满足

∫ 1

0

f(x)dx = 1，证明：

∫ 1

0

f(x)

f2(x) + t
dx ≤ 1

t+ 1
．

证明. 直接将 f(x) 看成一个非负的变量 y，对被积函数放缩

考虑函数

g (x) =
x

x2 + t
, g′ (x) =

t− x2

(t+ x2)
2 , g

′′ (x) =
2x
(
x2 − 3t

)
(t+ x2)

3

由此可知 g(x)在 [0,
√
t]中上凸递增，在 [

√
t,
√
3t]中上凸递减，在 [

√
3t,+∞)中下凸递减趋于零，并且 1 ∈ [0,

√
t]

考虑 g(x) 在 x = 1 处的切线 l(x)，则在上凸区间内自动成立 g(x) ≤ l(x)，而在下凸区间内，注意 l(x) 递增，

g(x) 递减，所以 g(x) ≤ g(
√
3t) ≤ l(

√
3t) ≤ l(x)，所以在 x ≥ 0 中恒成立 g(x) ≤ l(x)

代入 f(x) 可知
f (x)

f2 (x) + t
≤ g (1) + g′ (1) (f (x)− 1) ⇒

∫ 1

0

f (x)

f2 (x) + t
dx ≤ 1

t+ 1

例题 6.3.2 若 f(x) 在[0, 1] 上可积, 证明:
∫ 1

0

√
f4(x) +

(∫ 1

0

f(t)dt

)4

dx ≤
√
2

∫ 1

0

f2(x)dx

证明. 不妨设
∫ 1

0

f (t) dt = 1，考虑函数 g (x) =
√
x4 + 1，希望寻找 g(x) ≤ 某个二次函数，然后两边积分完成证明

（注意不可以是 g(x) ≤ 切线，因为显然 g(x) 上凸，它只能在切线上方，不等号方向不对！）

注意 f(x) = 1 取等，所以考虑

g (1) + g′ (1) +
1

2
g′′ (1) (x− 1)

2
=

√
2
(
x2 − x+ 1

)
展开容易验证

√
x4 + 1 ≤

√
2
(
x2 − x+ 1

)
⇔ (x− 1)

4 ≥ 0，进而∫ 1

0

√
f4 (x) + 1dx ≤

√
2

∫ 1

0

f2 (x)− f (x) + 1dx =
√
2

∫ 1

0

f2 (x) dx
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6.4 柯西不等式与配方 第六章 积分不等式初步

6.4 柯西不等式与配方

例题 6.4.1 设 f(x) ∈ C2[−1, 1] 且 f(−1) = −1, f(1) = 1, f ′(−1) = f ′(1) = 0，对任意 p > 1 证明：∫ 1

−1

|f ′′ (x)|pdx ≥ 2

(
2p− 1

p− 1

)p−1

证明. 先尝试一下 p = 2 的情况，待定系数分部积分有∫ 1

−1

f ′′2 (x) dx

∫ 1

−1

g2 (x) dx ≥
∫ 1

−1

|f ′′ (x) g (x)| dx ≥
∣∣∣∣∫ 1

−1

f ′′ (x) g (x) dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ 1

−1

f ′ (x) g′ (x) dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ 1

−1

f (x) g′′ (x) dx

∣∣∣∣ , g (1) = g (−1) = 0

但是最后的

∫ 1

−1

f (x) g′′ (x) dx 无法刻画，因为缺少 f(x) 积分相关的信息，所以往前推一步，应有 g′(x) = C，

这样右边能出来一个常数，换句话说，g(x) 应为一次函数，既然如此就取 g(x) = x（因为对称性），代入发现刚刚

好就是题目要的不等式

对于一般情况，利用赫尔德不等式有(∫ 1

−1

|f ′′ (x)|pdx
) 1

p
(∫ 1

−1

|x|qdx
) 1

q

≥
∫ 1

−1

|f ′′ (x)x| dx ≥
∣∣∣∣∫ 1

−1

f ′′ (x)xdx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ 1

−1

f ′ (x) dx

∣∣∣∣ = 2

注意
1

p
+

1

q
= 1，计算有

∫ 1

−1

|x|qdx =
2

q + 1
=

2p− 2

2p− 1
⇒
∫ 1

−1

|f ′′ (x)|pdx ≥

(
2

(
2p− 2

2p− 1

)1− 1
p

)p

= 2

(
2p− 1

p− 1

)p−1
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6.4 柯西不等式与配方 第六章 积分不等式初步

例题 6.4.2 设 f(x) ∈ C1[0, 1], f(0) = f(1) = −1

6
，证明：

∫ 1

0

f ′2 (x) dx ≥ 2

∫ 1

0

f (x) dx+
1

4
.

证明. 考虑 g(x) = f(x) +
1

6
, g(0) = g(1) = 0，则要证明的是

∫ 1

0

g′2 (x) dx ≥ 2

∫ 1

0

g (x) dx− 1

12
方法一：利用柯西不等式有∫ 1

0

g′2 (x) dx

∫ 1

0

(
x− 1

2

)2

dx ≥
(∫ 1

0

(
x− 1

2

)
g′ (x) dx

)2

=

(∫ 1

0

g (x) dx

)2

⇒
∫ 1

0

g′2 (x) dx ≥ 12

(∫ 1

0

g (x) dx

)2

≥ 2

∫ 1

0

g (x) dx− 1

12
⇔ 12u2 +

1

12
≥ 2u

最后的不等式显然成立，结论得证

方法二：根据取等条件，直接配方即可∫ 1

0

(
g′ (x)− c

(
x− 1

2

))2

dx =

∫ 1

0

g′2 (x) dx+
1

12
c2 + 2c

∫ 1

0

g (x) dx ≥ 0 ⇒ c = −1

例题 6.4.3 设 f(0) = 0, f(x) ∈ C1[0, 1]，证明：

∫ 1

0

(
1− x2

)
f ′2 (x) dx ≥ 2

∫ 1

0

f2 (x) dx.

证明. 首先寻找取等条件，发现 f(x) = cx 都可以，变形有 c =
f(x)

x
然后求导得到 xf ′(x)− f(x) = 0（形式计算，

没有严谨性可言，只是为了寻找到配方对象），对比目标式子，让 f ′2(x) 项前面的函数一致，并保持前面那个因子，

因此配方有 ∫ 1

0

(
1− x2

)(
f ′ (x)− f (x)

x

)2

dx

=

∫ 1

0

(
1− x2

)
f ′2 (x) dx+

∫ 1

0

1− x2

x2
f2 (x) dx− 2

∫ 1

0

f (x) f ′ (x)
(
1− x2

)
x

dx

=

∫ 1

0

(
1− x2

)
f ′2 (x) dx+

∫ 1

0

1− x2

x2
f2 (x) dx−

∫ 1

0

1− x2

x
df2 (x)

=

∫ 1

0

(
1− x2

)
f ′2 (x) dx− 2

∫ 1

0

f2 (x) dx ≥ 0

注释 6.4.1： 条件 f(0) = 0 不仅保证了分部积分时候边界项为零，同时还确保了式子中的“疑似广义积分”

实际上是常义积分，都是收敛的
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例题 6.4.4 设 f(x) ∈ C1[0, 1] 且

∫ 1

0

f (x) dx =

∫ 1

0

xf (x) dx = 1，证明：

∫ 1

0

|f ′ (x)|3dx ≥
(
128

3π

)2

.

证明. 利用赫尔德不等式有(∫ 1

0

|f ′ (x)|3dx
) 1

3
(∫ 1

0

|g (x)|
3
2 dx

) 2
3

≥
∫ 1

0

|f ′ (x) g (x)| dx ≥
∣∣∣∣∫ 1

0

f ′ (x) g (x) dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ 1

0

f (x) g′ (x) dx

∣∣∣∣
想要能算出来，根据条件，应有 g′(x) = ax+b，所以 g(x)是二次函数，再注意分部积分时候要求 g(0) = g(1) = 0，

所以只能 g(x) = x(1− x)，代入可得(∫ 1

0

|f ′ (x)|3dx
) 1

3
(∫ 1

0

x(1− x)
3
2 dx

) 2
3

≥
∣∣∣∣∫ 1

0

f (x) (1− 2x) dx

∣∣∣∣ = 1∫ 1

0

x(1− x)
3
2 dx = B

(
5

2
,
5

2

)
=

Γ
(
5
2

)
Γ
(
5
2

)
Γ (5)

=
3π

128
⇒
∫ 1

0

|f ′ (x)|3dx ≥
(
128

3π

)2
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例题 6.4.5 设 f(0) = f(1) = 0, f(x) ∈ C1[0, 1]，证明：

∫ 1

0

f ′2 (x) e2xdx ≥
(
π2 + 1

) ∫ 1

0

f2 (x) e2xdx

证明. 待定系数配方有∫ 1

0

(exf ′ (x)− p (x) exf (x))
2
dx

=

∫ 1

0

e2xf ′2 (x) dx+

∫ 1

0

p2 (x) e2xf2 (x) dx− 2

∫ 1

0

e2xp (x) f (x) f ′ (x) dx

=

∫ 1

0

e2xf ′2 (x) dx+

∫ 1

0

p2 (x) e2xf2 (x) dx−
∫ 1

0

e2xp (x) df2 (x)

=

∫ 1

0

e2xf ′2 (x) dx+

∫ 1

0

e2xf2 (x)
(
p′ (x) + p2 (x)− 2p (x)

)
dx

希望 p′ (x) + p2 (x)− 2p (x) = −
(
π2 + 1

)
，令 q(x) = p(x) + 1 则等价于 q′(x) + q2(x) = −π2

积分（均为形式计算，不管定义域之类的）有∫
q′ (x)

q2 (x) + π2
dx = −x+ C ⇒ 1

π
arctan q (x)

π
= −x+ C, q (x) = −π tanπ (x− C)

注意，我们要保证配方式子里面的积分都是收敛的，但是显然 tanx 在一些点处会发散（并且对应的积分也发
散），现在区间长度是 1，tanπx 的周期也是 1，因此必定会出现这样的发散点，为了保证积分收敛，只能让这样的

点位于端点 0, 1，这时可以用 f(x) 的零点来抵消掉，因此唯一的取法是 C =
1

2
综上，考虑 ∫ 1

0

e2x
(
f ′ (x) +

(
π tanπ

(
x− 1

2

)
+ 1

)
f (x)

)2

dx

=

∫ 1

0

f ′2 (x) e2xdx−
(
π2 + 1

) ∫ 1

0

f2 (x) e2xdx ≥ 0

即可
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6.5 综合问题

例题 6.5.1 设 f(x) 在 R 中连续，恒正，且对任意 t ∈ R 都有
∫ +∞

−∞
e−|t−x|f (x) dx ≤ 1，证明：对任意 a < b

都有

∫ b

a

f (x) dx ≤ b− a

2
+ 1.

证明. 分析一下：容易看出，在 a < b确定之后，最实惠的取法肯定是让 f(x)在 [a, b]之外恒为零，然后让 t在 [a, b]

内取，但是进一步的 t 应该取到什么位置并不好说，大致想法应该是让 t 取在 f(x) 较大的地方，最好

首先设想一个问题，假如给定连续，恒正的函数 p(x)，并且

∫ 1

0

p (x) f (x) dx ≤ 1，现在问

∫ 1

0

f (x) dx 最大是

多少，画图容易发现，让 f(x) 在 p(x) 很小的时候取的尽可能大即可，因此如果 p(x)最小值是 A，那么

∫ 1

0

f (x) dx

最大是
1

A

所以现在应取一些 e−|x−ti| 然后做个线性组合，使得

n∑
i=1

λie
−|x−ti| 的最小值尽可能大，这里系数非负且和为 1

自然的一种取法是各个 λi =
1

n
然后让 n → ∞，此时求和趋近于积分，也就是说在条件两边对 t 积分

下面开始证明：

根据条件有

∫ b

a

e−|t−x|f (x) dx ≤ 1, ∀t ∈ [a, b]，两边对 t ∈ [a, b] 积分得到

∫ b

a

∫ b

a

e−|t−x|f (x) dxdt =

∫ b

a

f (x)

(∫ b

a

e−|t−x|dt

)
dx =

∫ b

a

f (x)
(
2− ea−x − ex−b

)
dx ≤ b− a

利用条件得到∫ b

a

f (x) dx ≤ b− a

2
+

1

2

∫ b

a

e−|x−a|f (x) dx+
1

2

∫ b

a

e−|x−b|f (x) dx ≤ b− a

2
+ 1
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例题 6.5.2 设函数 f(x) 在闭区间 [0, 1] 上连续可微且不恒等于 0，且

∫ 1

0

f(x)dx = 0 ，证明：

∫ 1

0

|f(x)|dx ·
∫ 1

0

|f ′(x)| dx > 2

∫ 1

0

f2(x)dx.

证明. 方法一：设 f(x) 最大值 f(x1) = M，最小值 f(x2) = −m，则 M,m > 0（否则会导致 f(x) 恒为零），于是∫ 1

0

|f ′ (x)| dx ≥
∣∣∣∣∫ x2

x1

|f ′ (x)| dx
∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣∫ x2

x1

f ′ (x) dx

∣∣∣∣ = M +m

进一步设

I = {x ∈ [0, 1] |f (x) > 0} , J = {x ∈ [0, 1] |f (x) < 0}

于是 ∫
I

f (x) dx = A > 0,

∫
J

f (x) dx = −A,

∫ 1

0

|f (x)| dx = 2A

代入，只需要证明 A (M +m) >

∫ 1

0

f2 (x) dx，直接放缩有

∫ 1

0

f2 (x) dx =

∫
I

|f (x)|2dx+

∫
J

|f (x)|2dx

≤ M

∫
I

|f (x)| dx+m

∫
J

|f (x)| dx = A (M +m)

显然不能取等，否则 f(x) 的取值只有 M,−m, 0 这三个数字，是不可能的

方法二：利用条件和绝对值不等式有

2

∫ 1

0

f2 (x) dx =

∫ 1

0

f (x) (2f (x)− f (0)− f (1)) dx =

∫ 1

0

f (x)

(∫ x

0

f ′ (t) dt−
∫ 1

x

f ′ (t) dt

)
dx

≤
∫ 1

0

|f (x)|
(∣∣∣∣∫ x

0

f ′ (t) dt

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ 1

x

f ′ (t) dt

∣∣∣∣) dx ≤
∫ 1

0

|f (x)|
(∫ 1

0

|f ′ (t)| dt
)
dx =

∫ 1

0

|f (x)| dx
∫ 1

0

|f ′ (x)| dx

从放缩看显然不能取等，结论得证

注释 6.5.1： 方法一在黎曼积分框架下不严谨，因为不允许出现在集合上面的积分，视为勒贝格（数学系内

容）就是严格的，因此这个方法虽然直观，但是考试有可能扣分，方法二没有任何问题，不过或许不容易想到
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6.5 综合问题 第六章 积分不等式初步

例题 6.5.3 设 f(x) ∈ C1[0, 1]，θ 是方程 tan x

2
=

x2 + 1

x
的最小正根，证明：

∫ 1

0

f ′2 (x) dx+
(
θ2 + 1

) (
f2 (0) + f2 (1)

)
≥ θ2

∫ 1

0

f2 (x) dx

证明. 待定系数，考虑∫ 1

0

(f ′ (x)− p (x) f (x))
2
dx =

∫ 1

0

f ′2 (x) dx+

∫ 1

0

p2 (x) f2 (x) dx− 2

∫ 1

0

p (x) f (x) f ′ (x) dx

=

∫ 1

0

f ′2 (x) dx+

∫ 1

0

p2 (x) f2 (x) dx−
∫ 1

0

p (x) df2 (x)

=

∫ 1

0

f ′2 (x) dx+

∫ 1

0

f2 (x)
(
p′ (x) + p2 (x)

)
dx− p (1) f2 (1) + p (0) f2 (0) ≥ 0

所以需要

p′ (x) + p2 (x) = −θ2, p (1) = θ2 + 1, p (0) = −
(
θ2 + 1

)
这个微分方程超了一个条件，所以不一定有解，因此有解（题目能做出来），肯定是这个数字给的特殊，刚刚好

某个解可以满足全部条件

解微分方程有

p′ (x)

p2 (x) + θ2
= −1 ⇒

∫ x

0

p′ (t)

p2 (t) + θ2
dt = −x =

∫ p(x)

p(0)

1

u2 + θ2
du =

1

θ
arctan u

θ

∣∣∣p(x)p(0)

⇒ arctan p (x)

θ
= arctan p (0)

θ
− θx = arctan θ2 + 1

θ
− θx =

θ

2
− θx

⇒ p (x) = θ tan
(
θ

2
− θx

)
刚刚好这个解满足 p(1) = −p(0)，因此满足要求，同时数值计算容易看出这个 p(x) 在区间 [0, 1] 中还是连续且

可导的，所以配方有 ∫ 1

0

(
f ′ (x)− θ tan

(
θ

2
− θx

)
f (x)

)2

dx

=

∫ 1

0

f ′2 (x) dx− θ2
∫ 1

0

f2 (x) dx+
(
θ2 + 1

) (
f2 (0) + f2 (1)

)
≥ 0

结论得证
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例题 6.5.4 设 f(x) 连续且以下各个广义积分都收敛，证明：

4

(∫ ∞

0

f2 (x) dx

∫ ∞

0

x2f2 (x) dx+

(∫ ∞

0

f (x) dx

)2 ∫ ∞

0

xf2 (x) dx

)
≥
(∫ ∞

0

f (x) dx

)4

+ 4

(∫ ∞

0

xf2 (x) dx

)2

证明. 设

A =

∫ ∞

0

f2 (x) dx,B =

∫ ∞

0

xf2 (x) dx,C =

∫ ∞

0

x2f2 (x) dx,M =

(∫ ∞

0

f (x) dx

)2

不妨它们都是正数，要证明的是

4 (AC +MB) ≥ M2 + 4B2 ⇔ (M − 2B)
2 ≤ 4AC ⇔

{
M ≤ 2B + 2

√
AC

M ≥ 2B − 2
√
AC

根据柯西不等式有

AC =

∫ ∞

0

f2 (x) dx

∫ ∞

0

x2f2 (x) dx ≥
(∫ ∞

0

xf2 (x) dx

)2

⇒ M ≥ 0 ≥ 2B − 2
√
AC

所以只需要证明第一个不等式，考虑待定系数柯西不等式，则有

M =

(∫ ∞

0

f (x) dx

)2

=

(∫ ∞

0

f (x) g (x)
1

g (x)
dx

)2

≤
∫ ∞

0

f2 (x) g2 (x) dx

∫ ∞

0

1

g2 (x)
dx

对比条件可知 g2(x) = ux2 + vx + w 这样的形式，可以先固定其中一个变量，对比目标，既然是 2B，不妨先

确定 v = 2，于是

M ≤
∫ ∞

0

1

ux2 + 2x+ w
dx

∫ ∞

0

f2 (x)
(
ux2 + 2x+ w

)
dx =

∫ ∞

0

1

ux2 + 2x+ w
dx (uC + 2B + wA)

由此可见取

u =

√
A

C
,w =

√
C

A
, g (x) =

√
A

C
x2 + 2x+

√
C

A
= ux2 + 2x+

1

u

应该正好，代入可知

M ≤
∫ ∞

0

1

ux2 + 2x+ 1
u

dx
(
2B + 2

√
AC
)
=
(
2B + 2

√
AC
)∫ ∞

0

u

(ux+ 1)
2 dx = 2B + 2

√
AC

结论得证
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6.5 综合问题 第六章 积分不等式初步

例题 6.5.5 设 f(x) ∈ C1[0,+∞) 且以下各个广义积分都收敛，证明：(∫ ∞

0

f2 (x) dx

)2

≤ 4

∫ ∞

0

x2f2 (x) dx

∫ ∞

0

f ′2 (x) dx

证明. 利用柯西不等式有

4

∫ ∞

0

x2f2 (x) dx

∫ ∞

0

f ′2 (x) dx ≥
(
2

∫ ∞

0

xf (x) f ′ (x) dx

)2

=

(∫ ∞

0

xdf2 (x)

)2

=

(
xf2 (x) |∞0 −

∫ ∞

0

f2 (x) dx

)2

=

(
lim

x→+∞
xf2 (x)−

∫ ∞

0

f2 (x) dx

)2

由此可见，问题的关键在于从各个积分收敛出发，去证明 lim
x→+∞

xf2 (x) = 0

分部积分有

∫ A

0

f2 (x) dx = Af2 (A)− 2

∫ A

0

xf (x) f ′ (x) dx、

任意 ε > 0，存在 N，任意 u, v > N, u < v 都有

∫ v

u

x2f2 (x) dx < ε,

∫ v

u

f ′2 (x) dx < ε，利用柯西不等式

(∫ v

u

xf (x) f ′ (x) dx

)2

≤
∫ v

u

x2f2 (x) dx

∫ v

u

f ′2 (x) dx < ε2

所以

∫ ∞

0

xf (x) f ′ (x) dx 收敛，进而

lim
x→+∞

xf2 (x) =

∫ ∞

0

f2 (x) dx+ 2

∫ ∞

0

xf (x) f ′ (x) dx

存在，显然极限存在这个极限就只能是零，结论得证
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6.5 综合问题 第六章 积分不等式初步

例题 6.5.6 设 f(x) ∈ R[0, 1] 且

∫ 1

0

f3 (x) dx = 0，证明：

∫ 1

0

f4 (x) dx ≥ 27

4

(∫ 1

0

f (x) dx

)4

注：你可以尝试写出并证明一下本题的离散版本，并寻找取等条件

证明. 取 f(x) 为分段常值函数，所以我们先来证明一下相应的离散版本：

引理 6.5.1： 设 n 为正整数，a1, ..., an 为实数且

n∑
k=1

a3k = 0，则有

n∑
k=1

a4k ≥ 27

4n3

(
n∑

k=1

ak

)4

根据齐次性，不妨设

n∑
k=1

ak = n（如果和为零则显然成立，无需证明），要证明

n∑
k=1

a4k ≥ 27

4
n

考虑形如 x4 ≥ ax3 + bx + c 这样子的恒成立的不等式，如果找到了，则可以代入 x = ak 然后求和完成证明，

而这个不等式要想恒成立，肯定是“切线”关系，也就是说作差因式分解之后肯定有平方项，则本质上只有两种(
x2 − ax− b

)2
, (x− a)

2 (
x2 + bx+ c

)
,
(
b2 − 4ac < 0

)
试一下第一个，要求展开后没有二次项，所以 a2 = 2b 进而(

x2 − ax− a2

2

)2

= x4 − 2ax3 + a3x+
a4

4
≥ 0 ⇒ x4 ≥ 2ax3 − a3x− a4

4
, ∀a, x

代入 x = ak 求和得到

n∑
k=1

a4k ≥ −a3n− a4

4
n = n

(
−a3 − a4

4

)
，希望让 −a3 − a4

4
尽可能大，利用均值不等式

或者求导容易知道，其最大值刚刚好就是
27

4
，在 a = −3 时候取到，也就是说

x4 ≥ −6x3 + 27x− 81

4
⇒

n∑
k=1

a4k ≥ 27

4
n

回到原题，不妨设

∫ 1

0

f (x) dx = 1（若积分为零则显然成立，而如果非零，则齐次性可以不妨设为 1），要证明∫ 1

0

f4 (x) dx ≥ 27

4
，根据前面的过程，则有不等式 f4 (x) ≥ −6f3 (x) + 27f (x)− 81

4
，两边积分立即可知结论成立

注释 6.5.2： 这里对上课讲的方法做了个优化，实际上本题不需要先证明离散然后用定积分定义和极限过渡

到连续，只需要注意到高考不等式 x4 ≥ −6x3 + 27x− 81

4
然后代入并积分就可以了

本题离散版和连续版的证明核心都是一样的，就是齐次性不妨设之后直接用高考不等式放缩一下，两个命题

可以一下子同时证出来，运用这个放缩，直接做原题一行就能秒掉

连续版本可以取等（离散版由于 n已经确定所以无法严格取等，只能近似按比例分配，不过系数依旧是最佳），

只需考虑配方对应的 x2 + 3x− 9

2
= 0 ⇔ x =

3
(√

3− 1
)

2
,
−3
(√

3 + 1
)

2
，然后按比例分配一下，计算

a

(
3
(√

3− 1
)

2

)3

+ (1− a)

(
−3
(√

3 + 1
)

2

)3

= 0 ⇒ a =

(
1 +

√
3
)3

12
√
3

= 0.981...

所以构造 f (x) =


3
(√

3− 1
)

2
, x ∈

[
0,

(
1 +

√
3
)3

12
√
3

]
−3
(√

3 + 1
)

2
, x ∈

((
1 +

√
3
)3

12
√
3

, 1

] ，易知满足 ∫ 1

0

f (x) dx = 1，即为取等条件
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6.5 综合问题 第六章 积分不等式初步

例题 6.5.7 设 f(x) 在 [0, 2] 内连续，在 (0, 2) 内可导，且

∫ 1

0

xf (x) dx =
1

2

∫ 2

0

f (x) dx，证明：存在 ξ ∈ (0, 2)

使得 f ′ (ξ) = −f (ξ)

ξ
.

证明. 要证明的是 xf(x) 导数在 (0, 2) 内有零点，反证法，则函数 (xf(x))′ 在 [0, 2] 内无零点，所以 xf(x) 一定严

格单调

设 g(x) = xf(x), g(0) = 0，不妨 g′(x) > 0 恒成立，则 g(x) 严格递增，直接证明 2

∫ 1

0

g (x) dx <

∫ 2

0

g (x)

x
dx

这等价于说明 ∫ 1
2

0

g (x)

(
2− 1

x

)
dx+

∫ 1

1
2

g (x)

(
2− 1

x

)
dx <

∫ 2

1

g (x)

x
dx

利用单调性有

2− 1

x
≤ 0, x ≤ 1

2
⇒
∫ 1

2

0

g (x)

(
2− 1

x

)
dx ≤ 0∫ 1

1
2

g (x)

(
2− 1

x

)
dx ≤ g (1)

∫ 1

1
2

2− 1

x
dx = g (1) (1− ln 2)∫ 2

1

g (x)

x
dx ≥ g (1)

∫ 2

1

1

x
dx = g (1) ln 2

严格单调保证了 g(1) > g(0) = 0，因为 2 ln 2 > 1 所以不等式成立，由此结论得证
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6.6 练习题 第六章 积分不等式初步

6.6 练习题

习题 6.6.1 设 f(x) ∈ C2[0, 1], f(0) = f(1) = 0, |f ′′(x)| ≤ 1，证明：

∣∣∣∣∫ 1

0

f (x) dx

∣∣∣∣ ≤ 1

12

习题 6.6.2 设 f(x) 在 [−1, 1] 中可导，给定 a ∈ (0, 1),M > 0，且 |f ′ (x)| ≤ M,

∫ a

−a

f (x) dx = 0，证明：∣∣∣∣∫ 1

−1

f (x) dx

∣∣∣∣ < M (1− a)

习题 6.6.3 设 f(x) ∈ C2[0, 1], f(0) = 0, f(
1

2
) = f(1) = 1，证明：

∫ 1

0

f ′′2 (x) dx ≥ 12.

习题 6.6.4 设 f(x) ∈ C2[0, 1], f(0) = f(1), f ′(0) = f ′(1), f(x) > 0，证明：

∫ 1

0

f ′4 (x)

f2 (x)
dx ≤ 9

∫ 1

0

f ′′2 (x) dx

习题 6.6.5 设 f(x)为连续函数，m是正整数，求最大的常数 λ使得

∫ 1

0

f2 (x) dx ≥ λ

∫ 1

0

f (x) dx

∫ 1

0

xmf (x) dx

恒成立.（注：你可以尝试写出并证明一下本题的离散版本）
习题 6.6.6 设 f(0) = 0, f(x) ∈ C1[0, 1]，证明：

∫ 1

0

f ′2 (x) dx ≥ π2

4

∫ 1

0

f2 (x) dx

习题 6.6.7 设 b−a ≥ 2，恒正的连续函数 f(x)满足

∫ b

a

1

1 + f(x)
dx = 1，证明：

∫ b

a

f(x)

b− a− 1 + f2(x)
dx ≤ 1.

习题 6.6.8 设 f(x) ∈ R[0, 1] 满足

∫ 1

0

xf (x) dx = 0, |f (x)| ≤ M，证明：

∫ 1

0

f (x) dx 的最大值是 M(
√
2− 1).

习题 6.6.9 设 f(x) ∈ C2[0, 1]，证明：

∫ 1

0

|f ′ (x)| dx ≤ 4

∫ 1

0

|f (x)| dx+

∫ 1

0

|f ′′ (x)| dx.
习题 6.6.10 设 f(x), g(x) 是恒正的连续函数，证明：∫ 1

0

f (x) + g (x) dx

∫ 1

0

f (x) g (x)

f (x) + g (x)
dx ≤

∫ 1

0

f (x) dx

∫ 1

0

g (x) dx

注：你可以尝试写出并证明一下本题的离散版本
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第七章 微分方程问题

微分方程问题包括解微分方程以及微分方程相关的证明题两类，其中解微分方程部分需要掌握课本上面各种基

本常规类型的微分方程及其解法，教材任选一本即可，然后再知乎上搜索微分方程相关的总结补充一下即可。

解微分方程在考试时候，如果是解答题，往往不是直接套用某个模板一步出来的，一般都有综合性，需要多种

方法一起使用。

非数的解微分方程只需要求出通解以及（如果有）显然的特解，无需深入讨论定义域或者分段函数等等复杂情

况，这些只会在数学类的常微分方程题目中考察，因此非数解微分方程本质上是“形式求解”

对于微分方程证明题，大多是可以先求解然后再证明的，少数是无法求解只能走性态分析解决的（这类问题不

放在本章），因此解微分方程是基本功，各种地方都会用到，包括之前的中值定理部分也需要用！

基础知识可以去看任何一本教材，我们课上会用例题将各种基本方法过一遍。
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7.1 各类标准类型的微分方程 第七章 微分方程问题

7.1 各类标准类型的微分方程

缺项高阶微分方程指式子中少 x 的，比如 y′′ = f(y, y′) 这种，令 p = y′, y′′ = p
dp

dy
即可降低一阶

例题 7.1.1 解微分方程 yy′′ − y′2 = y2 ln y, y > 0, y(0) = y′(0) = e.（不含 x 的微分方程）

证明. 令 p = y′, y′′ = p
dp

dy
，记 p′ =

dp

dy
，变成关于 y 的，则有

ypp′ − p2 = y2 ln y, y
2

(
p2
)′ − p2 = y2 ln y, q = p2

⇒ yq′ − 2q = 2y2 ln y,
(

q

y2

)′

=
yq′ − 2q

y3
=

2y

ln y ⇒ q

y2
= ln2y + C

⇒ q = p2 = y2
(
ln2y + C

)
= y′2

代入 x = 0 根据初值得到 C = 0，所以 y′ = ±y ln y，根据初值知道 y′ = y ln y，积分得到 x = ln ln y

恰当方程就是格林公式 Qx = Py，此时能够找到 U(x, y) 使得 dU = Pdx+Qdy，不过需要凑一下恰当方程

例题 7.1.2 解微分方程 (x3 − y2)dx+ (x2y + xy)dy = 0.（配凑与恰当方程）

证明.
x3 − y2 +

(
x2 + x

)
yy′ = 0, x3 − y2 +

x2 + x

2

(
y2
)′

= 0

u = y2 ⇒ u′ − 2

x (x+ 1)
u+

2x2

x+ 1
= 0(

e−
∫

2
x(x+1)

dxu
)′

= e−
∫

2
x(x+1)

dx

(
u′ − 2

x (x+ 1)
u

)
= −e−

∫
2

x(x+1)
dx 2x2

x+ 1((
1 +

1

x

)2

u

)′

= − 2x2

x+ 1

(
1 +

1

x

)2

= −2 (x+ 1) ,

(
1 +

1

x

)2

u = −(x+ 1)
2
+ C(

1 +
1

x

)2

y2 + (x+ 1)
2
= C

注释 7.1.1： 不推荐寻找积分因子或者配凑，因为很可能做不出来，如果一定要这么做，可以如下变形：

xdx+ ydy + y
xdy − ydx

y2
=

1

2
d
(
x2 + y2

)
+ yd

(y
x

)
= 0

然后还得接着凑一凑，详细的可以去看标答

如果要寻找一个积分因子，可以待定系数算，最后积分因子是
x+ 1

x3
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7.1 各类标准类型的微分方程 第七章 微分方程问题

常系数线性微分方程指 y(n) + a1y
(n−1) + ...+ any = f(x)，利用特征方程，再找特解即可

例题 7.1.3 解微分方程

{
y′′′ − 3y′′ + 2y′ = x+ ex

y (0) = 1, y′ (0) = −2, y′′ (0) = −3
.（常系数线性微分方程）

证明. 对第一个式子积分一次得到 y′′ − 3y′ + 2y =
1

2
x2 + ex + C，代入初值得到 C = 4，于是等价于 y′′ − 3y′ + 2y =

1

2
x2 + ex + 4

y (0) = 1, y′ (0) = −2

方程的通解是 C1e
x + C2e

2x，下面寻找特解，拆成两个微分方程：

(1) : y′′ − 3y′ + 2y =
1

2
x2 + 4, (2) : y′′ − 3y′ + 2y = ex

前者设 y 为二次函数，待定系数代入计算，可以解出来 y =
23 + 6x+ 2x2

8
后者设 y = exp(x)，其中 p(x) 是一次函数，待定系数代入计算，可以求出 y = −xex

因此，微分方程的解形如 y = c1e
x + c2e

2x +
23 + 6x+ 2x2

8
− xex，代入初值条件可得

y =
1

8

(
23− 16ex + e2x + 6x− 8exx+ 2x2

)

欧拉方程指 xny(n) + ...+ xy′ + y + f(x) 类型，令 x = et 可以变成高阶线性常系数微分方程

例题 7.1.4 解微分方程 x2y′′ − 4xy′ + 6y = lnx.（欧拉方程）

证明. 令 x = et，则
dy

dt
=

dy

dx

dx

dt
= y′et = xy′

d2y

dt2
=

d

dt

(
dy

dt

)
=

d (xy′)

dx

dx

dt
= et (y′ + xy′′) = xy′ + x2y′′

⇒ xy′ =
dy

dt
, x2y′′ =

d2y

dt2
− dy

dt

代入得到
d2y

dt2
− 5

dy

dt
+ 6y = t，特征根为 2, 3，待定系数计算非齐次特解，可知

y = c1e
2t + c2e

3t +
1

6
t+

5

36
= c1x

2 + c2x
3 +

1

6
lnx+

5

36
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7.1 各类标准类型的微分方程 第七章 微分方程问题

齐次方程指形如 y′ = f(
y

x
)，令 y = xu 即可

例题 7.1.5 解微分方程 xy′ = −2
√
xy + y.（齐次方程）

证明.
y′ = −2

√
y

x
+

y

x
, y = xu ⇒ xu′ = −2

√
u ⇒

(
−
√
u
)′

=
1

x
,

√
y

x
+ lnx = C

伯努利方程指 y′ + p(x)y = q(x)ya，此时令 u = y1−a 即可变成一阶线性微分方程

例题 7.1.6 解微分方程 2yy′ = y2 + sinx.（伯努利方程）

证明. (y2)′ = y2 + sinx, u = y2, u′ − u = sinx 解出

y2 = cex − 1

2
(sinx+ cosx)

也可以把 y 除过去变成标准的伯努利方程的形式，做法一样

二阶变系数线性微分方程没有通解公式，必须要猜解，然后考虑 (yy′0 − y′y0)
′，这里 y0 是特解

例题 7.1.7 解微分方程 y′′ − 2xy′ − 2y = 0.（二阶变系数）

证明. 注意 ex
2

是一个特解（如果注意不到，对于这种线性的系数还是多项式的，可以幂级数方法试一下，只需要

代入算系数），所以考虑(
y · 2xex

2

− y′ex
2
)′

= 2x
(
y · 2xex

2

− y′ex
2
)
⇒ ln

(
y · 2xex

2

− y′ex
2
)
= x2 + C

y · 2xex
2

− y′ex
2

= Cex
2

, 2xy − y′ = C ⇒
(
e−x2

y
)′

= e−x2

(y′ − 2xy) = Ce−x2

e−x2

y = C1

∫
e−x2

dx+ C2, y = C1e
−x2

∫
e−x2

dx+ C2e
−x2
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7.1 各类标准类型的微分方程 第七章 微分方程问题

一阶线性微分方程组一般可以用矩阵特征值来做，特殊时候可以配凑或者消元升阶

例题 7.1.8 解微分方程组

{
x′ (t) = x (t) + y (t)− 3

y′ (t) = −2x (t) + 3y (t) + 1
, x (0) = y (0) = 0.（线性方程组）

证明. 方法一： (
x

y

)′

=

(
1 1

−2 3

)(
x

y

)
+

(
−3

1

)
, A =

(
1 1

−2 3

)
, α =

(
−3

1

)
计算特征值为 2± i，计算对角化得到

A = P

(
2 + i

2− i

)
P−1, P =

(
1− i 1 + i

2 2

)
,

(
x

y

)
= P

(
u

v

)

⇒

(
u

v

)′

=

(
2 + i

2− i

)(
u

v

)
+ P−1

(
−3

1

)
=

(
2 + i

2− i

)(
u

v

)
+

1

4

(
1− 7i

1 + 7i

)
u′ = (2 + i)u+

1− 7i

4
, v′ = (2− i) v +

1 + 7i

4
⇒
(
e−(2+i)tu

)′
= e−(2+i)t 1− 7i

4

e−(2+i)tu = −e−(2+i)t 1− 7i

4 (2 + i)
+ C, u = − 1− 7i

4 (2 + i)
+ Ce(2+i)t =

1

4
+

3i

4
+ Ce(2+i)t

⇒ u =
1

4
+

3i

4
+ C1e

(2+i)t, v =
1

4
− 3i

4
+ C2e

(2−i)t

⇒

(
x

y

)
=

(
1− i 1 + i

2 2

)(
u

v

)
=

(
1− i 1 + i

2 2

)
 1

4
+

3i

4
1

4
− 3i

4

+

(
C1e

(2+i)t

C2e
(2−i)t

)
=

(
2

1

)
+

(
C1 (1− i) e(2+i)t + C2 (1 + i) e(2−i)t

2C1e
(2+i)t + 2C2e

(2−i)t

)
x (0) = 2 + C1 (1− i) + C2 (1 + i) = 0, y (0) = 1 + 2C1 + 2C2 = 0

⇒ C1 = −1

4
− 3i

4
, C2 = −1

4
+

3i

4
⇒

{
x (t) = 2 + e2t (−2 cos t+ sin t)
y (t) = 1− e2t (cos t− 3 sin t)

方法二： (
x

y

)′

=

(
1 1

−2 3

)(
x

y

)
+

(
−3

1

)
, A =

(
1 1

−2 3

)
, α =

(
−3

1

)
计算特征多项式有 |xI −A| = x2 − 4x+ 5，所以(

x

y

)′′

= A

(
x

y

)′

= A2

(
x

y

)
+Aα,

(
x

y

)′′

− 4

(
x

y

)′

+ 5

(
x

y

)
= (A− 4I)α

⇒ x′′ − 4x′ + 5x = 10, y′′ − 4y′ + 5y = 5, x (0) = y (0) = 0

⇒ x (t) = e2t (a1 cos t+ a2 sin t) + 2, y (t) = e2t (b1 cos t+ b2 sin t) + 1

x (0) = a1 + 2 = 0, y (0) = b1 + 1 = 0 ⇒ a1 = −2, b1 = −1

x (t) = e2t (−2 cos t+ a2 sin t) + 2, y (t) = e2t (− cos t+ b2 sin t) + 1

再把这个结果代入到题中方程里面，求导计算（或者去算 x′(0), y′(0)），可以解出来 a2, b2，最终

x (t) = 2 + e2t (−2 cos t+ sin t) , y (t) = 1− e2t (cos t− 3 sin t)
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7.1 各类标准类型的微分方程 第七章 微分方程问题

线性分式类型微分方程指 y′ = f

(
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

)
，做线性换元化简即可

例题 7.1.9 解微分方程 y′ =
x+ y + 4

x− y − 6
, y (2) = −5.（线性分式）

证明. 换元 x = x1 + a, y = y1 + b，代入解方程可知 a = 1, b = −5，因此令 x = x1 + 1, y = y1 − 5，便有

y1
′ =

x1 + y1
x1 − y1

, u =
y1
x1

, u′x1 + u =
1 + u

1− u
, x1

du

dx1
=

1 + u

1− u
− u =

1 + u2

1− u
1

x1
dx1 =

1− u

1 + u2
du, lnx1 + C = arctanu− 1

2
ln
(
u2 + 1

)
= arctan y1

x1
− 1

2
ln
(
y21
x2
1

+ 1

)
代入即可

有些方程，将 x 看作是 y 的函数求解会简单很多

例题 7.1.10 解微分方程 y′ =
y

x+ y3
.（反函数方法）

证明.
dy

dx
=

y

x+ y3
,
dx

dy
=

x+ y3

y
=

1

y
x+ y2 = x′ ⇒

(
x

y

)′

=
x′y − x

y2
= y, x = y

(
1

2
y2 + C

)
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缺少 x 或者 y 的一阶微分方程 F (y, y′) = 0 或者 F (x, y′) = 0，令 p = y′ 考虑 F (x, p) = 0 的参数方程即可

例题 7.1.11 解微分方程 x3 + y′3 − 3xy′ = 0.（缺少 y 的微分方程）

证明.

p = y′ ⇒ x3 + p3 − 3xp = 0, p = tx ⇒


x =

3t

t3 + 1

y′ =
3t2

t3 + 1
=

dy

dx
dy

dt
=

dy

dx

dx

dt
=

3t2

t3 + 1
·
3
(
t3 + 1

)
− 9t3

(t3 + 1)
2 =

9
(
1− 2t3

)
t2

(t3 + 1)
3

y =

∫
9
(
1− 2t3

)
t2

(t3 + 1)
3 dt =

3
(
1 + 4t3

)
2(t3 + 1)

2 + C, x =
3t

t3 + 1

最后的解以这种参数方程形式给出

可以解出 x 或者 y 的一阶微分方程 x = F (y, y′) 或者 y = F (x, y′)，令 p = y′ 然后对 x 求导即可

例题 7.1.12 解微分方程 y′3 + 2xy′ − y = 0.（可以解出 x, y 的微分方程）

证明.
p = y′, y′′ =

dp

dx
= p′

y = y′3 + 2xy′, y′ = 3y′2y′′ + 2y′ + 2xy′′, p = 3p2
dp

dx
+ 2p+ 2x

dp

dx
3p2p′ + p+ 2xp′ = 0,

(
3p2 + 2x

)
dp+ pdx = 0

p
dx

dp
+ 3p2 + 2x = x′p+ 2x+ 3p2 = 0, x′ =

dx

dp(
p2x
)′

= 2px+ p2x′ = −3p3, p2x = −3

4
p4 + C

x =
C − 3

4p
4

p2
, y = p3 + 2xp = p3 +

2C − 3
2p

4

p
=

2C − 1
2p

4

p

最后的解以这种参数方程形式给出
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7.2 综合问题

例题 7.2.1 解微分方程 y′ =
cos y

cos y sin (2y)− x sin y .

证明. 本题交换 x, y 会很好做

y′ =
cos y

cos y sin (2y)− x sin y =
dy

dx
⇒ dx

dy
= sin 2y − x tan y = x′(

x

cos y

)′

=
x′ cos y + x sin y

cos2y =
sin 2y
cos y = 2 sin y

⇒ x

cos y = −2 cos y + C

例题 7.2.2 解微分方程 y′(1 + x3y) + 1 + xy3 = 0.

证明. 方法一： (
1 + x3y

)
dy +

(
1 + xy3

)
dx = 0, dx+ dy + xy

(
x2dy + y2dx

)
= 0

x2dy + y2dx = x (x+ y) dy + y (x+ y) dx− xy (dx+ dy)

= (x+ y) (xdy + ydx)− xyd (x+ y) = (x+ y) d (xy)− xyd (x+ y)

⇒ d (x+ y) + (x+ y) d (xy)− xyd (x+ y) = 0

u = x+ y, v = xy ⇒ du

dv
=

uv

v2 − 1
= u′,

u′

u
=

v

v2 − 1
⇒ u = C

√
v2 − 1

(x+ y)
2
= C

(
x2y2 − 1

)
方法二：直接换元 u = x+ y, v = xy，则求导有

du

dv
=

du
dx
dv
dx

=
1 + y′

y + xy′
=

1− 1+xy3

1+x3y

y − x 1+xy3

1+x3y

=
xy
(
x2 − y2

)
y − x+ x2y2 (x− y)

=
xy (x+ y)

x2y2 − 1
=

uv

v2 − 1

之后分离变量，积分即可（同上）
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例题 7.2.3 解微分方程 y(xy′′ + y′) = y′2(x− x2).

证明. 注意 (xy′)′ = y′ + xy′′，所以 y (xy′)
′
= y′2x− y′2x2 = y′ · (xy′)− (xy′)

2

这样结构就清晰了，于是

(
y

xy′

)′

=
y′ · (xy′)− y (xy′)

′

(xy′)
2 = 1

所以
y

xy′
= x+ C ⇒ y′

y
=

1

x (x+ C)
=

1

C

(
1

x
− 1

x+ C

)
(ln y)′ = 1

C

(
1

x
− 1

x+ C

)
ln y =

1

C1
(lnx− ln (x+ C1)) + C2

因此最后答案是 y = eC1

(
x

x+ C2

) 1
C2

例题 7.2.4 解微分方程 2x4yy′ + y4 = 4x6.

证明. 令 u = y2，则问题化为 x4u′ + u2 = 4x6，这是 Ricati 方程
注意 u = x3 是一个解，令 v = u− x3，则

v′ = u− 3x2 = x2 − u2

x4
= x2 −

(
v + x3

)2
x4

= − 2

x
v − 1

x4
v2(

1

v

)′

= − v′

v2
=

1

x4
+

2

x

(
1

v

)
, w =

1

v
, w′ =

1

x4
+

2

x
w( w

x2

)′
=

w′x− 2w

x3
=

1

x6
,
w

x2
= − 1

5x5
+ C,w = − 1

5x3
+ Cx2 =

1

v
=

1

u− x3

u− x3 =
1

− 1
5x3 + Cx2

, y2 = x3 +
1

Cx2 − 1
5x3

=
Cx5 + 4

5

Cx2 − 1
5x3

=
Cx5 + 4

Cx2 − 1
x3

= x3Cx5 + 4

Cx5 − 1

注释 7.2.1： 形如 y′ = p(x)y2 + q(x)y+ r(x) 的微分方程称为 Ricati 方程，必须要先猜一个解，这个解记为
y0，然后令 u = y − y0，代入计算后就会变成伯努利方程，进而可以求出全部解来，但是假如不猜一个特解，

则无法求解
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例题 7.2.5 解微分方程 y′′ + 3yy′ + y3 = 1

证明. 注意到这样的求导规律 (
ef(x)

)′
= ef(x)f ′ (x)(

ef(x)
)′′

= ef(x)
(
f ′2 (x) + f ′′ (x)

)(
ef(x)

)′′′
= ef(x)

(
f ′3 (x) + 3f ′ (x) f ′′ (x) + f ′′′ (x)

)
所以令 g (x) = e

∫
y(x)dx，则有

g′′′ (x) = e
∫
y(x)dx

(
y3 + 3yy′ + y′′

)
= e

∫
y(x)dx = g (x)

考虑特征方程，因此

g (x) = C1e
x + e−

1
2x

(
C2 cos

√
3x

2
+ C3 sin

√
3x

2

)
∫

y (x) dx = ln
(
C1e

x + e−
1
2x

(
C2 cos

√
3x

2
+ C3 sin

√
3x

2

))

求导即可得到答案

例题 7.2.6 解微分方程 y2(x+ yy′) + x3(y − xy′) = 0.

证明.
y2
(
x+ y

dy

dx

)
+ x3

(
y − x

dy

dx

)
= 0, (xdx+ ydy) + x3 ydx− xdy

y2
= 0

1

2
d
(
x2 + y2

)
+ x3d

(
x

y

)
= 0, u = x2 + y2, v =

x

y
⇒ u = x2

(
1 +

1

v2

)
du+ 2x3dv = du+ 2

(
u

1 + 1
v2

) 3
2

dv = 0,
u′

u
3
2

+ 2
1(

1 + 1
v2

) 3
2

= 0

1√
u
=

∫
1(

1 + 1
v2

) 3
2

dv + C =
√
v2 + 1 +

1√
v2 + 1

+ C

⇒ 1√
x2 + y2

=

√
x2

y2
+ 1 +

1√
x2

y2 + 1
+ C

注释 7.2.2： ∫
1(

1 + 1
v2

) 3
2

dv
v=tan x
=

∫ sin3x
cos2xdx =

∫
1− cos2x
cos2x d (− cosx) t=cos x

=

∫
t2 − 1

t2
dt

= t+
1

t
= cosx+

1

cosx =
√

v2 + 1 +
1√

v2 + 1
,

(
cosx =

1√
v2 + 1

)
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例题 7.2.7 解微分方程 y′ + y′′ = y′2 + 2yy′′.

证明.
y′′ (2y − 1) = y′ (1− y′) ,

y′′

1− y′
=

y′

2y − 1
⇒ ln (2y − 1) + 2 ln (1− y′) = C

(1− y′)
2
(2y − 1) = C, 1− y′ = ± c√

2y − 1
,

y′

1± c√
2y−1

= 1

最后两边积分即可

注释 7.2.3： 本题形式求解即可，表述不严谨，实际计算时候应有初始值条件，就可以明确算出来

例题 7.2.8 设 f(x) 在 (0,+∞) 中可导且

∫ xy

1

f (t) dt = x

∫ y

1

f (t) dt + y

∫ x

1

f (t) dt, ∀x, y > 0, f (1) = 3，求

f(x).

证明. 方法一：设 g (x) =

∫ x

1

f (t) dt，则 g (xy) = xg (y) + yg (x) , g (1) = 0, g′ (1) = 3

利用柯西方程结论知

g (xy) = xg (y) + yg (x) , g (1) = 0, g′ (1) = 3
g (xy)

xy
=

g (x)

x
+

g (y)

y
, h (x) =

g (x)

x
, h (xy) = h (x) + h (y)

u (x) = h (ex) ⇒ u (x+ y) = h
(
ex+y

)
= h (ex) + h (ey) = u (x) + u (y)

⇒ u (x) = kx = h (ex) , h (x) = k lnx =
g (x)

x
, g (x) = kx lnx

g′ (1) = 3 ⇒ k = 3, g (x) = 3x lnx, f (x) = g′ (x) = 3 (lnx+ 1)

方法二：条件中对 y 求导有 xf (xy) = xf (y) +

∫ x

1

f (t) dt，令 y = 1 得到 xf (x) = 3x+

∫ x

1

f (t) dt，根据初

始条件，解微分方程容易得到答案是 f (x) = 3 (lnx+ 1)
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例题 7.2.9 证明：微分方程 y′′ + sin y = 0 存在一个解 y = f(x)，使得 lim
x→+∞

f (x) = π.

证明. 因为目标是找到一个解，所以只需要形式计算，不用考虑特殊情况或者一些比较怪异的解

y′′ + sin y = 0, y′′y′ + y′ sin y = 0,
1

2
y′2 − cos y = C

因为 y(+∞) = π，所以 y′2 (+∞) = 2 (C − 1)，于是 C = 1，进而

y′2 = 2 (cos y + 1) = 4cos2 y
2
⇒
(y
2

)
′2 = cos2 y

2

取一个解为 (y
2

)′
= cos y

2
, u =

y

2
,

u′

cosu = 1,

∫
u′

cosudx = x+ C1 =

∫
1

cosudu = ln 1 + tan u
2

1− tan u
2

⇒
1 + tan u

2

1− tan u
2

= C0e
x, tan u

2
=

C0e
x − 1

C0ex + 1
, u = 2 arctan C0e

x − 1

C0ex + 1
=

y

2

⇒ y = 4 arctan C0e
x − 1

C0ex + 1

随便取一个 C1 均可，例如 C1 = 1
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例题 7.2.10 设 a > 0, f(x) > 0，在 (0,+∞) 中解微分方程 f ′(
a

x
) =

x

f(x)
.

证明. 根据条件 f (x) f ′
(a
x

)
= x, f

(a
x

)
f ′ (x) =

a

x
，进而

(
f (x) f

(a
x

))′
= f ′ (x) f

(a
x

)
− a

x2
f (x) f ′

(a
x

)
=

a

x
− a

x2
x = 0

f (x) f
(a
x

)
= C, f (x) f ′

(a
x

)
= x ⇒

f ′ ( a
x

)
f
(
a
x

) =
x

C
,
f ′ (x)

f (x)
=

a

xC

ln f (x) =
a

C1
(lnx+ C2) , f (x) = C1x

a
C2 = uxv, u, v > 0

代入回去得到

f (x) f ′
(a
x

)
= uxvuv

(a
x

)v−1

= u2vav−1x = x

⇒ u =
1√

vav−1
, f (x) =

1√
vav−1

xv, v > 0
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例题 7.2.11 设 a, b, c 为常数，若微分方程 y′′ + ay′ + by = cex 有特解 y = e2x + (1 + x)ex，求 a, b, c 和方程

通解.

证明. 将 y = e2x + (1 + x)ex 代人原方程得

(4 + 2a+ b)e2x + (3 + 2a+ b)ex + (1 + a+ b)xex = cex, 则有
4 + 2a+ b = 0,

3 + 2a+ b = c,

1 + a+ b = 0,

解得a = −3, b = 2, c = −1,

原方程为 y′′ − 3y′ + 2y = −ex。
原方程的特征方程为 λ2−3λ+2 = 0，特征值为 λ1 = 1, λ2 = 2，则 y′′−3y′+2y = 0的通解为 y = C1ex+C2e2x，

于是原方程的通解为 y = C1ex + C2e2x + e2x + (1 + x)ex（C1, C2 为任意常数）．

例题 7.2.12 已知 f(x), g(x) 可导，g(x) ̸= 0(x > 0), f(0) = 0, f ′(0) = 1，且

{
f(x)g′(x) + f ′(x)g(x) = 2x

f(x)g′(x)− f ′(x)g(x) = 4x2
，

求 f(x) 的表达式

证明. 第一个条件表明 (f(x)g(x))′ = 2x，所以 f(x)g(x) = x2 + C，令 x = 0 得到 C = 0，于是 f(x)g(x) = x2

两个方程相加，相减可知 f(x)g′(x) = x+ 2x2, f ′(x)g(x) = x− 2x2，所以

f ′ (x)

f (x)
=

1

x
− 2, ln f (x) = lnx− 2x+ C, f (x) = Cxe−2x

结合 f ′(0) = 1 可知 C = 1，故 f(x) = xe−2x
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例题 7.2.13 设 f(x) 是周期 2π 的连续函数，证明：微分方程 y′′ + y = f(x) 有 2π 为周期的解当且仅当∫ 2π

0

f (x) sinxdx =

∫ 2π

0

f (x) cosxdx = 0.

证明. 齐次方程的通解显然是 c1 sinx+ c2 cosx
采用常数变易法计算特解，考虑形如 y = C1 (x) cosx+ C2 (x) sinx 这样子的特解，求导有

y′ = −C1 (x) sinx+ C2 (x) cosx+ C1
′ (x) cosx+ C2

′ (x) sinx

方便起见，令 C1
′ (x) cosx+ C2

′ (x) sinx = 0，于是

y′′ = −C1
′ (x) sinx+ C2

′ (x) cosx− C1 (x) cosx− C2 (x) sinx
= −C1

′ (x) sinx+ C2
′ (x) cosx− y

所以 y′′ + y = −C1
′ (x) sinx+ C2

′ (x) cosx = f (x)，因此方程是

−C1
′ (x) sinx+ C2

′ (x) cosx = f (x) , C1
′ (x) cosx+ C2

′ (x) sinx = 0

解出来 C1
′ (x) = −f (x) sinx,C2

′ (x) = f (x) cosx，因此可以取

C1 (x) = −
∫ x

0

f (t) sin tdt, C2 (x) =

∫ x

0

f (t) cos tdt

代入得到原方程通解是

y (x) = c1 cosx+ c2 sinx−
∫ x

0

f (t) sin tdt cosx+

∫ x

0

f (t) cos tdt sinx

= c1 cosx+ c2 sinx+

∫ x

0

f (t) sin (x− t) dt

因此，y(x) 是周期为 2π 的解，等价于对任意 x 都有∫ x

0

f (t) sin (x− t) dt =

∫ x+2π

0

f (t) sin (x+ 2π − t) dt ⇔
∫ x+2π

x

f (t) sin (x− t) dt = 0

对这个式子换元拆分，将区间变成 [0, 2π] 慢慢计算，即可解决（过程见上课视频，更好的方法见注释）

注释 7.2.4：还有一个快些的方法：对于微分方程 y′′+ay′+by = f(x)，这里 a, b都是常数，如果 y = p(x)满足

p(0) = 0, p′(0) = 1, p′′(x)+ ap′(x)+ bp(x) = 0（满足该初值条件的齐次微分方程解），则 y′′ + ay′ + by = f(x)

的一个特解就是 y0 (x) =

∫ x

0

p (x− t) f (t) dt，自行用含参积分求导公式不难验证这个是解

对应到本题中，显然 y = sinx 满足 y(0) = 0, y′(0) = 1, y′′ + y = 0，所以立即得到特解

∫ x

0

f (t) sin (x− t) dt

设 p (x) =

∫ x+2π

x

f (t) sin (x− t) dt，则（利用 f(x) 的周期性）

p′ (x) =

∫ x+2π

x

f (t) cos (x− t) dt, p′′ (x) = −
∫ x+2π

x

f (t) sin (x− t) dt = −p (x)

因此有周期 2π 的解等价于 p(x) 恒为零，注意 p′′(x) = p(x)，所以这也等价于 p(0) = p′(0) = 0，而 p (0) =

−
∫ 2π

0

f (t) sin tdt, p′ (0) =
∫ 2π

0

f (t) cos tdt，由此可见结论成立
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7.3 练习题 第七章 微分方程问题

7.3 练习题

习题 7.3.1 设 f ′′(x) ̸= 0，解微分方程 y = xy′ + f(y′).
习题 7.3.2 解微分方程 (ex + 3y2)dx+ 2xydy = 0

习题 7.3.3 解微分方程 x3y′′′ + x2y′′ − 4xy′ = 3x2.
习题 7.3.4 设 f(x) 二阶可导且满足 f(0) = 1, f ′(x) = f(1− x)，求 f(x).
习题 7.3.5 设 x(t), y(t) 是实值函数，解微分方程组 x′′ − y′ + x = 0, y′′ + x′ + y = 0.
习题 7.3.6 解微分方程 y′(xy + x3y3) = 1.
习题 7.3.7 解微分方程 2yy′ = e

x2+y2

x +
x2 + y2

x
− 2x.

习题 7.3.8 解微分方程 (x2 + y2 + 3)y′ = 2(2y − x2

y
).
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第八章 决赛线性代数

本节线性代数内容是针对非数决赛的（有一道线性代数大题），对于非数考研也适用，两次课讲完，教材可以去

看工科线性代数书籍，也可以看谢起鸿的高等代数（删去明显不考的章节）。

本节不会涉及 Jordan标准型，内积空间等等高等代数知识，只需要工科线性代数基础。非数线性代数需要掌握
矩阵的基本性质与运算，简单的行列式计算方法，分块矩阵的应用，特征值与对角化，二次型和正定阵的简单性质。

分块矩阵是研究秩相关的问题的神器，也能用来解决一些行列式问题，往往分块矩阵会和相抵标准型一并出现。

这部分的核心思想就是矩阵打洞：使用分块矩阵的初等变换来消去某个块，借助过程中秩与行列式都不变的性质从

而达到目的，解决问题。

大部分非数的线性代数问题都是几步就能解决，主要围绕矩阵的秩，基本乘法运算，分块矩阵的运算，特征值

和特征向量展开；而特征值往往伴随着相似对角化（不会出现无法对角化的矩阵，如果出现也不是必须要研究其标

准型），因此当你没有思路时候，可以从上面这几个点入手尝试。

有些难题这些方法都做不出来，比如 13 届非数决赛的线性代数，后果就是全场没人会做，不必担心。
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8.1 矩阵基本问题 第八章 决赛线性代数

8.1 矩阵基本问题

例题 8.1.1 设 n 阶实方阵 A,B 满足 AB −BA = AT +BT，求 A+B.

证明. 设 X = A+B，将 B = X −A 代入可得 AX −XA = XT，要证明 X = 0

利用迹的性质有

tr
(
XAX −X2A

)
= tr

(
XXT

)
= tr

(
X2A−X2A

)
= 0, tr

(
XXT

)
=

n∑
i,j=1

x2
ij ≥ 0

所以 X = 0

例题 8.1.2 设 A,B 为 n 阶可逆实方阵，且 A+B 可逆．如果 A−1 +B−1 = (A+B)−1，证明：|A| = |B| ．

证明. 唯一的入手方法也是正常想法就是把逆矩阵乘过来，然后随机应变(
A−1 +B−1

)
(A+B) = I = 2I +A−1B +B−1A ⇒ A−1B +B−1A+ I = 0

要证明的是 |A−1B| = 1，于是考虑统一一下，设 X = A−1B 则条件是 X2 +X + I = 0 要证明 |X| = 1

注意 X 是实矩阵，上式得到 |X|3 = 1，进而 |X| = 1
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8.1 矩阵基本问题 第八章 决赛线性代数

例题 8.1.3 设实数 a, b, c 两两不同且 a + b + c > 0，三阶方阵 A 的每行每列都恰由 a, b, c 构成，问这样的矩

阵一共有多少个，其中 |A| 的最大值是多少.

证明. 先看 A 的第一行，将 a, b, c 三个元素随便排列，一共 6 种情况，在第一行排好之后，然后看 (2, 1) 元，它有

两种选择

写出来容易看出，确定了第一行以及 (2, 1) 元之后，剩下的位置元素就全部确定了，因此 A 总共有 12 个

对任何一个矩阵 A，我们可以交换列，将第一行变成 a, b, c 这样子的顺序

现在看第一列，它的 (2, 1), (3, 1) 元一个是 b 一个是 c，我们可以交换第 2, 3 行，使得矩阵第一列为 a, b, c 这个

顺序，整个过程中我们只做了交换行列，所以行列式至多差一个负号

直接计算有∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c

b c a

c a b

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −
(
a3 + b3 + c3 − 3abc

)
= − (a+ b+ c)

(
a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca

)

所以行列式取值总共就两种可能，为 ±
(
a3 + b3 + c3 − 3abc

)
，最大的是 a3 + b3 + c3 − 3abc

例题 8.1.4 设 A,B 分别为 n×m,m× n 矩阵且 Em −BA 可逆，证明：En −AB 也可逆，并求逆矩阵.

证明. 幂级数形式展开有

(E −AB)
−1

=
1

E −AB
= E +AB +ABAB +ABABAB + ...

= E +A (E +BA+BABA+ ...)B = E +A
1

E −BA
B

= E +A(E −BA)
−1

B

接着走个形式验算一下

(E −AB)
(
E +A(E −BA)

−1
B
)
= E

这是显然的，得证（考试时候直接写验算即可，无需也不要写幂级数）
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8.1 矩阵基本问题 第八章 决赛线性代数

例题 8.1.5 设 A 是 m× n 矩阵，B 是 s× n 矩阵，WA 与 WB 分别是齐次线性方程组 Ax = 0 与 Bx = 0
的解空间，则 WA ⊆ WB 的充分必要条件是存在 s×m 矩阵 P 使得 PA = B ．

证明. 利用矩阵方程 AX = B 有解当且仅当 r(A) = r(A,B)，注意这里并不要求是方阵，只要矩阵乘法有意义即可，

方便起见以下不再强调矩阵的大小

因此存在矩阵 P 使得 PA = B 当且仅当 r (A) = r

(
A

B

)

现在只需说明 r (A) = r

(
A

B

)
等价于从 Ax = 0 能推出 Bx = 0

如果 Ax = 0 能推出 Bx = 0，则 Ax = 0 也能推出

(
A

B

)
x = 0，反之

(
A

B

)
x = 0 显然也有 Ax = 0，这

说明线性方程组

(
A

B

)
x = 0, Ax = 0 是同解的

另一方面，显然如果

(
A

B

)
x = 0, Ax = 0 是同解的，则从 Ax = 0 能推出 Bx = 0

这说明从 Ax = 0 能推出 Bx = 0 等价于

(
A

B

)
x = 0, Ax = 0 是同解的，注意这两个线性方程组的解空间自

动具备包含关系，因此同解就等价于系数矩阵秩相同，结论得证

注释 8.1.1： 补充证明一下 AX = B 有解等价于 r(A) = r(A,B)，显然当 B = AX 时候，代入进去利用分

块矩阵初等变换知 r(A) = r(A,B)

如果 r(A) = r(A,B)，则 A 的列向量的极大无关组也是 (A,B) 列向量的吉大无关组，所以矩阵 A 的列向量

组，是可以线性表出 B 的每一个列向量的，将这个线性组合写出来，就知道 AX = B 有解

这个结论很重要，包括过程也重要，每年非数考研之前总有很多人问类似的问题（主要出现在考研选择题中），

这一个题目就全覆盖了，立刻秒
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8.1 矩阵基本问题 第八章 决赛线性代数

例题 8.1.6 设 a, b, c, d 是互不相同的正实数，x, y, z, w 是实数，满足 ax = bcd, by = cda, cz = dab, dw =

abc. 计算行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−x 1 1 1

1 −y 1 1

1 1 −z 1

1 1 1 −w

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
的值．

证明. 首先来算行列式（不管条件）∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−x 1 1 1

1 −y 1 1

1 1 −z 1

1 1 1 −w

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−x 1 1 1

x+ 1 − (y + 1) 0 0

0 y + 1 − (z + 1) 0

0 0 z + 1 − (w + 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= − (x+ 1) (y + 1) (z + 1)− (w + 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
−x 1 1

x+ 1 − (y + 1) 0

0 y + 1 − (z + 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
= pqrs− (pqr + pqs+ qrs+ pqs) , p = x+ 1, q = y + 1, r = z + 1, s = w + 1

接着看条件，有

ax+1 = by+1 = cz+1 = dw+1 = abcd ⇒ p ln a = q ln b = r ln c = s ln d = ln (abcd)

如果 abcd ̸= 1，则 p, q, r, s 都非零，并且

1

p
+

1

q
+

1

r
+

1

s
=

ln a+ ln b+ ln c+ ln d
ln (abcd) = 1 ⇒ pqrs = pqr + pqs+ qrs+ pqs

这说明所求的行列式为零

如果 abcd = 1，则 p ln a = q ln b = r ln c = s ln d = 0

此时假如 a, b, c, d 都不是 1，则 p, q, r, s 均为零，相应的行列式为零

如果有 1，则根据条件，不妨设 d = 1 并且 a, b, c 均不是 1，则 p = q = r = 0，s 任取，显然行列式依旧是零

综上，行列式为零

注释 8.1.2： 本题还有一个巧妙的线性方程组方法，注意到这个行列式，刚刚好是条件，取对数之后对应的

线性方程组的系数矩阵，这样子一步可以到位，但是你可能注意不到
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8.1 矩阵基本问题 第八章 决赛线性代数

例题 8.1.7 1. 设 n 阶方阵 A 的 (i, j) 元为 cos((i − 1)n + j), 1 ≤ i, j ≤ n．是否存在秩为 1 的矩阵 B 和 C ，

使得 A = B + C.
2. 设 n 阶方阵 A 的 (i, j) 元等于 (i− j)2, 1 ≤ i, j ≤ n ．是否存在秩为 1 的矩阵 B 和 C ，使得 A = B + C.

证明. 1. 利用三角函数的和角公式 cos(x+ y) = cosx cos y − sinx sin y，则可以把矩阵分解，得到

A =


cos 1 cos 2 · · · cosn

cos (n+ 1) cos (n+ 2) · · · cos 2n
...

...
...

cos (n (n− 1) + 1) cos (n (n− 1) + 2) · · · cosn2



=


cos 0 sin 0
cosn sinn
...

...

cos (n− 1)n sin (n− 1)n


(

cos 1 cos 2 · · · cosn
− sin 1 − sin 2 · · · − sinn

)

=
(

α β
)( uT

vT

)
= αuT + βvT

这样就写成了两个秩 1 矩阵之和

2. 将 A 写出来，观察左上角的三阶子式，行列式是

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 4

1 0 1

4 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 8，所以 A 的秩至少是 3，如果能分解为两

个秩 1 矩阵之和，则 r(A) = r(B + C) ≤ r(B) + r(C) = 2 矛盾，所以不存在

其实可以证明 r(A) = 3，利用 aij = i2 − 2ij + j2 可以分解如下：

A =


12

...

n2

( 1 · · · 1
)
− 2


1
...

n

( 1 · · · n
)
+


1
...

1

( 12 · · · n2
)

这样 A 写成了三个秩 1 矩阵之和，所以 r(A) ≤ 3，于是 r(A) = 3

注释 8.1.3： 实际上，这种秩 1 矩阵分解的问题，就是要你看矩阵 A 的秩，因为秩 r 的矩阵可以分解为 r 个

秩 1 矩阵之和
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8.2 分块矩阵

命题 8.2.1: 分块矩阵行列式

1. 若 A 可逆，则

∣∣∣∣∣ A B

C D

∣∣∣∣∣ = |A|
∣∣D − CA−1B

∣∣（D 可逆时结论类似）

2. 如果某两个矩阵具备交换性，则行列式结果可以用上一个结论直接代入计算得到（形式上）

AC = CA ⇒

∣∣∣∣∣ A B

C D

∣∣∣∣∣ = |AD − CB| , AB = BA ⇒

∣∣∣∣∣ A B

C D

∣∣∣∣∣ = |DA− CB|

证明. 1. 将第一行乘以 −CA−1 加到第二行上去，得到

∣∣∣∣∣ A B

C D

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ A B

0 D − CA−1B

∣∣∣∣∣ = |A|
∣∣D − CA−1B

∣∣
2. 如果 A 可逆，则利用前面的结果有∣∣∣∣∣ A B

C D

∣∣∣∣∣ = |A|
∣∣D − CA−1B

∣∣ = ∣∣AD −ACA−1B
∣∣ = ∣∣AD − CAA−1B

∣∣ = |AD − CB|

一般的，如果 A 不可逆，则存在 δ > 0 使得任意 t ∈ (0, δ) 都有都有 A+ tI 可逆，显然 (A+ tI)C = C(A+ tI)

对于 A + tI 利用前面的结论有

∣∣∣∣∣ A+ tI B

C D

∣∣∣∣∣ = |(A+ tI)D − CB|，显然左右两端都是关于 t 的多项式，是

连续的，因此令 t → 0+ 取极限就有

∣∣∣∣∣ A B

C D

∣∣∣∣∣ = |AD − CB|

注释 8.2.1： 分块矩阵打洞的思想很重要，后面的操作步骤叫做“摄动法”，应当学习和掌握

例题 8.2.1 设 A 是 n 阶可逆反对称阵，b 是 n 维列向量，求

(
A b

bT 0

)
的秩.

证明. 利用分块矩阵初等变换有

r

(
A b

bT 0

)
= r

(
A b

0 −bTA−1b

)
= r

(
A 0

0 −bTA−1b

)

注意 A 是反对称阵，所以 A−1 也是反对称的，便有

bTA−1b =
(
bTA−1b

)T
= −bTA−1b ⇒ bTA−1b = 0

故所求的秩为 n
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例题 8.2.2 设 A,B 为 n 阶方阵，证明：r(AB − E) ≤ r(A− E) + r(B − E).

证明. 设 X = A− E, Y = B − E，则要证明的是 r(X) + r(Y ) ≥ r(XY +X + Y )

利用秩的不等式有

r (XY +X + Y ) = r (X (Y + E) + Y ) ≤ r (X (Y + E)) + r (Y ) ≤ r (X) + r (Y )

结论得证，此外你也可以尝试用分块矩阵来做（略）

例题 8.2.3 设 A,B 是 n 阶实方阵，证明：

∣∣∣∣∣ A −B

B A

∣∣∣∣∣ = |A+ iB| |A− iB| ≥ 0.

证明. 利用分块矩阵初等变换有（将第二行乘以 i 加到第一行，再将第一列乘以 −i 加到第二列）∣∣∣∣∣ A −B

B A

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ A+ iB −B + iA

B A

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ A+ iB 0

B A− iB

∣∣∣∣∣ = |A+ iB| |A− iB|

注意 A+ iB,A− iB 两个矩阵为共轭关系，所以行列式也是共轭复数的关系，那么乘积表示模长，自然非负

注释 8.2.2： 最后的共轭复数，你可以自己设出矩阵每一个元素 as ± ibt，然后按照行列式的定义展开，再取

共轭，就可以验证确实是共轭复数的关系
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例题 8.2.4 设 A,B 均为 m× n 矩阵，且满足 r(A+B) = r(A) + r(B)，证明：存在可逆阵 P,Q 使得

PAQ =


Ir

0

0

 , PBQ =


0

Is

0


证明. 设 r(A) = r, r(B) = s，对 A,B 做同时相抵变换将 A 变成相抵标准型，不妨设

A =

(
Ir 0

0 0

)
, B =

(
B1 B2

B3 B4

)
, r

(
B1 B2

B3 B4

)
= s

根据条件有 r

(
B1 + Ir B2

B3 B4

)
= r + s，现在看 B 的第二块行 (B3, B4)，作为 B 的子矩阵显然 r(B3, B4) ≤

r(B) = s

假如 r(B3, B4) ≤ s−1，则 A+B 的后面m−r行中，至多有 s−1个线性无关的行向量，注意

(
B1 + Ir B2

B3 B4

)
的第一块行只有 r 行，所以 A+B 至多有 r + s− 1 个线性无关的行向量，与 r(A+B) = r + s 矛盾

这说明 r (B3, B4) = r

(
B1 B2

B3 B4

)
= s，同理有 r

(
B2

B4

)
= r

(
B1 B2

B3 B4

)
= s

下面的操作步骤有两种写法，思路是一样的，自行选择认为方便且表述清晰严格的做法

方法一：因此用 (B3, B4) 的行向量可以线性表出 (B1, B2) 的每一个行向量，也就是说可以用 (B3, B4) 去消掉

(B1, B2)，因此对 A,B 同时做初等行变换（注意 A 第二块行都是零），则 A 保持不变，B 变为

(
0 0

B3 B4

)

接着用 B4 的列向量去消掉 B3，对 A 也做一样的初等变换，则 A 依旧保持不变，B 变为

(
0 0

0 B4

)
最后再对这两个矩阵的右下角做同时初等变换，将 B4 变成相抵标准型，A 还是保持不动，于是在一系列同时

初等变换之下，A,B 变成了题目中的那样子，得证

方法二：因为 r (B3, B4) = r

(
B1 B2

B3 B4

)
，根据矩阵方程 AX = B 有解的充要条件可知，存在矩阵 X,Y 使得

X (B3, B4) = (B1, B2) ,

(
B2

B4

)
Y =

(
B1

B3

)
⇒

(
B1 B2

B3 B4

)
=

(
XB4Y XB4

B4Y B4

)

做分块矩阵初等变换有(
Ir −X

0 Im−r

)(
Ir 0

0 0

)(
Ir 0

−Y In−r

)
=

(
Ir 0

0 0

)
(

Ir −X

0 Im−r

)(
XB4Y XB4

B4Y B4

)(
Ir 0

−Y In−r

)
=

(
0 0

0 B4

)

这说明，在同时相抵变换之下，A,B 可以分别变为

(
Ir 0

0 0

)
,

(
0 0

0 B4

)
现在，对 A,B 的右下角做同时的相抵变换，将 B4 变成其相抵标准型，过程中 A 不改变，从而结论得证
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8.3 特征值与相似对角化

例题 8.3.1 设 A 为 n 阶实方阵且 E −A 的特征值模长均小于 1，证明：|A| < 2n.

证明. 根据条件可知 |1− λ| < 1，也就是说每一个特征值都在以 1 为圆心，半径为 1 的圆里面，所以每一个实数特

征值都在 (0, 2) 之间，而每一个虚数特征值，都会在圆内成对出现，很明显这个圆在 x2 + y2 = 4 内部（内切），所

以每一对虚数特征值相乘之后，都是介于 (0, 4) 之间的数字

而行列式是特征值的乘积，综上结论得证

例题 8.3.2 设 A 是 n 阶复方阵，证明：矩阵 E −AĀ 的特征多项式是实系数多项式.

证明. 设 f (x) =
∣∣xE −

(
E −AA

)∣∣ = ∣∣(x− 1)E +AA
∣∣，利用共轭与行列式的交换性，也即 |A| =

∣∣A∣∣，因此对任意
实数 t 都有

f (t) =
∣∣(t− 1)E +AA

∣∣ = ∣∣∣(t− 1)E +AA
∣∣∣ = ∣∣(t− 1)E +AA

∣∣
注意 |xE −AB| = |xE −BA| 对任意 x 恒成立，所以 f (t) =

∣∣(t− 1)E +AA
∣∣ = f (t)，这说明 f(x) 是实系数

多项式，结论得证

注释 8.3.1：如果要论证的再仔细一点，可以设 f(x) = u(x)+iv(x)，则前面证明了对任意实数 t有 f(t) = ¯f(t)，

所以 v(t) = 0 对一切实数恒成立，故 v(x) 恒为零，也即 f(x) = u(x) 是实系数多项式，至于共轭与行列式的

可交换性，可以按照行列式定义（展开式）写出来，便是显然的
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例题 8.3.3 设 f(x) = amxm + ...+ a1x+ a0 使得 f(A) = 0，这里 A 是 n 阶方阵，且 |am| >
m−1∑
i=0

|ai|，证明：

矩阵方程 2X +AX = XA2 只有零解.

证明. 首先需要一个常见且重要的引理

引理 8.3.1： 设 A,B 分别是 m,n 阶方阵，则矩阵方程 AX = XB 只有零解等价于 A,B 无公共特征值

如果有公共特征值，设为 λ，注意 B,BT 有相同的特征值，则存在非零列向量 u, v 使得 Au = λu, vTB = λvT，

于是 uvT 是非零的矩阵，并且 AuvT = λuvT , uvTB = λuvT，这说明 AX = XB 有非零解 X = uvT

如果没有公共特征值，则对于 AX = XB，设 A的特征多项式是 f(x)，便有 f(A) = 0且 f(A)X = Xf(B) = 0，

设 B 的特征值是 µ1, µ2, ..., µn，则 f(B) 的特征值是 f(µ1), f(µ2), ..., f(µn)，无公共特征值保证了这些数字都非零，

所以 f(B) 是可逆矩阵，故 X = 0，引理得证

回到原题，方程是 (2I +A)X = XA2，所以等价于证明 2I +A,A2 无公共特征值

对 f(x) 的任意复数根 x，如果 |x| ≥ 1，则由 amxm + am−1x
m−1 + ...+ a1x+ a0 = 0 和绝对值不等式有

|am| = 1

|x|m
∣∣am−1x

m−1 + ...+ a1x+ a0
∣∣ ≤ |am−1|

1

|x|
+ |am−2|

1

|x|2
+ ...+ |a0|

1

|x|m
≤ |am−1|+ |am−2|+ ...+ |a0|

与条件矛盾，从而 f(x) 的根全在单位圆内（不含边界）

因为 f(A) = 0，所以对 A 的每一个特征值 λ 都有 f(λ) = 0，也就是说 A 的特征值全在单位圆内，所以 2 +A

的特征值在以 2 为圆心，1 为半径的圆内，A2 的特征值在单位圆内，二者没有交集，因此无公共特征值，根据引理

知只有零解
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8.4 二次型与实对称矩阵

例题 8.4.1 设 A =


a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

 为实对称矩阵，A∗ 为 A 的伴随矩阵．记

f (x1, x2, x3, x4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x2
1 x2 x3 x4

−x2 a11 a12 a13

−x3 a12 a22 a23

−x4 a13 a23 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

若 |A| = −12, A的特征值之和为 1，且 (1, 0,−2)T 为 (A∗ − 4I)x = 0的一个解．试给出一正交变换


x1

x2

x3

x4

 =

Q


y1

y2

y3

y4

 使得 f (x1, x2, x3, x4) 化为标准型．

证明. 设 A 的特征值为 λ1, λ2, λ3，则条件为 λ1 + λ2 + λ3 = 1, λ1λ2λ3 = −12

由条件 A∗x = 4x ⇒ AA∗x = 4Ax = −12x,Ax = −3x，所以不妨 λ3 = −3，方程变为 λ1 + λ2 = 4, λ1λ2 = 4 ⇒
λ1 = λ2 = 2，特征值完全确定

设 A 的属于特征值 2 的特征向量为


x

y

z

，则它与为


1

0

−2

 垂直（因为实对称矩阵不同特征值的特征向

量一定相互正交），所以 x = 2z，因此任何形如


2x

y

x

 的向量，都是特征值 2 对应的特征向量，下面找两个相互

垂直的向量：记 α =


1

0

−2

，然后分别取 x = 0, y = 1 和 x = 1, y = 0 得到 β =


0

1

0

 , γ =


2

0

1

，此时这三
个向量是两两垂直的

单位化，因此令 P =


1√
5

0 2

0 1 0

− 2√
5

0 1

，这里 P 是正交阵，便有AP = P


−3

2

2

，记D =


−3

2

2



最后来计算题中的行列式，记 w =


x2

x3

x4

，利用分块矩阵行列式的降阶公式以及 A = PDP−1 有

f (x1, x2, x3, x4) =

∣∣∣∣∣ x2
1 wT

−w A

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ A −w

wT x2
1

∣∣∣∣∣ = |A|
∣∣x2

1 + wTA−1w
∣∣ = −12

(
x2
1 + wTPD−1PTw

)
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记


y2

y3

y4

 = PTw, y1 = x1，于是

f (x1, x2, x3, x4) = −12x2
1 − 12

(
PTw

)T
D−1

(
PTw

)
= −12y21 − 12

(
y2 y3 y4

)


−1

3
1

2
1

2




y2

y3

y4

 = −12y21 + 4y22 − 6y23 − 6y24

这就是 f(x1, x2, x3, x4) 的标准型，从


y2

y3

y4

 = PT


x2

x3

x4

 可知，中间的正交变换是


x1

x2

x3

x4

 =

(
1

P

)
y1

y2

y3

y4


显然这个矩阵是正交阵，结论得证
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例题 8.4.2 设 A,B,C 都是 n 阶正定实对称矩阵，g(t) = |t2A+ tB +C| 是关于 t 的多项式，证明：g(t) 的所

有根的实部都小于零.

证明. 任取 g(t) 的一个复根 t0 ，则
∣∣t20A+ t0B +C

∣∣ = 0 ，故存在非零复列向量 x，使得
(
t20A+ t0B +C

)
α = 0

．将上述等式左乘 α′，可得

(α′Aα) t20 + (α′Bα) t0 + (α′Cα) = 0

注意到 A,B,C 也是正定 Hermite 矩阵，故 a = α′Aα > 0, b = α′Bα > 0, c = α′Cα > 0 ，并且 t0 是二次

方程 at2 + bt+ c = 0 的根．若 t0 是实根，则 t0 < 0 ，否则将由 t0 ≥ 0 得到 at20 + bt0 + c ≥ c > 0 ，这就推出了矛

盾．若 t0 是虚根，则 t0 的实部为 − b

2a
< 0 ，结论得证．

例题 8.4.3 设 A,B 均为 n 阶实对称矩阵，且 B 正定，多项式 f(λ) = det(λB −A) 的根为 λ1, λ2, · · · , λn ．

证明：（1）λ1, λ2, · · · , λn 均为实数；（2）存在 Rn 的一个基 ε1, ε2, · · · , εn ，使得 Aεi = λiBεi 且 εTi Bεj = δij , i, j =

1, 2, · · · , n ，这里的 δij 为 Kronecker 符号．

证明. 熟知正定阵可以开方（对任意正定实对称阵 A，存在唯一的正定实对称阵 B 使得 B2 = A，唯一性证明较难，

我们只需要存在性，可以用对角化来一步完成证明，这个开方的矩阵记为 B = A
1
2，具备对称，正定，可逆的性质），

利用行列式的性质，对条件和结论等价变形有

f (λ) = |λB −A| = |B|
∣∣λ−B−1A

∣∣ = |B|
∣∣∣λ−B− 1

2AB− 1
2

∣∣∣
Aei = λiBei ⇔

(
B− 1

2AB− 1
2

)(
B

1
2 ei

)
= λi

(
B

1
2 ei

)
eTi Bej = δij ⇔

(
B

1
2 ei

)T (
B

1
2 ei

)
= δij

所以将 B− 1
2AB− 1

2 视为一个整体，自然也是实对称矩阵，问题就转化为证明：实对称矩阵可以正交相似于对角

阵，这是课本结论，从而成立
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8.5 综合问题

例题 8.5.1 给定 x1, · · · , xn, 令 x
(1)
i =

xi + xi+1

2
, i = 1, · · · , n, 其中 xn+1 = xi.

归纳地定义 x
(k)
i =

x
(k−1)
i + x

(k−1)
i+1

2
, i = 1, · · · , n, 其中 x

(k−1)
n+1 = x

(k−1)
1 , k = 2, 3, · · · .

证明：对于 i = 1, · · · , n 均成立 lim
k→∞

x
(k)
i =

x1 + · · ·+ xn

n
.

证明. 这个数列写出来就是
x
(1)
1 =

x1 + x2

2
, x

(1)
2 =

x2 + x3

2
, ..., x(1)

n =
xn + x1

2

可以用矩阵表示成
x
(1)
1

x
(1)
2

...

x(1)
n

 =
1

2


1 1

. . .
. . .

1 1

1 1




x1

x2

...

xn

 ,M =
1

2


1 1

. . .
. . .

1 1

1 1



因此一般的有


x
(N)
1

...

x(N)
n

 = MN


x1

...

xn

 , ∀N ≥ 1，则只需要计算 MN 的极限矩阵

下面的步骤是循环矩阵的经典处理方法（特征值，相似对角化），本题的 M 是一个特殊的循环矩阵

记 ε = e
2πi
n ，利用范德蒙德矩阵可以将循环矩阵对角化：
c0 c1 · · · cn−1

cn−1 c0
. . .

...
...

. . .
. . . c1

c1 · · · cn−1 c0




1 1 · · · 1

1 ε · · · εn−1

...
...

...

1 εn−1 · · · ε(n−1)2

 , f (x) = c0 + c1x+ ...+ cn−1x
n−1

=


1 1 · · · 1

1 ε · · · εn−1

...
...

...

1 εn−1 · · · ε(n−1)2




f (1)

f (ε)

. . .

f
(
εn−1

)


记 V =

(
ε(i−1)(j−1)

)
n×n
为范德蒙德矩阵，对应到本题中就是

M = V



1
1 + ε

2
. . .

1 + εn−1

2


V −1, lim

N→∞
MN = V


1

0

. . .

0

V −1


x1

...

xn



lim
N→∞


x
(N)
1

...

x(N)
n

 = V


1

0

. . .

0

V −1


x1

...

xn

 =
1

n


x1 + ...+ xn

...

x1 + ...+ xn

 =
1

n


1 · · · 1
...

. . .
...

1 · · · 1




x1

...

xn



152



8.5 综合问题 第八章 决赛线性代数

只需要证明画方框的那个等号，等价于说明

n


1 1 · · · 1

1 ε · · · εn−1

...
...

...

1 εn−1 · · · ε(n−1)2




1

0

. . .

0

 =


1 1 · · · 1

1 ε · · · εn−1

...
...

...

1 εn−1 · · · ε(n−1)2




1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

...
. . .

...

1 1 · · · 1


根据等比数列求和公式，这是显然成立的，结论得证

注释 8.5.1： 如果一般的循环矩阵看不懂，可以就本题这个特殊情况自己算一下对角化和特征向量，我这个

方法的好处是最后一步不需要强项算范德蒙德矩阵的逆矩阵，将求逆运算回避掉了，只需要验证一个简单的

矩阵乘法

高阶线性递推数列，或者多元一阶线性递推数列，都可以用线性代数的方法来解决，应当掌握
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例题 8.5.2 设 B1, B2, · · · , B2021 为空间 R3 中半径不为零的 2021 个球，A = (aij) 为 2021 阶方阵，其 (i, j)

元 aij 为球 Bi 与 Bj 相交部分的体积．证明：行列式 |E +A| > 1 ，其中 E 为单位矩阵．

证明. 根据定义，计算 aij 有 aij =

∫
Bi∩Bj

1dV，显然 A 是实对称矩阵，考虑二次型

设 x = (x1, ..., xn)
T 是 n 维列向量，则 xTAx =

n∑
i,j=1

aijxixj =

n∑
i,j=1

∫
Bi∩Bj

xixjdV

现在无法化简，我们希望统一积分区域，这样子才能把求和拿进去，定义示性函数 1B (x) =

{
0, x /∈ B

1, x ∈ B
，则有

∫
Bi∩Bj

xixjdV =

∫
R3

1Bi∩Bj
(t)xixjdV =

∫
R3

1Bi
(t) · 1Bj

(t)xixjdV

xTAx =

n∑
i,j=1

∫
R3

1Bi
(t) · 1Bj

(t)xixjdV =

∫
R3

n∑
i,j=1

1Bi
(t) · 1Bj

(t)xixjdV

=

∫
R3

(
n∑

i=1

1Bi
(t)xi

)2

dV ≥ 0, (t = (t1, t2, t3) , dV = dt1dt2dt3)

所以 A 是半正定实对称矩阵，故所有特征值非负，显然 A 特征值不能全为零（否则 A 正交相似与零矩阵，导

致 A = 0，但是根据题目，至少 A 的对角元都是正的，矛盾），所以 |E +A| > 1，结论得证

注释 8.5.2： 这是非数 CMC 决赛真题，有些人可能认为本题完全想不到，其实读完题至少应该清楚，本题
无论如何都要引入积分，否则没法表示 aij，至于表示完之后的事情则有较强的技巧性了

当然这种方法并非是只能解决一道题的奇技淫巧，而且具备普适性的，有许多利用积分来研究的二次型或者

高中竞赛不等式题目，处理手法均类似
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8.5 综合问题 第八章 决赛线性代数

例题 8.5.3 设 n 为偶数，证明：存在 n 阶实方阵 A,B 使得对任意非零实向量 v，都有 Av,Bv 线性无关.

证明. 首先考虑 n = 2 的情况，要找两个二阶实方阵，使得一切非零实向量都有 Av,Bv 线性无关

显然 A,B 都必须是可逆矩阵，否则取一个零特征值对应的特征向量，就会导致矛盾，这时让 v 在所有二维实

向量里面取一遍，Bv 也会取一遍，因此把 Bv 看成整体（换句话说，令 v = B−1x），则问题变成找一个可逆矩阵

A 使得 v,Av 总是线性无关，也即不妨 B = I

这要求 A 不能有实特征值，否则相应的实特征向量就不满足题目要求，那么从标准型的角度看，A 有一对共轭

虚根为特征值，本质上便只能是

(
cosx − sinx
sinx cosx

)
这种旋转矩阵，只有一种情况

换个角度看，如果这个线性变换是旋转变换，自然 v,Av 不可能共线，也就是线性无关，所以特别的，我们可

以取旋转 90 度的变换，也即

A =

(
0 1

−1 0

)
, B =

(
1 0

0 1

)
直接按定义验证，显然满足要求，一般情况我们只要取这种矩阵，拼成分块对角阵即可
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8.5 综合问题 第八章 决赛线性代数

例题 8.5.4 设 A 是 n 阶方阵，证明：存在对角线为 1,−1 的对角阵 J 使得 A+ J 可逆.

证明. 对 n 采用归纳法，n = 1 时显然成立，假设 n 时成立，则 n+ 1 时

设 A =

(
A1 α

βT x

)
，对 A1 利用归纳假设可知存在 n 阶的对角线为 1,−1 的对角阵 J1，使得 A1 + J1 可逆，

则对 ε = ±1，利用分块矩阵行列式公式有

A =

(
A1 α

βT x

)
,

∣∣∣∣∣ A1 + J1 α

βT x+ ε

∣∣∣∣∣ = |A1 + J1|
∣∣∣x+ ε− βT (A1 + J1)

−1
α
∣∣∣

现在只需保证第二个行列式非零，注意行列式里面就是一个数字，因此总可以在 −1, 1 中选取一个作为 ε，使

得其非零，由此构造 J，结论得证

注释 8.5.3： 本题是曾经数学类 CMC 真题，但是很简单

例题 8.5.5 设 n 为奇数，实方阵 A,B 满足 AB = 0，设 JA ∼ A, JB ∼ B，证明：A+ JA, B + JB 之中一定有

不可逆矩阵.

证明. 设 n = 2m+ 1，由 AB = 0 知 r(A) + r(B) ≤ 2m+ 1，所以 r(A), r(B) 里面一定有一个秩不超过 n，不妨设

为 A，因为相似的矩阵秩相同，所以 r(A+ JA) ≤ r(A) + r(JA) ≤ 2n，所以它不可逆，结论得证

注释 8.5.4： 本题也是曾经数学类 CMC 真题，但是很简单，或许你读完题不知道该干嘛，此时可以像我本
章开头时候说的那样，去试一下矩阵的秩，特征值，等等
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8.5 综合问题 第八章 决赛线性代数

例题 8.5.6 设 A,B 分别为实数域上的 3× 4 和 4× 3 矩阵，且满足

AB =


−9 2 2

−20 5 4

−35 7 8

 , BA =


−14 2x− 5 2 6

0 1 0 0

−15 3x− 3 3 6

−32 6x− 7 4 14


求 x 的值．

证明. 首先计算特征多项式，可以化简（自行计算）出 |λI −AB| = (λ− 1)2(λ− 2)，这说明 A 的特征值是 1, 2，其

中 1 的代数重数是 2

为了确定其标准型，我们还需要算秩，计算特征值 1 的几何重数：

因为 AB − I =


−10 2 2

−20 4 4

−35 7 7

，所以 r(AB − I) = 1，几何重数是 2 等于代数重数，从而 AB 可对角化，也

即 AB ∼


1

1

2

，由此可知 BA ∼


1

1

2

0


所以 r(BA− I) = 2，计算有

r (BA− I) = r


−15 2x− 5 2 6

0 0 0 0

−15 3x− 3 2 6

−32 6x− 7 4 13

 = r


−15 2x− 5 2 6

−15 3x− 3 2 6

−32 6x− 7 4 13



= r


−15 2x− 5 2 6

0 x+ 2 0 0

−2 2x+ 3 0 1

 = r


−3 2x− 5 2 6

0 x+ 2 0 0

0 2x+ 3 0 1

 = 2 ⇒ x = −2

注释 8.5.5： 本题或许有点难度，不知从何下手，不过再次印证了：当你不知道要做什么时，可以去关注一

下秩，特征值这些，很多时候有奇效

另外，对任意的 x，矩阵 BA 的特征多项式都是 λ(λ− 1)2(λ− 2)，所以从特征多项式角度看，是解不出来 x

的，因此需要更细致的去看几何重数，特征多项式告诉我们，唯一不确定的就是特征值 1 的几何重数，因此

我们要关注它（假如关注它还是做不出来，那题目就错了）

如果是数学专业学生做这个题，则可以借助 Jordan 标准型和有关的推论顺利而快速解决
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8.6 练习题 第八章 决赛线性代数

8.6 练习题

习题 8.6.1 设 A,B,C 为 n 阶方阵且 A 可逆，满足 (A−B)C = BA−1，证明：C(A−B) = A−1B

习题 8.6.2 设 A,B,C 为矩阵（不一定是方阵），证明：r(ABC) ≥ r(AB) + r(BC)− r(B).

习题 8.6.3 设 A,B 为 n 阶方阵，证明

∣∣∣∣∣ A B

B A

∣∣∣∣∣ = |A+B| · |A−B|.

进一步地，设 A,B,C,D 均为 n 阶方阵，则∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A B C D
B A D C
C D A B
D C B A

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ A+C B+D
B+D A+C

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣ A−C B−D
B−D A−C

∣∣∣∣∣
= |A+B+C+D| · |A−B+C−D| · |A+B−C−D| · |A−B−C+D|.

习题 8.6.4 设矩阵 A,B 满足 AB = BA = 0，证明：存在可逆阵 P,Q 使得

A = P

(
I 0

0 0

)
Q,B = Q−1

(
0 0

0 I

)
P−1.

习题 8.6.5 设 A,B 是 2020 阶正交阵，线性方程组 Ax = Bx 的解空间维数是 3，问 A,B 能否相似.

习题 8.6.6 设二次型 f (x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn)A


x1

x2

...

xn

 的矩阵 A 为



1 a a · · · a

a 1 a · · · a
...

...
...

...
...

a · · · a 1 a

a a · · · a 1


其中

n > 1, a ∈ R ，求 f 在正交变换下的标准形.
习题 8.6.7 已知三元实二次型 f = xTAx 经正交变换后所得的标准形为 2y21 − y22 − y23，矩阵 B 满足((
1

2
A

)∗)−1

BA−1 = 2AB + 4E 且 A∗α = α ，其中 α =


1

1

−1

 ,A∗ 表示 A 的伴随矩阵。试求出二次

型 xTBx 的表达式。

习题 8.6.8 设 A 是 n 阶复方阵，证明：A 为数量矩阵当且仅当存在 n + 1 个 A 的特征向量 v1, v2, ..., vn+1，

满足其中任意 n 个都是线性无关的.
习题 8.6.9 设 A 是数域 F 上的 n 阶方阵，对任意 α,β ∈ Fn ，有 αTAβ = 0⇔ βTAα = 0 ．求证：A 要

么是对称的，要么是反对称的．

习题 8.6.10 求分块矩阵

(
A C

0 B

)
的伴随矩阵.
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第九章 16 届决赛非数学类

例题 9.0.1 1. 设 a ̸= 0，函数 f (x) =


1− cos

√
3x

ax
, x > 0

b+ 2tan5x, x ≤ 0
在 x = 0 连续，求 ab

2. 设 a1 = 2,
√
an+1 −

√
an =

√
2，求极限 lim

n→∞

an

(n+ 1)
2 .

3. 求 f(x, y, z) = 2− x2 − y2 + 2 arctan z 在 (1, 2,−1) 处最大的方向导数值.
4. 设 L 是由 |x|3 + 3|y| = 1 确定的封闭曲线，计算

∫
L

|x|3ds

5. 求极限 lim
n→∞

(
12025 + 22025 + ...+ n2025

)2025
(12024 + 22024 + ...+ n2024)

2026

6. 设 z = xex(1 + yey)，计算 zxy(1, 1)

7. 设 x2 + y2 + z2 = 1，求 x− 2y + 3z 的最大值.

证明. 1. 在 x = 0 处有 lim
x→0+

1− cos
√
3x

ax
=

3

2a
，所以 ab =

3

2
2. 求和易知 an = 2n2，所以极限是 2

3. 求偏导，在 (1, 2,−1) 处有 fx = −2, fy = −4, fz = 1，利用柯西不等式

∂f

∂n
= −2 cosα− 4 cosβ + cos γ ≤

√
4 + 16 + 1 =

√
21

所以方向导数最大值是
√
21

4. 注意对称性，所以积分可以只看第一象限，然后将曲线积分变成定积分，则有∫
L

|x|3ds = 4

∫ 1

0

x3
√

x4 + 1dx =

∫ 1

0

√
x+ 1dx =

2

3

(
2
√
2− 1

)
5. 利用定积分定义有

lim
n→∞

(
12025 + 22025 + ...+ n2025

)2025
(12024 + 22024 + ...+ n2024)

2026 = lim
n→∞

(
1
n

((
1
n

)2025
+
(
2
n

)2025
+ ...+

(
n
n

)2025))2025(
1
n

((
1
n

)2024
+
(
2
n

)2024
+ ...+

(
n
n

)2024))2026 =
20252026

20262025

6. 求偏导可知 zxy = ex+y(x+ 1)(y + 1)，所以答案是 4e2

7. 根据柯西不等式，显然最大值是
√
14
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第九章 16 届决赛非数学类

例题 9.0.2 设 f (x) =


ln
(
1 + sin2x

)
− 6

(
3
√
2− cosx− 1

)
x3

, x ̸= 0

0, x = 0
，证明：f ′(0) 存在，并计算 f ′(0).

证明. 利用导数定义和泰勒展开有

f ′ (0) = lim
x→0

ln
(
1 + sin2x

)
− 6

(
3
√
2− cosx− 1

)
x4

ln
(
1 + sin2x

)
= sin2x− 1

2
sin4x+ o

(
sin4x

)
=

(
x− 1

6
x3

)2

− 1

2
x4 + o

(
x4
)
= x2 − 5

6
x4 + o

(
x4
)

3
√
2− cosx = (1 + 1− cosx)

1
3 = 1 +

1

3
(1− cosx)− 1

9
(1− cosx)2 + o

(
x4
)
= 1 +

1

6
x2 − 1

24
x4 + o

(
x4
)

⇒ f ′ (0) = lim
x→0

x2 − 5
6x

4 − 6
(
1
6x

2 − 1
24x

4
)
+ o

(
x4
)

x4
= −2

3

例题 9.0.3 求微分方程 yy′′ − y′2 = y2 ln y 的通解.

证明. 利用二阶常系数线性微分方程的公式有(
y′

y

)′

=
yy′′ − y′2

y2
= ln y = (ln y)′′ ⇒ ln y = c1e

x + c2e
−x
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例题 9.0.4 设 f (0) = 0, f ′ (x) =
1

x2 + f2 (x) + 1
, ∀x ≥ 0，证明： lim

x→+∞
f (x) 存在且不超过

π

2
.

证明. 根据条件，f(x) 单调递增，所以极限一定存在（可能为无穷），显然 f(x) 非负，进而

f ′ (x) =
1

x2 + f2 (x) + 1
≤ 1

x2 + 1
⇒ f (x) =

∫ x

0

f ′ (t) dt ≤ arctan t, lim
x→+∞

f (x) ≤ π

2

例题 9.0.5 计算积分 I =

∫ π
2

0

sin2xcos2x
1 + tan3x dx, J =

∫ π
2

0

sin2xcos2x
1 + cot3x dx

证明. 换元 x → π

2
− x，显然 I = J，下面计算 I，万能代换得

t = tanx, x = arctan t, tan2x+ 1 =
1

cos2x ⇒ cos2x =
1

t2 + 1
, sin2x =

t2

t2 + 1

I =

∫ π
2

0

sin2xcos2x
1 + tan3x dx =

∫ ∞

0

t2

(t3 + 1) (t2 + 1)
3 dt =

∫ ∞

0

1
t2(

1
t3 + 1

) (
1
t2 + 1

)3
t2
dt

=

∫ ∞

0

t5

(t3 + 1) (t2 + 1)
3 dt =

1

2

∫ ∞

0

t2 + t5

(t3 + 1) (t2 + 1)
3 dt =

1

2

∫ ∞

0

t2

(t2 + 1)
3 dt, x =

1

t2 + 1

=
1

4

∫ 1

0

x
1
2 (1− x)

1
2 dx =

1

4
B

(
3

2
,
3

2

)
=

1

2

Γ
(
3
2

)
Γ
(
3
2

)
Γ (3)

=
π

32
= J
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例题 9.0.6 设 a, b, c > 0，S 是方向朝上的上半椭球面 S :
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1, z ≥ 0，计算

I =

∫∫
S

xy2dydz + yz2dzdx+ zx2dxdy

证明. 补一个 xoy 面对应的部分，显然这一部分的积分是零，记区域是 Ω，然后利用高斯公式可知

I =

∫∫
S

xy2dydz + yz2dzdx+ zx2dxdy =

∫∫∫
Ω

x2 + y2 + z2dxdydz


x = ar sinφ cos θ
y = br sinφ sin θ
x = cr cosφ

, r ∈ [0, 1] , φ ∈
[
0,

π

2

]
, θ ∈ [0, 2π] , J =

∂ (x, y, z)

∂ (r, φ, θ)
= abcr2 sinφ

I =

∫∫∫
Ω′

abcr4
(
a2sin2φcos2θ + b2sin2φsin2θ + c2cos2φ

)
sinφdrdφdθ

= abc

∫ π

0

∫ 2π

0

∫ 1

0

r4
(
a2sin2φcos2θ + b2sin2φsin2θ + c2cos2φ

)
sinφdrdθdφ

=
abc

5

∫ π

0

∫ 2π

0

a2sin3φcos2θ + b2sin3φsin2θ + c2cos2φ sinφdθdφ

=
abc

5

∫ π

0

πa2sin3φ+ πb2sin3φ+ 2πc2cos2φ sinφdφ

=
πabc

5

∫ π

0

a2sin3φ+ b2sin3φ+ 2c2 sinφ
(
1− sin2φ

)
dφ

=
2π

15
abc
(
a2 + b2 + c2

)

例题 9.0.7 设 f(x) 在 [−1, 1] 中二阶可导且是奇函数，证明：存在 u ∈ (−1, 1) 使得 f ′′(u)− f ′(u) + f(1) = 0.

证明. 先看目标，其实是要证
(
e−x (f ′ (x)− f (1))

)′
= 0，因此需要说明 f ′(x) − f(1) 有两个零点，对应的是函数

f(x)− xf(1) 的导函数，由此找到需要构造的函数（如果看不出来，也可以不妨设 f(1) = 0 试一下）

考虑函数 g(x) = f(x)− xf(1)，则 g(x) 是奇函数并且满足 g(1) = g(0) = g(−1) = 0，所以 g′(x) = 0 有两个零

点，进一步考虑函数 h(x) = e−xg(x)，它也有两个零点，求导利用罗尔中值定理即可得证
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例题 9.0.8 设 p ≥ 1，讨论级数 1− 1

2p
+

1

3
− 1

4p
+ ...+

1

2n− 1
− 1

(2n)
p + ... 的敛散性

证明. p = 1 时，级数为 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ ... 显然收敛，实际上是 ln 2，并且条件收敛

p > 1 时，显然 1 +
1

3
+ ... = +∞,

1

2p
+

1

4p
+ ... < +∞，所以级数发散

例题 9.0.9 给定 t > 0, t ̸= 1，定义数列

a1 = 2t− 3, an+1 =
3
(
tn+1 − 1

)
(an + 1)− 2 (tn + an) + an + 1

an + 2tn − 1

求 an 的通项公式，并判断级数

∞∑
n=1

(an − 1) 的敛散性.

证明. 求通项有

an+1 + 1 =
3
(
tn+1 − 1

)
(an + 1)

an + 2tn − 1
⇒ an+1 + 1

tn+1 − 1
= 3

an + 1

an + 1 + 2tn − 2
= 3

an+1
tn−1

an+1
tn−1 + 2

bn =
an + 1

tn − 1
, b1 = 2, bn+1 =

3bn
bn + 2

,
1

bn+1
=

2

3

1

bn
+

1

3
⇒
(
3

2

)n+1
1

bn+1
=

(
3

2

)n
1

bn
+

1

3

(
3

2

)n+1

⇒
(
3

2

)n
1

bn
=

3

2

1

b1
+

1

3

((
3

2

)2

+ ...+

(
3

2

)n
)

=
3

4
+

3

4

(
3
2

)n−1 − 1
3
2 − 1

=

(
3

2

)n

− 3

4

⇒ 1

bn
= 1− 3

4

(
2

3

)n

, an = bn (t
n − 1)− 1 =

tn − 1

1− 3
4

(
2
3

)n − 1

容易看出，不论 t 为何值，级数都会发散
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例题 9.0.10 1. 设 A,B 为 n 阶实对称矩阵且 A 正定，证明：存在可逆阵 P 使得 PTAP = I, PTBP = D，这

里 I 是单位阵，D 为对角阵

2. 设 A,B 为 n 阶正定阵，证明：

tr
(
(A+B)

2
)
⩾ tr

(
A2
)
+ tr

(
B2
)
, tr
(
(A+B)

3
)
⩾ tr

(
A3
)
+ tr

(
B3
)

ln (|xA+ (1− x)B|) ⩾ x ln |A|+ (1− x) ln |B| , ∀x ∈ (0, 1)

证明. 1. 因为 A 正定，所以存在可逆阵 P 使得 PTAP = I, PTBP = B1，这里 B1 是实对称矩阵

进而存在正交阵 U 使得 UTB1U = D，所以有 (PU)
T
A (PU) = I, (PU)

T
B (PU) = D，结论得证

2. 对于正定实对称阵 A，显然存在正定实对称阵 X 使得 X2 = A（其实也是唯一的，不过不需要唯一性），将

X 记为 A
1
2，相应的 A− 1

2 表示 X−1，进而

tr
(
(A+B)

2
)
≥ tr

(
A2
)
+ tr

(
B2
)
⇔ tr (AB) + tr (BA) = 2tr (AB) ≥ 0

因为 tr (AB) = tr
(
A

1
2A

1
2B
)
= tr

(
A

1
2BA

1
2

)
，里面的矩阵与 B 合同，所以正定，不等式成立

对于第二个不等式

tr
(
(A+B)

3
)
≥ tr

(
A3
)
+ tr

(
B3
)
⇔ tr

(
A2B +BA2 +ABA+BAB +B2A+AB2

)
≥ 0

同理有

tr
(
A2B +BA2 +ABA+BAB +B2A+AB2

)
= 3tr (ABA) + 3tr (BAB) ≥ 0

得证

对于最后一个不等式，因为

ln (|xA+ (1− x)B|) = ln
∣∣∣xI + (1− x)A− 1

2BA− 1
2

∣∣∣+ ln |A| , ln |B| = ln
∣∣∣A− 1

2BA− 1
2

∣∣∣+ ln |A|

ln (|xA+ (1− x)B|) ≥ x ln |A|+ (1− x) ln |B| ⇔ ln
∣∣∣xI + (1− x)A− 1

2BA− 1
2

∣∣∣ ≥ (1− x) ln
∣∣∣A− 1

2BA− 1
2

∣∣∣
记 C = A− 1

2BA− 1
2 是正定阵，则 C 可以正交相似于对角阵，设 C 的特征值为 λ1, ..., λn，则有

ln
∣∣∣xI + (1− x)A− 1

2BA− 1
2

∣∣∣ ≥ (1− x) ln
∣∣∣A− 1

2BA− 1
2

∣∣∣⇔ ln |xI + (1− x)C| ≥ (1− x) ln |C|

⇔ ln

∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ (1− x)λ1

. . .

x+ (1− x)λ1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≥ (1− x) ln

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ1

. . .

λ1

∣∣∣∣∣∣∣∣
⇔

n∑
k=1

(ln (x+ (1− x)λk)− (1− x) lnλk) ≥ 0, ∀x ∈ (0, 1) , ∀λk > 0

最后只需要证明高考不等式：对任意 x ∈ (0, 1) 都有

f (λ) = ln (x+ (1− x)λ)− (1− x) lnλ ≥ 0, ∀λ > 0

求导可知

f ′ (λ) =
1− x

x+ (1− x)λ
− 1− x

λ
=

x (1− x) (λ− 1)

(x+ (1− x)λ)λ
⇒ f (λ) ≥ f (1) = 0

结论得证
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以下部分来自于 16 届决赛数学类真题，纯粹微积分水平，若有富裕时间就讲，没有则留作习题
例题 9.0.11 1. 设 2025 阶实对称方阵 A 的秩为 2012 且 A2 = A，求二次型 xTAx 的规范型.
2. 求二元函数 f(x, y) = x2 + xy + y2 − 3y 的极小值点.

3. 将二重积分
∫ 1

0

(∫ 1

x

f (x, y) dy

)
dx 写成极坐标形式

4. 求微分方程 y′ = 1 + xey 的通解

证明. 1. 幂等矩阵的特征值是 0, 1，因为秩是 2012，所以规范型（也是标准型）是 x2
1 + ...+ x2

2012

2. 求导解方程有 fx = 2x+ y = 0, fy = 2 + 2y − 3 = 0，解得 (x, y) = (−1, 2)

3. 极坐标换元，结果为（对应的是单位正方形中那个上三角）∫ π
2

π
4

∫ 1
sin θ

0

f (r cos θ, r sin θ) rdrdθ

4. 令 u = ey 也即 y = lnu，则有

y′ =
u′

u
= 1 + xey = 1 + xu ⇒ u′ = u+ xu2(

1

u

)′

= − u′

u2
= −u+ xu2

u2
= − 1

u
+ x, v =

1

u

v′ + v = −x, (exv)
′
= −xex, vex = −

∫
xexdx+ C = C − (x− 1) ex

v = Ce−x − x+ 1 =
1

u
= e−y ⇒ y = − ln

(
Ce−x + 1− x

)
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例题 9.0.12 定义勒让德多项式为

L0 (x) = 1, L1 (x) = x, Ln+1 (x) =
2n+ 1

n+ 1
xLn (x)−

n

n+ 1
Ln−1 (x)

记 δmn =

{
0,m ̸= n

1,m = n
，利用下面三个等式

(a) :

∫ 1

−1

Lm (x)Ln (x) dx =
2

2n+ 1
δmn

(b) : L′
n−1 (x) = xL′

n (x)− nLn (x)

(c) : L′
n+1 (x) = xL′

n (x) + (n+ 1)Ln (x)

证明

(1) :
(
x2 − 1

)
L′
n (x) = nxLn (x)− nLn−1 (x) , ∀n ⩾ 1

(2) :

∫ 1

−1

(1− x2)L′
m (x)L′

n (x)dx =
2n (n+ 1)

2n+ 1
δmn, ∀m,n ⩾ 1

证明. 1. 采用归纳法，n = 1 时显然成立，假设 n 时成立，则 n+ 1 时，要验证

(x2 − 1)L′
n+1(x) = (n+ 1)xLn+1(x)− (n+ 1)Ln(x)

利用等式 (c) 和题干递推式有(
x2 − 1

)
L′
n+1 (x) = x

(
x2 − 1

)
L′
n (x) + (n+ 1)

(
x2 − 1

)
Ln (x)

(n+ 1)Ln+1 (x) = (2n+ 1)xLn (x)− nLn−1 (x)

所以(
x2 − 1

)
L′
n+1 (x) = (n+ 1)xLn+1 (x)− (n+ 1)Ln (x)

⇔ x
(
x2 − 1

)
L′
n (x) + (n+ 1)

(
x2 − 1

)
Ln (x) = (2n+ 1)x2Ln (x)− nxLn−1 (x)− (n+ 1)Ln (x)

⇔ x
(
x2 − 1

)
L′
n (x) = nx2Ln (x)− nxLn−1 (x)

⇔
(
x2 − 1

)
L′
n (x) = nxLn (x)− nLn−1 (x)

这刚刚好就是归纳假设，结论得证

2. 利用第一问，以及等式 (b)，代入有（最后化简运用等式 (a)）(
1− x2

)
L′
m (x)L′

n (x) = (nLn−1 (x)− nxLn (x))Lm
′ (x)∫ 1

−1

(
1− x2

)
L′
m (x)Ln

′ (x) dx =

∫ 1

−1

(nLn−1 (x)− nxLn (x)) dLm (x)

= (nLn−1 (x)− nxLn (x))Lm (x)
∣∣1
−1 −

∫ 1

−1

Lm (x) (nLn−1 (x)− nxLn (x))
′
dx

=
(
1− x2

)
L′
n (x)Lm (x)

∣∣1
−1 − n

∫ 1

−1

Lm (x)
(
L′
n−1 (x)− xL′

n (x)− Ln (x)
)
dx

= −n

∫ 1

−1

Lm (x) (−nLn (x)− Ln (x)) dx = n (n+ 1)

∫ 1

−1

Lm (x)Ln (x) dx =
2n (n+ 1)

2n+ 1
δmn

注释 9.0.1： 已知的三个等式也是容易证明的，感兴趣的同学可以自己做一下，都是基本方法
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第十章 习题答案

10.1 第二章习题答案

1.
lim

x→0+

ln cotx
lnx = lim

x→0+

ln cosx− ln sinx
lnx = − lim

x→0+

ln sinx
lnx = − lim

x→0+

1
sin x
1
x

= −1

因此所求的极限是
1

e
2.

lim
x→+∞

(
(1 + x)

1
x − x

1
x

)
(x lnx)2

xx
1
x − x

= lim
x→+∞

x
1
x

(
e

ln(1+x)−ln x
x − 1

)
(x lnx)2

x

(
e

(
x

1
x −1

)
ln x − 1

)
(

lim
x→+∞

(
x

1
x − 1

)
lnx = lim

x→+∞

(
e

ln x
x − 1

)
lnx = lim

x→+∞

lnx
x

lnx = 0, lim
x→+∞

x
1
x = lim

x→+∞
e

ln x
x = 1

)
= lim

x→+∞

ln(1+x)−ln x
x (x lnx)2

x
(
x

1
x − 1

)
lnx

= lim
x→+∞

ln
(
1 + 1

x

)
lnx(

x
1
x − 1

) = lim
x→+∞

ln
(
1 + 1

x

)
lnx

ln x
x

= 1

3. 参考例题 2.1.6 的 (2)，方法和操作一模一样，分段放缩立刻得证

4.
n∑

k=2

n
1

ln k = n
1

ln 2 + n
1

ln 3 + ...+ n
1

ln n 最大项是 n
1

ln 2，于是推测 a =
1

ln 2 , b = 1

一般采用分段放缩来证明，估值
1

ln 2 ≈ 1.44,
1

ln 11 ≈ 0.41 相差超过 1（当然可以选择别的，粗糙一些），所以

n
1

ln 2 <

n∑
k=2

n
1

ln k = n
1

ln 2 +

10∑
k=3

n
1

ln k +

n∑
k=11

n
1

ln k < n
1

ln 2 + 10n
1

ln 3 + n · n 1
ln 11 = n

1
ln 2 + 10n

1
ln 3 + n

1
ln 11+1

由此可以看出，根据夹逼准则，就能立即得到结论 a =
1

ln 2 , b = 1
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5. 运用 stolz 公式和等价替换有

lim
n→∞

n−2∑
k=2

lnCk
n

ln k

n−2∑
k=2

n−k
ln k

= lim
n→∞

n−2∑
k=2

lnCk
n

ln k −
n−3∑
k=2

lnCk
n−1

ln k

n−2∑
k=2

n−k
ln k −

n−3∑
k=2

n−k
ln k

= lim
n→∞

lnC2
n

ln(n−2) +
n−3∑
k=2

ln Ck
n

Ck
n−1

ln k

2
ln(n−2) +

n−3∑
k=2

1
ln k

= lim
n→∞

ln n(n−1)
2

ln(n−2) +
n−3∑
k=2

lnn−ln(n−k)
ln k

2
ln(n−2) +

n−3∑
k=2

1
ln k

= lim
n→∞

n−3∑
k=2

lnn−ln(n−k)
ln k

n−3∑
k=2

1
ln k

= lim
n→∞

n−3∑
k=2

lnn−ln(n−k)
ln k

n
lnn

lim
n→∞

n
lnn

n−3∑
k=2

1
ln k

stolz
= lim

n→∞

lnn
n

n−3∑
k=2

lnn− ln (n− k)

ln k

再待定系数分段放缩，容易说明所求的极限是 1（可能这并不容易，简要证明如下）

n−3∑
k=2

lnn− ln (n− k)

ln k =

n−3∑
k=2

− ln
(
1− k

n

)
ln k ,m =

[ n

lnn
]
→ ∞

lnn
n

n−3∑
k=m

− ln
(
1− k

n

)
ln k ∼ 1

n

n−3∑
k=m

− ln
(
1− k

n

)
,
(
ln
[ n

lnn
]
∼ lnn

)
∼
∫ 1− 3

n

m
n

− ln (1− x) dx ∼
∫ 1

1
ln m

− ln (1− x) dx ∼
∫ 1

0

− ln (1− x) dx = 1

lnn
n

m∑
k=2

− ln
(
1− k

n

)
ln k ∼ lnn

n

m∑
k=2

k
n

ln k ,
(
k

n
≤ 1

n

[ n

lnn
]
→ 0

)
lnn
n

m∑
k=2

k
n

ln k =
lnn
n2

m∑
k=2

k

ln k ≤ lnn
n2 ln 2

m (m+ 1)

2
= O

(
m2 lnn

n2

)
= O

(
1

lnn

)
→ 0

6. 不妨设 a = 0，则对任意 ε > 0，存在 N 使得 n > N 时 |an| < ε，并且 |an| < M, ∀n ≥ 1

对任意 n > 2N，注意组合数 Ck
n 的单调性（在 k ≤ n 时 k 越大组合数越大），则

1

2n

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

Ck
nak

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2n

N∑
k=0

Ck
n |ak|+

1

2n

n∑
k=N+1

Ck
n |ak| <

M

2n

N∑
k=0

CN
n +

ε

2n

n∑
k=N+1

Ck
n

<
M (n+ 1)

2n
CN

n + ε =
M

N !

(n+ 1)n (n− 1) ... (n−N + 1)

2n
+ ε

指数快于多项式，所以 n 充分大时成立
1

2n

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

Ck
nak

∣∣∣∣∣ < 2ε，结论得证

7. 本题的想法就是高中的二阶线性递推数列，可以利用特征根凑一个等比数列，然后迭代即可
记 λ =

−ε+
√
ε2 + 4ε

2
, µ =

ε+
√
ε2 + 4ε

2
，可以取充分小的正数 ε > 0 使得

1

µ
> 1

根据条件，对于 ε > 0，存在 N 使得 n ≥ N 时成立
an

an+1 + an+2
< ε ⇔ εan+2 + εan+1 > an

代入计算可知上式等价于 an+λan+1 < µ (an+1 + λan+2) , n ≥ N，递推得到 aN+λaN+1 < µk (aN+k + λaN+k+1)

也即 aN+k +λaN+k+1 >
1

µk
(aN + λaN+1)，当 k → ∞ 时右边趋于无穷，因此左边两项中必有一个是无界的，这就

证明了数列 an 无界
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8. 这种递推数列完全可以把通项公式求出来

an+1 =

√
1 + an

2
, an = cosxn, cosxn+1 =

√
1 + cosxn

2
= cos xn

2
⇒ xn+1 =

1

2
xn

x1 = arccos a1, xn =
1

2n−1
x1 =

arccos a1
2n−1

, an = cosxn = cos x1

2n−1

4n (1− an) = 4n
(
1− cos x1

2n−1

)
= 2 · 4nsin2 x1

2n
= 2
(
2n sin x1

2n

)2
→ 2arccos2a1

9. 把根号里面的东西配方，注意 tan2 x+ 1 =
1

cos2 x 便能去掉根号，考虑三角换元

令 an =

√
3

2
tan bn − 1

2
, bn ∈

(
−π

2
,
π

2

)
则 tan b1 =

√
3, b1 =

π

3
代入可得

√
3

2
tan bn+1 =

√
3

2
tan bn +

√(
an +

1

2

)2

+
3

4
=

√
3

2
tan bn +

√
3

4

(
tan2 bn + 1

)
=

√
3

2
tan bn +

√
3

2
· 1

cos bn
=

√
3

2
· sin bn + 1

cos bn
=

√
3

2
·

(
sin bn

2 + cos bn
2

)2(
cos bn

2 + sin bn
2

) (
cos bn

2 − sin bn
2

)
=

√
3

2

cos bn
2 + sin bn

2

cos bn
2 − sin bn

2

=

√
3

2

1 + tan bn
2

1− tan bn
2

=

√
3

2
tan

(
bn
2

+
π

4

)
⇒ bn+1 =

bn
2

+
π

4

所以 bn =

(
1

2
− 2−n

3

)
π 即 an =

√
3

2
tan

(
1

2
− 2−n

3

)
π − 1

2
来看等价量：

an =

√
3

2
tan

(
1

2
− 2−n

3

)
π − 1

2
∼

√
3

2

cos 2−n

3 π

sin 2−n

3 π
∼

√
3

2

1
2−n

3 π
=

3
√
3

π
2n−1

10. 取对数，利用斯特林公式有

ln
(
√
n

n∏
k=1

e1−
1
k(

1 + 1
k

)k
)

=
1

2
lnn+

n∑
k=1

(
1− 1

k
− k ln

(
k + 1

k

))
=

1

2
lnn+ n−

n∑
k=1

1

k
− n ln (n+ 1) + lnn!

=
1

2
lnn+ n−

n∑
k=1

1

k
− n ln (n+ 1) + ln n!√

2πn
(
n
e

)n + ln
(√

2πn
(n
e

)n)
=

1

2
ln (2π) + lnn−

n∑
k=1

1

k
+ n lnn− n ln (n+ 1) + ln n!√

2πn
(
n
e

)n
=

1

2
ln (2π) +

(
lnn−

n∑
k=1

1

k

)
− n ln

(
1 +

1

n

)
+ ln n!√

2πn
(
n
e

)n
→ 1

2
ln (2π)− γ − 1

所以极限为 lim
n→∞

√
n

n∏
k=1

e1−
1
k(

1 + 1
k

)k = e
1
2 ln(2π)−γ−1 =

√
2π

eγ+1
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11.

ln
(

n∑
k=1

1√
n2 + n+ k

)n

= n ln
(

n∑
k=1

1√
n2 + n+ k

)
= n ln

(
1−

n∑
k=1

(
1

n
− 1√

n2 + n+ k

))

= n ln
(
1−

n∑
k=1

√
n2 + n+ k − n

n
√
n2 + n+ k

)
= n ln

(
1−

n∑
k=1

n+ k

n
√
n2 + n+ k

(√
n2 + n+ k + n

))
n∑

k=1

n+ k

n
√
n2 + n+ k

(√
n2 + n+ k + n

) ≤
n∑

k=1

2n

n
√
n2 + n

(√
n2 + n+ n

) =
2√

n+ 1
(√

n+ 1 +
√
n
) → 0

lim
n→∞

ln
(

n∑
k=1

1√
n2 + n+ k

)n

= − lim
n→∞

n∑
k=1

n+ k√
n2 + n+ k

(√
n2 + n+ k + n

)
n∑

k=1

n+ k√
n2 + n+ k

(√
n2 + n+ k + n

) ≤
n∑

k=1

n+ k√
n2 + n

(√
n2 + n+ n

) =
n2 + n(n+1)

2√
n2 + n

(√
n2 + n+ n

) → 3

2
n∑

k=1

n+ k√
n2 + n+ k

(√
n2 + n+ k + n

) ≥
n∑

k=1

n+ k√
n2 + 2n

(√
n2 + 2n+ n

) =
n2 + n(n+1)

2√
n2 + 2n

(√
n2 + 2n+ n

) → 3

2

⇒ lim
n→∞

(
n∑

k=1

1√
n2 + n+ k

)n

= e−
3
2

12. 利用压缩映射是最快的方法，比单调有界和考虑二次复合要省事很多：

|xn+2 − 2| = |xn − 2|(
3 +

√
xn + 7

) (√
7−

√
7 + xn + 2

) ≤ 1

6
|xn − 2|

由此可知所求的极限是 2

13.
n∑

k=0

(−1)
k
Ck

n

√
x2 + k =

n∑
k=0

(−1)
k
Ck

n

(√
x2 + k − x

)
=

n∑
k=0

(−1)
k
Ck

n

1√
x2 + k + x∣∣∣∣∣

n∑
k=0

(−1)
k
Ck

n

√
x2 + k

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=0

Ck
n

1√
x2 + k + x

≤ 1

2x

n∑
k=0

Ck
n =

2n−1

x

由此可知所求极限是 0

14. 直接解决一个推广问题

命题 10.1.1: 一般结论

设 lim
n→∞

an
n

= A > 0，令 yn = n
√
a1a2...an，则有 lim

n→∞

(
(n+ 1)

2

yn+1
− n2

yn

)
=

e

A
.

证明. 不妨设 A = 1，否则将 an 换成 Aan 即可，设 an = nbn，则 bn → 1 且 yn = n
√
n!b1b2...bn

先来证明 yn+1 − yn → 1

e
，运用斯特林公式 n! ∼

√
2πn

(n
e

)n
，stolz 公式以及等价无穷小替换有
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lim
n→∞

(yn+1 − yn) = lim
n→∞

(
n+1
√
(n+ 1)!b1b2...bnbn+1 − n

√
n!b1b2...bn

)
= lim

n→∞
n
√
n! n
√
b1b2...bn

(
n+1
√
(n+ 1)!b1b2...bnbn+1

n
√
n!b1b2...bn

− 1

)
,

 lim
n→∞

n∑
k=1

ln bk

n
= lim

n→∞
ln bn = 0


= lim

n→∞

n

e

(
n+1
√

(n+ 1)!b1b2...bnbn+1

n
√
n!b1b2...bn

− 1

)
,

(
lim

n→∞

n+1
√
(n+ 1)!
n
√
n!

= 1, lim
n→∞

n+1
√

b1b2...bnbn+1

n
√
b1b2...bn

= 1

)

=
1

e
lim

n→∞
n ln

(
n+1
√
(n+ 1)!b1b2...bnbn+1

n
√
n!b1b2...bn

)
=

1

e
lim

n→∞
ln ((n+ 1)!b1b2...bnbn+1)

n
n+1

n!b1b2...bn
,

(
lim

n→∞

((n+ 1)!)
n

n+1

n!
= e

)

=
1

e
lim

n→∞
ln eb

n
n+1

n+1

(b1b2...bn)
1

n+1

=
1

e
+

1

e
lim

n→∞

 n

n+ 1
ln bn+1 −

n∑
k=1

ln bk

n+ 1

 =
1

e

显然 yn → ∞，结合以上结果有

lim
n→∞

(
(n+ 1)

2

yn+1
− n2

yn

)
= lim

n→∞
n2

(
1

yn+1
− 1

yn

)
+ 2 lim

n→∞

n

yn
= 2 lim

n→∞

1

yn+1 − yn
− lim

n→∞
n2 yn+1 − yn

ynyn+1

= 2e− lim
n→∞

(yn+1 − yn)

(
n

yn

)2

= 2e− 1

e

(
lim

n→∞

n

yn

)2

= e

由此，原题作为一种特殊情况，根据斯特林公式可知结论成立

15. 将数列分成 p 个不相交的子列，证明每一个的极限都是
λ

p
即可，由 stolz 公式知

lim
k→∞

akp+r

kp+ r
= lim

k→∞

a(k+1)p+r − akp+r

p
=

λ

p
, r = 1, 2, ..., p

结论得证

171



10.2 第三章习题答案 第十章 习题答案

10.2 第三章习题答案

1. 不一定存在，考虑形如 xm sin 1

xn
的函数即可

2. 利用二倍角公式知

sin4x+ cos4x =

(
1− cos 2x

2

)2

+

(
1 + cos 2x

2

)2

=
cos22x+ 1

2
=

1+cos 4x
2 + 1

2
=

1

4
cos 4x+

3

4

进而根据 cos ax 的高阶导公式可知结论显然成立
3.

p (x) =

n∏
k=1

(x− xk)
rk , ln p (x) =

n∑
k=1

rk ln (x− xk),
p′ (x)

p (x)
=

n∑
k=1

rk
x− xk

p′′ (x) p (x)− p′2 (x)

p2 (x)
= −

n∑
k=1

rk

(x− xk)
2 ≤ 0 ⇒ p′2 (x)− p′′ (x) p (x) ≥ 0

4.
lim
x→0

f
(
sin2x+ cosx

)
tan 3x(

ex2 − 1
)
sinx = 3 lim

x→0

f
(
sin2x+ cosx

)
x2

= 3 lim
x→0

f
(
sin2x+ cosx

)
− f (1)

sin2x+ cosx− 1

sin2x+ cosx− 1

x2

= 3f ′ (1) lim
x→0

sin2x+ cosx− 1

x2
=

3

2
f ′ (1)

5. 归纳容易证明，只需要代入验证，均为显然的
6. 考虑

g (x) = f (x)− 1

x2 + 1
⇒ g

(
1

n

)
= f

(
1

n

)
− 1

1
n2 + 1

= 0, ∀n ≥ 1

然而 g(x) 是任意阶可导的并且 x = 0 是 g(x) 零点的聚点，所以（和上课例题一样）g(n)(0) = 0 对任意 n 恒

成立，因此所求记为
1

x2 + 1
在 x = 0 处的 n 阶导数，显然奇数阶是零，偶数阶是 (−1)n(2n)!

7.
x2 + 4xy + ey = 1, 2x+ 4 (y + xy′) + eyy′ = 0 ⇒ y′ = −2

2y + x

ey + 4x

y′′ = −2
(2y′ + 1) (ey + 4x)− (eyy′ + 4) (2y + x)

(ey + 4x)
2 ⇒ y (0) = 0, y′ (0) = −2, y′′ (0) = 6

8. 直接代入验证计算即可
9. 任意给定 ε > 0 ．因为 f(x)− f

(x
2

)
= o(x) (x → 0)，存在 δ ∈ (0, 1) ，对任何 x ∈ U◦(0; δ)，有∣∣∣∣∣f(x)− f

(
x
2

)
x

∣∣∣∣∣ < ε

3
, 即

∣∣∣f(x)− f
(x
2

)∣∣∣ < ε

3
|x|.

于是对任何 x ∈ U◦(0; δ) 及 n ∈ N+ ，有∣∣∣∣f(x)x
− 0

∣∣∣∣ = |f(x)|
|x|

≤
∣∣f(x)− f

(
x
2

)∣∣
|x|

+ · · ·+
∣∣f ( x

2n−1

)
− f

(
x
2n

)∣∣
|x|

+

∣∣f ( x
2n

)∣∣
|x|

<
ε

3
+

ε

3
· 1
2
+ · · ·+ ε

3
· 1

2n−1
+

∣∣f ( x
2n

)∣∣
|x|

=
2ε

3

(
1− 1

2n

)
+

∣∣f ( x
2n

)∣∣
|x|

.

因此，对任何 x ∈ U◦(0; δ) ，由条件 lim
x→0

f(x) = 0 有

∣∣∣∣f(x)x
− 0

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣f(x)x
− 0

∣∣∣∣ ⩽ lim
n→∞

(
2ε

3

(
1− 1

2n

)
+

∣∣f ( x
2n

)∣∣
|x|

)
=

2ε

3
< ε,
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这就证明了 lim
x→0

f(x)

x
= 0。

10. 运用柯西方程，结合连续性可知所求为 f(x) = Cex

11. 不妨设 a ∈ (1, 2)，否则利用条件递推有限次，将 a 卡在 2 的两个相邻的幂次之间即可，对于 a ∈ (1, 2) 的

情况，结合条件和单调性可知结论显然，本题得证

12. 回忆高考题：一个函数如果有两个对称中心，那么就是周期函数，只不过这里等式变成了极限式
注意一次函数显然具备题中所说的性质，因此减去一个一次函数，不妨设 f(0) = f(1) = 0，我们的目标是证明

f(x) 恒为零，从条件

lim
x→+∞

(f (x) + f (−x)) = 0, lim
x→+∞

(f (1 + x) + f (1− x)) = 0

可知

0 = lim
x→+∞

(f (x) + f (2− x)) = lim
x→+∞

(f (2− x)− f (−x)) ⇒ lim
x→+∞

(f (x+ 2)− f (x)) = 0

2f (a+ 2) = lim
x→+∞

(f (a+ 2 + x) + f (a+ 2− x)) = lim
x→+∞

(f (a+ x) + f (a− x)) = 2f (a)

2f (−a) = lim
x→+∞

(f (−a+ x) + f (−a− x)) = − lim
x→+∞

(f (a− x) + f (a+ x)) = 2f (a)

⇒ f (x+ 2) = f (x) , f (−x) = −f (x) , ∀x ∈ R

也就是说，f(x) 是周期为 2 的连续的奇函数，并且 f(−1) = f(0) = f(1) = 0，如果 f(x) 不恒为零，则考虑最

值点 a，代入到条件中可知矛盾，从而得证

13. 容易求出 g′ (x) =


xf (x)−

∫ x

0
f (u) du

x2
, x ̸= 0

A

2
, x = 0

，显然是连续的

14. 考虑 g (x) = e(a+bi)x，则 g(n) (x) = (a+ bi)
n
e(a+bi)x，再设 a+ bi =

√
a2 + b2eiθ, θ = arctan b

a
因此

(eax cosx)(n) + i(eax sinx)(n) =
(
a2 + b2

)n
2 e(a+bi)xeniθ = eax

(
a2 + b2

)n
2 (cos (bx+ nθ) + i sin (bx+ nθ))

两边取虚部得到 f (n) (x) =
(
a2 + b2

)n
2 eax sin

(
bx+ n arctan b

a

)
15. 如果不同的数列对应着不同的极限，则

lim
n→∞

f (bn)− f (an)

bn − an
= A, lim

n→∞

f (dn)− f (cn)

dn − cn
= B,A ̸= B

现在取 An =

{
ak, n = 2k − 1

ck, n = 2k
,Bn =

{
bk, n = 2k − 1

dk, n = 2k
则相应的极限 lim

n→∞

f (Bn)− f (cn)

dn − cn
不存在

这说明 an, bn 随便取极限都是一样的，取 an = x, bn = 2x, x > 0，则问题化为上课例题或者习题 9，进而得证
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10.3 第四章习题答案

1. 不妨设 a = 0, b = 1。待定系数换元，可以发现：考虑

g (x) = f (x) +
f ′ (0)− f ′ (1)

2
x2 − f ′ (0)x

则 g(x) 满足

g′ (0) = g′ (1) = 0, g′′ (x) = f ′′ (x)− (f ′ (1)− f ′ (0))

于是等价于说明：g(x) 在 [0, 1] 中可导，在 (0, 1) 中二阶可导，且 g′(0) = g′(1) = 0，则存在 u ∈ (0, 1) 使得

g′′(u) = 0

反证法，利用导数介值性，则不妨设 g′′(x) > 0, x ∈ (0, 1) 恒成立，于是对任意充分小的正数 ε > 0，g′(x) 在区

间 [ε, 1− ε] 中严格单调递增

因为 g′(0) = 0，所以存在一列严格递减的 xn > 0, xn → 0 使得 g′(xn) → 0（思考这个命题的反面，反证法，意

味着存在 δ > 0, ε0 > 0使得对任意 x ∈ (0, ε0)都有 |f ′(x)| ≥ δ，进而在 (0, ε0)区间内，
′(x) ≥ δ 与 f ′(x) ≤ −δ 必有

一个恒成立，不妨设为前者，接着利用达布中值定理也就是导数介值性，可以看出来矛盾，比如说考虑 f(x)− δ

2
x这

个函数，在 0 处导数为负，在另一端导数为正，所以会在内点取到最小值，那么该点导数为零，该点就有 g′(x) =
δ

2
，

导致矛盾），同样也存在一列严格递增的 yn → 1, yn < 1 使得 g′(yn) → 0

由此容易说明，上述性质与任意 ε > 0，g′(x) 在区间 [ε, 1− ε] 中严格单调递增这个性质是矛盾的（当然严格来

讲还需要写几步证明），结论得证

注：本题本质上是一个性态分析问题，来自谢惠民参考题二，有一定难度

2. 本题的核心想法是对导数积分，从二阶导开始往回推，则有

−1− x

4a
≤ f ′ (x) ≤ −1 +

x

4a

b = f (a) = f (0) +

∫ a

0

f ′ (x) dx ≤ a+

∫ a

0

−1 +
x

4a
dx =

a

8

b = f (a) = f (0) +

∫ a

0

f ′ (x) dx ≥ a+

∫ a

0

−1− x

4a
dx = −a

8

f (a+ b) = f (a) +

∫ a+b

a

f ′ (x) dx ≤ b+

∫ a+b

a

−1 +
x

4a
dx =

b2 + 2ab

8a
≤ 17a

512

f (a+ b) = f (a) +

∫ a+b

a

f ′ (x) dx ≥ b+

∫ a+b

a

−1− x

4a
dx = −b2 + 2ab

8a
≥ −17a

512

所以结论成立

3. 本题只需要将目标视为一个微分方程，把解算出来，减去这个解，就可以把所有的边界点条件以及右端的函
数全部调成零，然后应用定理 4.6.2（注意不是完全一模一样的直接用，但是几乎一样，方法更是一样）即可
具体证明如下：先作齐次化，找一个函数 g 满足 g

(π
2

)
=

π2

4
, g′
(π
2

)
= π, g(0) = 1 且 2g′′(x)− 2g′(x)+ g(x)−(

x2 − 4x
)
= 4

解微分方程可得 g(x) = e x
2

(
cos x

2
− sin x

2

)
+ x2

令 h(x) = f(x) − g(x) ，则 h 满足 h
(π
2

)
= h′

(π
2

)
= h(0) = 0，要证明：存在 ξ ∈

(
0,

π

2

)
使得 2h′′(ξ) −

2h′(ξ) + h(ξ) = 0，对应的特征方程为 2λ2 − 2λ+ 1 = 0, λ1,2 =
1

2
± i

2
．

令 F (x) =
e− x

2 h(x)

cos x
2

，则 F (0) = F
(π
2

)
= 0，所以存在 ξ1 ∈

(
0,

π

2

)
使得 F ′ (ξ1) = 0

又 F ′(x) = e− x
2
(2h′(x)− h(x)) cos x

2 + h(x) sin x
2

2 cos2 x
2

，令 H(x) = e− x
2

(
(2h′(x)− h(x)) cos x

2
+ h(x) sin x

2

)
, 则

H (ξ1) = H
(π
2

)
= 0，因而存在 ξ ∈

(
0,

π

2

)
使得 H ′(ξ) = 0，由此即得 2h′′(ξ)− 2h′(ξ) + h(ξ) = 0，得证
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4. 插值，容易发现应该考虑函数

g (x) = f (x)− x4

24
− x3

2
−
(
11

24
− f (0)

)
x2 − f (0)

它满足 g(−1) = g(0) = g′(0) = g(1) = 0，使用三次罗尔中值定理，就得到了 g′′′(u) = f ′′′(u)− u− 3 = 0，得证

5. 反证法，利用导数的介值性，不妨设 f ′′(x) > 2f(x)f ′(x) 恒成立，于是(
f ′ (x)− f2 (x)

)′
> 0, f ′ (x)− f2 (x) > f ′ (0)− f2 (0) = 1

f ′ (x)

1 + f2 (x)
> 1, (arctan f (x)− x)

′
> 0, arctan f (x)− x > arctan f (0)− 0 = 0

arctan f (x) > x ⇒ π

4
= arctan f

(π
4

)
>

π

4

导致矛盾

6. 根据条件容易看出 f(0) = f ′(0) = f(π) = 0，所以函数 exf(x) 有三个零点，利用罗尔中值定理可知 f(x) +

f ′(x) 有两个零点，进而考虑 e−x(f(x) + f ′(x))，再来一次罗尔中值定理可知，f ′′(x)− f(x) 有一个零点，结论得证

7. 首先考虑微分方程 f ′′(x) + xf ′(x) +
(x2 + 1)

4
f(x) = 0，解微分方程（需要观察，尝试）得到两个线性无关

的解为 f (x) = e
x2−2x

4 , e
x2+2x

4 ，所以考虑这样子的求导关系(
e

x2−2x
4 f (x)

)′
= e

x2−2x
4

(
f ′ (x) +

x− 1

2
f (x)

)
,
(
e

x2+2x
4 f (x)

)′
= e

x2+2x
4

(
f ′ (x) +

x+ 1

2
f (x)

)
(
e

x2−2x
4

(
f ′ (x) +

x− 1

2
f (x)

))′

= e
x2−2x

4

(
f ′′ (x) + xf ′ (x) +

x2 + 1

4
f (x)

)
(
e

x2+2x
4

(
f ′ (x) +

x+ 1

2
f (x)

))′

= e
x2+2x

4

(
f ′′ (x) + xf ′ (x) +

x2 + 1

4
f (x)

)
根据导数的介值性（注意，必须是利用导数介值性，而不是“连续性”，因为 f ′′(x) 并没有连续性），采用反证

法，则可以设 f ′′ (x) + xf ′ (x) +
x2 + 1

4
f (x) 在 (0, 1) 中恒正或者恒负，下面分类讨论

若 f ′′ (x) + xf ′ (x) +
x2 + 1

4
f (x) > 0 在 (0, 1) 中恒成立，令

g (x) = e
x2−2x

4

(
f ′ (x) +

x− 1

2
f (x)

)
, h (x) = e

x2+2x
4

(
f ′ (x) +

x+ 1

2
f (x)

)
则 g(x), h(x) 均在 [0, 1] 中严格单调递增，根据条件有

g (0) = f ′ (0)− 1

2
f (0) = 0, h (1) = e

3
4 (f ′ (1) + f (1)) = 0

所以 g(1) > g(0) = 0, h(0) < h(1) = 0 也即

g (1) = f ′ (1) > 0 ⇒ f (1) < 0, h (0) = f ′ (0) +
1

2
f (0) = f (0) < 0

进而 p (x) = f ′ (x) +
x

2
f (x) 满足

p (0) = f ′ (0) =
1

2
f (0) < 0, p (1) = f ′ (1) +

1

2
f (1) = −1

2
f (1) > 0

这与条件：p(x) 没有零点矛盾

对于另一种情况，也即 f ′′ (x) + xf ′ (x) +
x2 + 1

4
f (x) < 0 在 (0, 1) 中恒成立，则 g(x), h(x) 均在 [0, 1] 中严格

单调递减，且 g(0) = h(1) = 0，于是 g(1) < 0, h(0) > 0，代入，对应的是

f ′ (1) < 0, f (1) > 0, f (0) > 0, f ′ (0) > 0
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进而

p (0) = f ′ (0) =
1

2
f (0) > 0, p (1) = f ′ (1) +

1

2
f (1) = −1

2
f (1) < 0

导致矛盾，结论得证

注；本题难度较大，综合性强，而且条件那个等式并不是让你考虑微分方程的！有迷惑性，容易让你走偏

8. 考虑（利用 Beta 函数）

g (x) = f (x)− n!

k! (n− k − 1)!

∫ x

0

tk(1− t)
n−k−1

dt, g (0) = g (1)

利用罗尔中值定理可知结论成立

9. 反证法，对于第一个，不妨设 xf (x) >

∫ x

0

tf (t) dt, x ∈ (0, 1)，考虑

g (x) = e−x

∫ x

0

tf (t) dt, g′ (x) = e−x

(
xf (x)−

∫ x

0

tf (t) dt

)
> 0

所以 g(x) 单调递增，得到 g(x) ≥ g(0) = 0 也即∫ x

0

tf (t) dt > 0, x ∈ (0, 1] ⇒ xf (x) >

∫ x

0

tf (t) dt > 0, f (x) > 0, x ∈ (0, 1]

这会导致

∫ 1

0

f (x) dx > 0，矛盾

对于第二个，设 f(x) 的最大值是 f(x0) = M，最小值是 m，则不妨设 M > 0,m < 0（因为若其中一个是零，

根据条件，则 f(x) 恒为零，结论显然成立），采用反证法，不妨设（不然可以考虑 −f(x)）

x2f (x) <

∫ x

0

(
t2 + t

)
f (t) dt, x ∈ (0, 1)

进而对任意 x ∈ [0, 1] 有

x2f (x) ≤
∫ x

0

(
t2 + t

)
f (t) dt ≤ M

∫ x

0

t2 + tdt =

(
x3

3
+

x2

2

)
M ⇒ f (x) ≤ 5

6
M

这与 f(x) 最大值 M 矛盾，结论得证

10. 注意到 f(x) = 1, x − 1

2
时条件等式都成立，所以不妨设 f(

1

2
) = f ′(

1

2
) = 0，然后采用反证法，不妨设

f ′′(x) > 0, x ∈ (0, 1) 也即 f ′(x) 在 [0, 1] 中严格单调递增，根据条件等式有∫ 1
4

0

f (x) dx+

∫ 1

3
4

f (x) dx =

∫ 3
4

1
4

f (x) dx

然而根据 f ′(x), f ′′(x) 性质可知，f(x) 在 [0,
1

2
] 中严格递减，在 [

1

2
, 1] 中严格递增，于是上面的等式，左边一

定比右边大，导致矛盾

11. 对任意 v ∈ (0, 1)，中值定理有 w ∈ (0, v) 使得

f ′′ (w) =
f ′ (v)− f ′ (0)

v − 0
=

f ′ (v)

v
⇒ vf ′′ (w) = f ′ (v)

记 g(x) = f ′(x) 是连续函数，满足 g(0) = 0，则需要证明：存在 u, v ∈ (0, 1) 使得 g(u) =
π

2
g(v) sin 2u

显然 g(x) 在 [0, 1] 中有最大值 M ≥ 0 以及最小值 m ≤ 0，不妨设 M > m，否则 M = m = 0 意味着 g(x) 恒

为零，结论显然成立
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并且函数 h (x) =
g (x)

π
2 sin 2x 满足 lim

x→0+
h (x) = lim

x→0+

f ′ (x)
π
2 sin 2x =

1

π
f ′′ (0) 存在，所以 h(x) 是 [0,

π

2
) 中的连续

函数，因此只要证明存在 x ∈ [0,
π

2
) 使得 h(x) ∈ (m,M) 即可（一旦成立，则利用连续性可知一个邻域内取值都在

(m,M) 之间，进而能够克服“区间端点”的问题，保证都在开区间中，细节自行说明，直观上是显然的）

反证法，不妨设 h(x) ≥ M 恒成立，则

h
(π
4

)
=

2

π
g
(π
4

)
≥ M ⇒ M ≥ g

(π
4

)
≥ π

2
M ⇒ M = 0

这说明 g(x) ≤ 0 恒成立，并且 h (x) =
g (x)

π
2 sin 2x ≥ 0 在 [0,

π

2
) 中恒成立，那只能 g(x) 恒为零，导致矛盾，得证

注：本题也可以去凑柯西中值定理然后做掉，无需性态分析，不过你不一定凑的出来

12. 本题只需要证明 f(x) 有两个零点，显然 f(x) 有一个零点，若只有一个，可以记为 f(x0)，条件表明 g(x)

严格单调，所以考虑函数 g(x)− g(x0)，它也是只有一个零点 x0，根据条件得到

∫ 1

0

f (x) (g (x)− g (x0)) dx = 0，但

是被积函数不变号并且只有一个零点，这是不可能的，矛盾

13. 直接分部积分即可解决问题∫ 1

0

(
360x2 − 360x+ 60

)
f (x) dx =

∫ 1

0

f (x) d
(
120x3 − 180x2 + 60x

)
=
(
120x3 − 180x2 + 60x

)
f (x)

∣∣1
0 −

∫ 1

0

(
120x3 − 180x2 + 60x

)
f ′ (x) dx

= −
∫ 1

0

f ′ (x) d
(
30x4 − 60x3 + 30x2

)
=

∫ 1

0

f ′′ (x)
(
30x4 − 60x3 + 30x2

)
dx

= 30

∫ 1

0

f ′′ (x)x2(x− 1)
2
dx = 30f ′′ (ξ)

∫ 1

0

x2(1− x)
2
dx = f ′′ (ξ)

14. 看成给定初值的微分方程，先对这一组初值去解微分方程，得到 f(x) = ex(2x+ 1)（注意，实际上边界条

件多给了一个，但是刚刚好是不冲突的），然后考虑 g(x) = f(x)− ex(2x+ 1)，则 g(0) = g(1) = g′(1) = 0，要证明

g′′(u)− 2g′(u) + g(u) = 0，接下来就是标准做法，考虑

p (x) = e−xg (x) , p′ (x) = e−x (g′ (x)− g (x)) , p′ (ξ) = p′ (1) = 0

p′′ (x) = e−x (g′′ (x)− 2g′ (x) + g (x)) , p′′ (u) = 0

由此得证
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10.4 第五章习题答案

1. ∫
arcsinx arccosxdx = x arcsinx arccosx−

∫
x√

1− x2
(arccosx− arcsinx) dx

= x arcsinx arccosx+

∫
(arccosx− arcsinx) d

√
1− x2

= x arcsinx arccosx+
√
1− x2 (arccosx− arcsinx) +

∫
2dx

= x arcsinx arccosx+
√
1− x2 (arccosx− arcsinx) + 2x+ C

2. ∫ 2π

0

f (a cosx+ b sinx) dx =

∫ 2π

0

f
(√

a2 + b2 cos (x+ θ)
)
dx

=

∫ π

−π

f
(√

a2 + b2 cosx
)
dx = 2

∫ π

0

f
(√

a2 + b2 cosx
)
dx

3. ∫ π

0

1

2 + cos 2xdx =

∫ π

0

1

2 + cosxdx =

∫ π

0

1

2 +
1−tan2 x

2

1+tan2 x
2

dx =

∫ π
2

0

2

2 + 1−tan2x
1+tan2x

dx

=

∫ ∞

0

2

2 + 1−t2

1+t2

1

1 + t2
dt =

∫ ∞

0

2

t2 + 3
dt =

2 arctan x√
3√

3
|∞0 =

π√
3

4. 可以强行三角换元去做∫
1

3
√
1 + x3

dx
x3=−sin2θ

=

∫
1

3
√
1− sin2θ

−2

3

1

sin 1
3 θ

cos θdθ = −2

3

∫
1

tan 1
3 θ

dθ(
y = tan 1

3 θ, θ = arctan y3
)
= −2

3

∫
1

y

3y2

1 + y6
dy = −2

∫
y

y6 + 1
dy

u=y2

= −
∫

1

u3 + 1
du

之后的积分容易计算，当然从这个过程里面也可以找到直接的换元，如下

x3 = −sin2θ, y3 = tan θ, y6 = u3 = tan2θ, u3 + 1 =
1

cos2θ =
1

1− sin2θ
=

1

1 + x3
⇒ u = − x

3
√
1 + x3

因此，做这个换元，一步就可以换过去，并且中间还不会遇到开方正负或者定义域之类的问题（三角换元那个

做法，过程的严谨性会差一点），最终的结果是∫
1

3
√
1 + x3

dx =
1√
3
arctan

(
2u− 1√

3

)
+

1

2
ln |u+ 1| − 1

6
ln
∣∣u3 + 1

∣∣+ C, u = − x
3
√
1 + x3

受前面的启发，第二个可以直接做换元

u =
x

4
√
1 + x4

⇔ x =
u

4
√
1− u4

, dx =
1

(1− u4)
5
4

du,
1

4
√
1 + x4

=
4
√
1− u4

于是最终答案为∫
1

4
√
1 + x4

dx =

∫
1

1− u4
du =

arctanu
2

+
1

4
ln
∣∣∣∣1 + u

1− u

∣∣∣∣+ C, u =
x

4
√
1 + x4

由此可见，其实一般的这种类型的积分，基本上都可以类似的根号换元做出来

注：本题比较不正经，简单看看即可，考试应该不会考，属于积分爱好者范畴，记住换元就够了
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5. 注意求导关系
(
e−x

(
1 + x+ ...+

xn

n!

))′

= −e−xx
n

n!
，所以

∫
xn

1 + x+ ...+ xn

n!

dx = −n!

∫ −e−x xn

n!

e−x
(
1 + x+ ...+ xn

n!

)dx
= −n!

∫ (
e−x

(
1 + x+ ...+ xn

n!

))′
e−x

(
1 + x+ ...+ xn

n!

) dx = −n! ln
(
e−x

(
1 + x+ ...+

xn

n!

))
+ C

6. 你可以直接分区间计算，然后斯特林公式求极限（自行完成），实际上这个积分长的很像欧拉麦克劳林公式，
因为刚刚好 {x} − 1

2
就是欧拉麦克劳林公式里面的 b1(x)，

1

x
= (lnx)′，这样做更快更直接，所以考虑

n∑
k=1

ln k =

∫ n

1

lnxdx+
ln 1 + lnn

2
+

∫ n

1

{x} − 1
2

x
dx

取极限得到积分为∫ ∞

1

{x} − 1
2

x
dx = lim

n→∞

(
lnn!− (n lnn− n+ 1)− 1

2
lnn

)
= lim

n→∞
ln n!en

nn
√
n
− 1 =

1

2
ln (2π)− 1

7.
I =

∫ (
x2 + 6

) (
cos2 x+ sin2 x

)
(x cosx− 3 sinx)2 dx

=

∫ ∣∣∣∣∣ x 3

−2 x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ cosx sinx
− sinx cosx

∣∣∣∣∣ dx
(x cosx− 3 sinx)2

=

∫ ∣∣∣∣∣ x cosx− 3 sinx x sinx+ 3 cosx
−2 cosx− x sinx x cosx− 2 sinx

∣∣∣∣∣ dx
(x cosx− 3 sinx)2

=

∫
x cosx− 2 sinx
x cosx− 3 sinx dx+

∫
(x sinx+ 3 cosx)(2 cosx+ x sinx)

(x cosx− 3 sinx)2 dx

由于
d
dx (x cosx− 3 sinx) = −(2 cosx+ x sinx)，故可对上述第二个积分利用分部积分，得

I1 =

∫
(x sinx+ 3 cosx)(2 cosx+ x sinx)

(x cosx− 3 sinx)2 dx

=

∫
(x sinx+ 3 cosx)d

(
1

x cosx− 3 sinx

)
=

x sinx+ 3 cosx
x cosx− 3 sinx −

∫ d(x sinx+ 3 cosx)
x cosx− 3 sinx

=
x sinx+ 3 cosx
x cosx− 3 sinx −

∫
x cosx− 2 sinx
x cosx− 3 sinx dx

所以 I =

∫
x cosx− 2 sinx
x cosx− 3 sinx dx+ I1 =

x sinx+ 3 cosx
x cosx− 3 sinx + C ．

注：本题欣赏一下即可，不必纠结，这种方法和题目在正经考试中比较偏，一般不出现

8. 从被积函数来看，可以待定系数猜一下原函数，求导有(
ex+

1
x f (x)

)′
= ex+

1
x

(
f ′ (x) +

(
1− 1

x2

)
f (x)

)
= ex+

1
x

(
x+ 1− 1

x

)
f ′ (x) +

(
1− 1

x2

)
f (x) = x+ 1− 1

x
⇔ x2f ′ (x) +

(
x2 − 1

)
f (x) = x3 + x2 − x
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所以 f(x) 应该是一次函数，进而容易算出来 f(x) = x，所以

∫
ex+

1
x

(
x+ 1− 1

x

)
dx = ex+

1
xx+ C

9. ∫ π
2

−π
2

|sinx| arctan exdx =

∫ π
2

0

sinx
(
arctan ex + arctan e−x

)
dx =

π

2

∫ π
2

0

sinxdx =
π

2

10. 显然，曲线关于 x 轴，y 轴以及 y = x 都是对称的，并且画图（可以取点看，比如固定 x0 ∈ (0, 1)，那么

y(x0) 在 n → ∞ 时，显然要趋于 1，就确定了曲线）直观上容易看出来曲线趋近于一个正方形，所以拖测极限是 8

下面进行证明，易知曲线与 y = x 在第一象限内交点是 P

((
1

2

) 1
2n

,

(
1

2

) 1
2n

)
，解方程有 y =

(
1− x2n

) 1
2n，于

是在 x ∈

[
0,

(
1

2

) 1
2n

]
时 y(x) 单调递减，并且直观上看 y′(x) 非常小，几乎是零，由此放缩，可知

I =

∫ ( 1
2 )

1
2n

0

√
y′2 + 1dx <

∫ ( 1
2 )

1
2n

0

|y′|+ 1dx =

(
1

2

) 1
2n

−
∫ ( 1

2 )
1
2n

0

y′dx =

(
1

2

) 1
2n

−

((
1

2

) 1
2n

− 1

)
= 1

因此结论得证，所求的极限是 8

11. 极坐标换元 x = r cos θ, y = r sin θ，代入则方程变为 r = a cos θ
(
cos2θ − 3sin2θ

)
，来求参数范围

根据 r ≥ 0，参数应该满足两种情况之一：

cos θ ≥ 0, cos2θ − 3sin2θ ≥ 0 ⇔ |tan θ| ≤ 1

3
, θ ∈

[
−π

2
,
π

2

]
⇔ θ ∈

[
−π

6
,
π

6

]
cos θ ≤ 0, cos2θ − 3sin2θ ≤ 0 ⇔ |tan θ| ≥ 1

3
, |θ| ≥ π

2
⇔ θ ∈

[
π

2
,
5π

6

]
∪
[
−5

6
π,−π

2

]

因此参数分为三个部分：
[
−π

6
,
π

6

]
,

[
π

2
,
5π

6

]
,

[
−5

6
π,−π

2

]
，容易知道每一部分图像其实都是一样的（如果不知

道，那你就同样的积分算三遍，或者利用显然的关于 x 轴对称，这样积分只需要算两遍，无非麻烦点），所以面积为

S = 3

∫ π
6

−π
6

∫ a cos θ(cos2θ−3sin2θ)

0

rdrdθ =
3

2
a2
∫ π

6

−π
6

cos2θ
(
1− 4sin2θ

)2
dθ =

π

4
a2

最后的一元三角函数定积分计算自行完成

12. 此类问题都是采用微元法解决，近似成规则的图形然后用高考知识算几何量，再积分
首先，由 0 ⩽ θ ⩽ β ⩽ π, 0 ⩽ r ⩽ a 所表示的扇形区域绕极轴旋转一周所成的旋转体的体积为

V =
π

3
a2 sin2 βa cosβ + π

∫ a

a cos β

(
a2 − x2

)
dx =

2π

3
(1− cosβ)a3

然后作 [α, β] 的划分：α = θ0 < θ1 < θ1 < · · · < θn = β,

考察由 θi−1 ⩽ θ ⩽ θi, 0 ⩽ r ⩽ r(θ) 所表示的小曲边扇形区域绕极轴旋转一周所成的旋转体的体积，这小区域

可近似看作扇形，于是这小块的体积应近似等于

∆Vi =
2π

3
r3 (θi) (1− cos θi)−

2π

3
r3 (θi) (1− cos θi−1) ≈

2π

3
r3 (θi) · sin θi∆θi

从而 V ≈
n∑

i=1

2π

3
r3 (θi) sin θi∆θi

令 λ = max
1⩽i⩽n

(∆θi) → 0 ，就有 V =
2π

3

∫ β

α

r3(θ) sin θdθ
注：实际考试书写可以简洁不少，简单计算微元面积和体积，然后直接给最终的公式即可
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13. 本题的图形比较奇怪，可以分几个部分然后慢慢算，不过最快的方法是重积分换元公式

令 lnx = u, ln y = v，则 x = eu, y = ev, D′ : |u|+ |v| ≤ 1, J =

∣∣∣∣∣ xu xv

yu yv

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ eu 0

0 ev

∣∣∣∣∣ = eu · ev．进而

∫∫
D

dxdy =

∫∫
D′

|J |dudv =

∫∫
D′

eu · evdudv =

∫ 0

−1

eudu

∫ u+1

−u−1

evdv +

∫ 1

0

eudu

∫ 1−u

u−1

evdv = e− 1

e

14. 分部积分，并利用付汝兰尼积分的结果可知∫ ∞

0

(
e−ax − e−bx

)2
x2

dx =

∫ ∞

0

(
e−ax − e−bx

)2
d
−1

x
=

∫ ∞

0

2

x

(
e−ax − e−bx

) (
−ae−ax + be−bx

)
dx

= 2b

∫ ∞

0

e−(a+b)x − e−2bx

x
dx+ 2a

∫ ∞

0

e−(a+b)x − e−2ax

x
dx = 2a ln 2a

a+ b
+ 2b ln 2b

a+ b∫ ∞

0

e−ax2 − cos bx
x2

dx =

∫ ∞

0

e−ax2

− cos bxd−1

x
=

∫ ∞

0

−2axe−ax2

+ b sin bx
x

dx = −
√
aπ +

π

2
b

15. 作替换 x =
αt+ β

t+ 1
, 则 (让 t 的一次项消失, 再定 α, β) 得

x2 + 2 =
(αt+ β)2 + 2(t+ 1)2

(t+ 1)2
=

(
α2 + 2

)
t2 + β2 + 2

(t+ 1)2
,

2x2 − 2x+ 5 =

(
2α2 − 2α+ 5

)
t2 + 2β2 − 2β + 5

(t+ 1)2
,

其中, 利用方程组
{

2αβ + 4 = 0,

4αβ − 2α− 2β + 10 = 0,

{
α = 2,

β = −1,

{
α = −1,

β = 2,
确定 α, β ，取 α = −1, β = 2 则

x =
2− t

1 + t
, t =

2− x

1 + x
, dx =

−3 dt
(1 + t)

2 , x
2 + 1 =

3t2 + 6

(t+ 1)
2 , 2x

2 − 2x+ 5 =
9t2 + 9

(t+ 1)
2 .

从而可知 I = −1

3

∫
t+ 1dt

(t2 + 2)
√
t2 + 1

. 我们有

I = −1

3

∫
t dt

(t2 + 2)
√
t2 + 1︸ ︷︷ ︸

u2=t2+1

−1

3

∫ dt
(t2 + 2)

√
t2 + 1︸ ︷︷ ︸

v= t√
t2+1

= −1

3

∫ du
u2 + 1

− 1

3

∫ dv
2− v2

= −1

3
arctanu− 1

6
√
2
ln

√
2 + v√
2− v

+ C

= −1

3
arctan

√
2x2 − 2x+ 5

x+ 1
− 1

6
√
2
ln
√
2 (2x2 − 2x+ 5) + 2− x√
2 (2x2 − 2x+ 5)− 2 + x

+ C.

在上面的过程中我们默认了 t+ 1 > 0，如果 t+ 1 < 0，是完全类似的

注：本题不要用欧拉代换硬做，那样实在是太难算了，不信你可以试试，不管用哪一种欧拉代换去做都能让你

手算根本就不想算，只能说：理论上可以做出来

另外，本题我们最终得到的这个原函数它有一个间断点 x = −1，图像如下

这个图像说明上面的计算结果是正确的，求导之后对的上，唯一一个问题就是有一个间断点，因此最终的答案

里面，应当分段来写，其中最后的函数是一样的，只需要修改常数 C，也就是两个区间对应两个常数 C 使得函数连

续，那么这个分段函数就是连续且处处可导的，满足求导后等于被积函数，这样才是真正的答案（略，自己算一下

x = −1 处的左右极限，然后写出两个 C）
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16. 本题需要利用伽马函数的余元公式∫ 1

0

lnΓ (x) dx =

∫ 1

0

lnΓ (1− x) dx =
1

2

(∫ 1

0

lnΓ (x) dx+

∫ 1

0

lnΓ (1− x) dx

)
=

1

2

∫ 1

0

ln π

sinπxdx =
1

2
lnπ − 1

2

∫ 1

0

ln sinπxdx =
1

2
lnπ − 1

π

∫ π
2

0

ln sinxdx =
1

2
ln (2π)

17. 直接待定系数分解，然后取极限（令 x → −k）就可以确定分解式

1

x (x+ 1) ... (x+ n)
=

a0
x

+
a1

x+ 1
+ ...+

an
x+ n

⇒ ak =
(−1)

k

k! (n− k)!
=

1

n!
(−1)

k
Ck

n

所以 ∫ ∞

1

1

x (x+ 1) ... (x+ n)
dx =

∫ ∞

1

n∑
k=0

1

n!
(−1)

k
Ck

n

1

x+ k
dx

= lim
A→∞

n∑
k=0

1

n!
(−1)

k
Ck

n

∫ A

1

1

x+ k
dx = lim

A→∞

n∑
k=0

1

n!
(−1)

k
Ck

n (ln (A+ k)− ln (1 + k))

=
1

n!
lim

A→∞

n∑
k=0

(−1)
k
Ck

n

(
ln
(
1 +

k

A

)
+ lnA− ln (1 + k)

)
,

(
n∑

k=0

(−1)
k
Ck

n = 0

)
=

1

n!
lim

A→∞

n∑
k=0

(−1)
k
Ck

n ln
(
1 +

k

A

)
− 1

n!
lim

A→∞

n∑
k=0

(−1)
k
Ck

n ln (1 + k)

=
(−1)

n+1

n!

n∑
k=0

(−1)
k
Ck

n ln (1 + k)

18. 利用付汝兰尼积分结果即可一步解决∫ ∞

0

sin 3x
3x2

− sin 2x
2x2

dx =

∫ ∞

0

sin 3x
3x − sin 2x

2x

x
dx = − ln 3

2
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10.5 第六章习题答案

1. 根据条件，构造函数求二阶导容易说明 |f (x)| ≤ x (1− x)

2
，代入即可

2. 不妨设 M = 1，否则考虑函数
f(x)

M
即可，根据对称性，不妨设 |f(a)| ≥ |f(−a)|，进一步不妨设 f(a) ≥ 0，

否则考虑函数 −f(x) 即可

现在 |f ′(x)| ≤ 1, f(a) ≥ |f(−a)|，要证明
∣∣∣∣∫ 1

−1

f (x) dx

∣∣∣∣ < 1− a

利用 |f ′(x)| ≤ 1 放缩可知 ∫ 1

−1

f (x) dx =

∫ −a

−1

f (x) dx+

∫ 1

a

f (x) dx

≤
∫ −a

−1

f (−a)− x− adx+

∫ 1

a

f (a) + x− adx

= (1− a) (f (−a) + f (a)− a+ 1)∫ 1

−1

f (x) dx =

∫ −a

−1

f (x) dx+

∫ 1

a

f (x) dx

≥
∫ −a

−1

f (−a) + x+ adx+

∫ 1

a

f (a) + a− xdx

= (1− a) (f (−a) + f (a) + a− 1)

注意 f(a) + f(−a) ≥ 0，根据条件分部积分（自行绕开，回避导数不可积的问题）有∫ a

−a

f (x) dx = a (f (a) + f (−a))−
∫ a

−a

xf ′ (x) dx = 0

⇒ f (a) + f (−a) =
1

a

∣∣∣∣∫ a

−a

xf ′ (x) dx

∣∣∣∣ ≤ 1

a

∫ a

−a

|x| dx = a

所以

f (−a) + f (a)− a+ 1 ∈ (1− a, 1) ⊂ (0, 1]

f (−a) + f (a) + a− 1 ∈ (a− 1, 2a− 1) ⊂ (−1, 1)

取绝对值就有

∣∣∣∣∫ 1

−1

f (x) dx

∣∣∣∣ ≤ 1− a，显然取等时候函数在 x = 0 不可导，因此不等式是严格的

注：实际上对任意 a ∈ (0, 1)，不等式是系数都是最佳的，取 F (x) =


|x| − a

2
− ε2

6a
, |x| ∈ [ε, 1]

1

2ε
x2 +

ε− a

2
− ε2

6a
, |x| < ε

，满足所

有题目条件，然后令 ε → 0+ 即可（这里约定 ε ∈ (0, a)）

3. 利用柯西不等式有∫ 1
2

0

f ′′2 (x) dx

∫ 1
2

0

x2dx ≥

(∫ 1
2

0

xf ′′ (x) dx

)2

=

(
1

2
f ′
(
1

2

)
− 1

)2

∫ 1

1
2

f ′′2 (x) dx

∫ 1

1
2

(1− x)
2
dx ≥

(∫ 1

1
2

(1− x) f ′′ (x) dx

)2

=

(
1

2
f ′
(
1

2

))2

相加，然后看二次函数，求最值即可

4. 因为左右两端刚刚好都是平方项，所以直接考虑作差的平方，然后积分，变形就有∫ 1

0

(
f ′2 (x)

f (x)
− 3f ′′ (x)

)2

dx = 9

∫ 1

0

f ′′2 (x) dx−
∫ 1

0

f ′4 (x)

f2 (x)
dx ≥ 0
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5. 方法一：设 u =

∫ 1

0

f (x) dx, v =

∫ 1

0

xmf (x) dx，然后待定系数考虑

∫ 1

0

(f (x)− a− bxm)
2
dx =

∫ 1

0

f2 (x) dx+ a2 +
b2

2m+ 1
− 2au− 2bv + 2

ab

m+ 1
≥ 0

关于系数 a, b 求最小值，可得

a =
(1 +m) (u− v + (u− 2v)m)

m2
, b =

(1 +m) (1 + 2m) (−u+ v + vm)

m2

代入回去得到 ∫ 1

0

f2 (x) dx ≥
(1 +m)

(
(u− v)

2
+ (u− 3v) (u− v)m+ 2v2m2

)
m2

再用均值不等式即可得到 λ =
2

1
1+m + 1√

1+2m

，显然是最佳的

方法二：将问题变成离散的根据定积分定义有∫ 1

0

f2 (x) dx = lim
N→∞

1

N

N−1∑
k=0

f2

(
k

N

)
,

∫ 1

0

f (x) dx = lim
N→∞

1

N

N−1∑
k=0

f

(
k

N

)
∫ 1

0

xmf (x) dx = lim
N→∞

1

N

N−1∑
k=0

(
k

N

)m

f

(
k

N

)
下面证明

1

N

N−1∑
k=0

f

(
k

N

)N−1∑
k=0

(
k

N

)m

f

(
k

N

)
≤ 1

2

(
1

m+ 1
+

√
1

2m+ 1

)
N−1∑
k=0

f2

(
k

N

)
记

ak = f

(
k

N

)
, uk =

km

Nm+1
, λ =

1

2

(
1

m+ 1
+

√
1

2m+ 1

)
则要证明

(a0 + ...+ aN−1) (u0a0 + ...+ uN−1aN−1) ≤ λ
(
a20 + ...+ a2N−1

)
不妨设右边的平方和是 1，则左边的最大值就是相应的二次型矩阵的最大特征值，于是只要计算系数矩阵

A =
1

2


u0 + u0 · · · u0 + uN−1

...
...

uN−1 + u0 · · · uN−1 + uN−1


的特征多项式

|xI −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣xI −
1

2


u0 1
...

...

uN−1 1


(

1 · · · 1

u0 · · · uN−1

)∣∣∣∣∣∣∣∣
= xN−2

∣∣∣∣∣∣∣∣xI −
1

2

(
1 · · · 1

u0 · · · uN−1

)
u0 1
...

...

uN−1 1


∣∣∣∣∣∣∣∣

= xN−2

((
x− u0 + ...+ uN−1

2

)2

− 1

4
n
(
u2
0 + ...+ u2

N−1

))
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因此最大特征值是

x0 =
1

2

(
u0 + ...+ uN−1 +

√
n
(
u2
0 + ...+ u2

N−1

))
≤ 1

2

∫ 1

0

xmdx+

√∫ 1

0

x2mdx

 =
1

2

(
1

m+ 1
+

√
1

2m+ 1

)

恰好为 λ，所以我们证明了

1

N

N−1∑
k=0

f

(
k

N

)N−1∑
k=0

(
k

N

)m

f

(
k

N

)
≤ 1

2

(
1

m+ 1
+

√
1

2m+ 1

)
N−1∑
k=0

f2

(
k

N

)
令 N → ∞ 取极限即可得到目标结论
6. 可以对着取等条件配，也可以待定系数走微分方程，最后是∫ 1

0

(
f ′ (x)− πf (x)

2 tan πx
2

)2

dx =

∫ 1

0

f ′2 (x) dx− π2

4

∫ 1

0

f2 (x) dx ≥ 0

7. 直接待定系数寻找
y

b− a− 1 + y2
≤ λ

1

b− a
+ (1− λ)

1

1 + y
, ∀y > 0

这样的不等式，求极限算出来 λ =
1

b− a− 1
，容易验证是对的，然后代入 y = f(x) 两边积分即可

8. 记 a =

∫ 1

0

f (x) dx，则对任意 λ ∈ (0, 1) 都有

∫ 1

0

(x− λ) f (x) dx = −λa

利用绝对值不等式有

|a|λ =

∫ 1

0

|x− λ| |f (x)| dx ≤ M

∫ 1

0

|x− λ| dx =
λ2 + (1− λ)

2

2
M

所以

|a| ≤ 2λ2 − 2λ+ 1

2λ
M = M

(
λ+

1

2λ
− 1

)
利用均值不等式可知，取 λ =

1√
2
时右端达到最小值，故 a ≤ M(

√
2− 1)

显然当 f (x) =


M,x ∈

[
0,

√
2

2

]

−M,x ∈

(√
2

2
, 1

] 时不等式取等，故所求的最大值就是 M(
√
2− 1)

9. 对任意 u ∈ [0, 1] 有

|f ′ (x)| ≤ |f ′ (x)− f ′ (u)|+ |f ′ (u)| =
∣∣∣∣∫ u

x

f ′′ (t) dt

∣∣∣∣+ |f ′ (u)|

≤
∣∣∣∣∫ u

x

|f ′′ (t)| dt
∣∣∣∣+ |f ′ (u)| ≤

∫ 1

0

|f ′′ (x)| dx+ |f ′ (u)|

所以只需证明：存在 u ∈ [0, 1] 使得

|f ′ (u)| ≤ 4

∫ 1

0

|f (x)| dx
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反证法，根据导数的连续性，则不妨设∫ 1

0

|f (x)| dx = 1, f ′ (x) ≥ 4 + δ > 4, ∀x ∈ [0, 1]

积分得到 f (x) ≥ (4 + δ)x+ f (0)

此条件下，如果 f(x) 恒正或者恒负，则∫ 1

0

|f (x)| dx ≥ (4 + δ)

∫ 1

0

xdx = 2 +
δ

2

矛盾

如果 f(0) < 0, f(1) > 0，则 ∫ 1

0

|f (x)| dx ≥ (4 + δ)

∫ 1

0

∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣ dx = 1 +
δ

4

矛盾，结论得证

10. 连续版和离散版显然是等价的，这里证明一下离散的（高考不等式），方法不唯一

对任意 n ∈ N+ 和 ak, bk ≥ 0，要证明

n∑
k=1

ak + bk

n∑
k=1

akbk
ak + bk

≤
n∑

k=1

ak

n∑
k=1

bk，利用 4ab = (a+ b)2− (a− b)2 有

⇔
n∑

k=1

ak + bk

n∑
k=1

(ak + bk)
2 − (ak − bk)

2

ak + bk
≤ 4

n∑
k=1

ak

n∑
k=1

bk

⇔
n∑

k=1

ak + bk

n∑
k=1

(ak − bk)
2

ak + bk
≥

(
n∑

k=1

ak +

n∑
k=1

bk

)2

− 4

n∑
k=1

ak

n∑
k=1

bk =

(
n∑

k=1

(ak − bk)

)2

最后一个是柯西不等式，显然成立，结论得证，当然这个方法要是注意不到，你也可以用重积分做
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10.6 第七章习题答案

1. 两边求导得到 y′′(x+ f ′(y′)) = 0，若 y′′ = 0，则 y = cx+ f(c)，如果 x+ f ′(y′) = 0，则解为 x = −f ′(p), y =

−pf ′(p) + f(p)，其中 p 为参数

注：求出通解即可，无需讨论一会这个为零，一会那个为零的情况，f ′′(x) ̸= 0 其实并不重要，只是为零保证第

二种情况里面可以解出来 p = u(x) 是关于在 x 的函数，本题只要会对具体的 f(x) 求解就可以了

2. 根据条件有 ex + 3y2 + 2xyy′ = 0, u = y2, ex + 3u+ xu′ = 0，至此化为一阶线性微分方程，可得

u (x) = −
ex
(
2− 2x+ x2

)
x3

+
C

x3
⇒ y = ±

√
C

x3
− ex (2− 2x+ x2)

x3

3. 本题为欧拉方程，令 p = y′ 则方程为 x2p′′ + xp′ − 4p = 3x，再令 x = et 则有（这个结果前面上课例题已经

算过一次了）xp′ =
dp

dt
, x2p′′ =

d2p

dt2
− dp

dt
，进而方程是

d2p

dt2
− 4p = 3et，这是二阶线性微分方程，容易算出通解是

p = C1e
2t + C2e

−2t − et = y′ =
dy

dx

进而最终结果是

y′ = C1x
2 + C2

1

x2
− x, y = C1x

3 + C2
1

x
− 1

2
x2 + C3

注：到底哪里是对 x 求导，哪里是对 t 求导，自己心里要清楚，别搞混了

4. 直接求导即可

f ′ (x) = f (1− x) , f ′ (1− x) = f (x) , f ′′ (x) = −f ′ (1− x) = −f (x)

⇒ f (x) = C1 cosx+ C2 sinx, f (0) = 1 ⇒ f (x) = cosx+ c sinx
f ′ (x) = − sinx+ c cosx = f (1− x) = cos (1− x) + c sin (1− x)

− sinx+ c cosx = cos 1 cosx+ sin 1 sinx+ c sin 1 cosx− c cos 1 sinx
cosx (cos 1 + c sin 1− c) + sinx (1 + sin 1− c cos 1) = 0 ⇒ c =

1 + sin 1
cos 1 , c =

cos 1
1− sin 1

最后这两个 c 显然是一样的，所以答案为 f (x) = cosx+
1 + sin 1
cos 1 sinx

注：一个更快的方法是直接考虑 f ′(1) = f(0) = 0，利用这两个条件确定 c1, c2，不过这样子做完需要检验

5. 本题强行消元然后升阶，再看特征方程硬做肯定可以做，但是较为麻烦，有以下简单方法
根据条件，引入虚数单位 i，将第二个等式乘以 i 再和第一个相加，则 (x+ iy)

′′
+ i (x+ iy)

′
+ (x+ iy) = 0

记 z = x+ iy，则 z′′ + iz′ + z = 0，这是二阶线性微分方程，由特征根可知 z = C1e
√

5−1
2 it +C2e

−
√

5−1
2 it，这里

C1, C2 是任意复数，因此考虑实部虚部一共就有四个任意的实参数，接着乘法展开，合并，写成实数，最终答案为

x (t) = a cos −1 +
√
5

2
t− b sin −1 +

√
5

2
t+ c cos −1−

√
5

2
t− d sin −1−

√
5

2
t

y (t) = a sin −1 +
√
5

2
t+ b cos −1 +

√
5

2
t+ c sin −1−

√
5

2
t+ d cos −1−

√
5

2
t

6. 本题交换 dx, dy 会比较好做，根据条件有 xy + x3y3 =
dx

dy
= x′，这是伯努利方程

u =
1

x2
, u′ = −2

x′

x3
= −2

xy + x3y3

x3
= −2uy − 2y3, u′ + 2uy = −2y3

v = ey
2

u, v′ = ey
2

(u′ + 2yu) = −2y3ey
2

⇒ v = −ey
2 (

y2 − 1
)
+ C

u = Ce−y2

− y2 + 1 =
1

x2
, x =

1√
Ce−y2 − y2 + 1
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7. 记 u (x) =
x2 + y2

x
，则

y2 = xu (x)− x2, 2yy′ = u+ xu′ − 2x = eu + u− 2x ⇒ eu = xu′ = x
du

dx

e−udu =
1

x
dx ⇒ −e−u = lnx+ C, e−u = C − lnx = e−

x2+y2

x

此即通解

8.

y′ =
2x
(
2y − x2

y

)
x2 + y2 + 3

=
2y
(
2y2 − x2

)
y (x2 + y2 + 3)

=
dy

dx

所以 2
2y2 − x2

x2 + y2 + 3
=

ydy

xdx
=

dy2

dx2
，令 u = xH@, v = y2 则化为线性分式

dv

du
= 2

2v − u

u+ v + 3

令 u1 = u+ 2, v1 = v + 1，则化为齐次方程
dv1
du1

=
dv

du
= 2

2v1 − u1

u1 + v1

令 w =
v1
u1
，则 v1 = wu1，两边对 u1 求导有

dv1
du1

= w + u1
dw

du1

代入可知 w + u1
dw

du1
=

dv1
du1

= 2
2v1 − u1

u1 + v1
= 2

2w − 1

w + 1
，这是一个可分离变量的微分方程

分离变量，所以 − 1

u1
du1 =

w + 1

w2 − 3w + 2
dw =

(
3

w − 2
− 2

w − 1

)
dw

两边积分可知 − ln |u1| = 3 ln |w − 2| − 2 ln |w − 1|+ C

将这些变量逐一代回去可知

− ln |u1| = 3 ln |w − 2| − 2 ln |w − 1|+ C

⇒ − ln
∣∣eCu1

∣∣ = ln
∣∣∣∣∣ (w − 2)

3

(w − 1)
2

∣∣∣∣∣ , u1 = u+ 2, v1 = v + 1, w =
v1
u1

⇒ − ln
∣∣eC (u+ 2)

∣∣ = ln

∣∣∣∣∣∣∣
(

v1
u1

− 2
)3

(
v1
u1

− 1
)2
∣∣∣∣∣∣∣ = ln

∣∣∣∣∣ (v1 − 2u1)
3

u1(v1 − u1)
2

∣∣∣∣∣
⇒ e−C

u+ 2
=

∣∣∣∣∣ (v1 − 2u1)
3

u1(v1 − u1)
2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ (2u− v + 3)

3

(u+ 2) (u− v + 1)
2

∣∣∣∣∣ , u = x2, v = y2

⇒ e−C

x2 + 2
=

∣∣2x2 − y2 + 3
∣∣3

(x2 + 2) (x2 − y2 + 1)
2

⇒ C
(
x2 − y2 + 1

)2
=
(
2x2 − y2 + 3

)3
, C ∈ R

注：这是 14 届非数 CMC 的一道解答题，综合性较强，有一定难度
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10.7 第八章习题答案

1. 条件即 (B−A)(C+A−1) = −I，所以 (C+A−1)(B−A) = −I，展开即可（要是看不出来，可以试试 A = I）

2. 分块矩阵初等变换有

r (B) + r (ABC) = r

(
B 0

0 ABC

)
≥ r

(
B BC

0 ABC

)

= r

(
B BC

−AB 0

)
= r

(
AB

B BC

)
≥ r (AB) + r (ABC)

3. ∣∣∣∣∣ A B

B A

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ A−B B −A

B A

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ A−B 0

B A+B

∣∣∣∣∣ = |A−B| |A+B|∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A B C D

B A D C

C D A B

D C B A

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A− C B −D C −A D −B

B −D A− C D −B C −A

C D A B

D C B A

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A− C B −D 0 0

B −D A− C 0 0

C D A+ C B +D

D C B +D A+ C

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ A− C B −D

B −D A− C

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ A+ C B +D

B +D A+ C

∣∣∣∣∣
= |A+B + C +D| |A−B + C −D| |A+B − C −D| |A−B − C +D|

4. 注意到同时相抵变换 A → PAQ,B → Q−1BP−1 之下问题的条件和结论都不变，因此不妨设 A 就是相抵标

准型，代入立即得到 B 就是题中那样，得证

5. 条件等价于正交阵 A−1B 的特征值 1 的几何重数是 3，所以代数重数也是 3，注意特征值虚根成对，并且正

交阵的特征值都在单位圆上，所以特征值 −1 一定是奇数重的，这导致 |A−1B| = −1，因此行列式不同，就不可能

相似

6. 因为 A = a


1
...

1

( 1 · · · 1
)
− (a− 1) I，计算特征多项式有

|xI −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣(x+ a− 1) I − a


1
...

1

( 1 · · · 1
)∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x+ a− 1)

n

∣∣∣∣∣∣∣∣I −
a

x+ a− 1

(
1 · · · 1

)
1
...

1


∣∣∣∣∣∣∣∣

= (x+ a− 1)
n−1 |x+ a− 1− na| = (x+ a− 1)

n−1
(x− (n− 1) a− 1)

所以标准型就是 (1− a)
(
y21 + ...+ y2n−1

)
+ ((n− 1) a+ 1) y2n

7. 根据条件，A 特征值 2,−1,−1，所以 A∗ 特征值 1,−2,−2，由此容易算出 B = 2(E −A)−1，利用特征向量，

最终可以算出 B，所求表达式为 −2x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3

8. 如果 A是数量矩阵，则需要找 n+1个向量使得其中任何 n个都线性无关，考虑 e1, e2, ..., en, e1+e2+ ...+en

即可满足要求

反之如果存在 n + 1 个特征向量，使得其中任意 n 个都线性无关，则在其中任取 n 个，对应的 A 就会相

似于一个对角阵，从 n + 1 个特征向量中任取 n 个，一共有 n + 1 种取法，因此得到了 n + 1 个两两相似的对
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角阵，对角线上的数字由特征值 t1, t2, ..., tn+1 这些中任取 n 个构成，显然这些数字必须全相等（例如考虑矩阵

diag(t1, ..., tn−1, tn) ∼ diag(t1, ..., tn−1, tn+1) 就得到了 tn = tn+1，然后重复操作，继续下去），所以 A 相似于数量

矩阵，A 就必须是数量矩阵

9. 先证命题：如果 α,β ∈ Fn 满足 αTAβ = βTAα，且存在 γ ∈ Fn�αTAγ ̸= γTAα ，那么 αTAβ = 0 ．
特别地，有 αTAα = 0．

证明如下：注意到 αTAβ = 0⇔ αTAβ
(
αTAγ − γTAα

)
= 0 ，而

αTAβ
(
αTAγ − γTAα

)
= βTAα

(
αTAγ

)
−αTAβ

(
γTAα

)
= αTA

[(
βTAα

)
γ −

(
γTAα

)
β
]

并且 [(
βTAα

)
γ −

(
γTAα

)
β
]T

Aα =
(
βTAα

)
γTAα−

(
γTAα

)
βTAα = 0

根据题设条件，可知 αTAβ
(
αTAγ − γTAα

)
= 0 ，因此 αTAβ = 0 ．命题得证．

现在，设 A不是对称矩阵，即 AT ̸= A，则存在 x,y ∈ F n 使得 xTAy ̸= yTAx．根据上述命题，有 xTAx = 0

且 yTAy = 0．进一步，对任意 α ∈ Fn,α ̸= x,y ，也都有 αTAα = 0 ．这是因为：
若 αTAx ̸= xTAα 或 αTAy ≠ yTAα，则 αTAα = 0 ；对于相反的情形，必有 αTAx = 0，以及

(α+ x)TAy = xTAy ̸= yTAx = yTA(α+ x)

仍由上述命题，得 (α+ x)TA(α+ x) = 0 ．把等式左边展开，即得 αTAα = 0．于是，对于任意 α,β ∈ Fn ，

有

αT (AT +A
)
β = (α+ β)TA(α+ β)−αTAα− βTAβ = 0

因此 AT +A = O，即 AT = −A，这就证明了 A 是反对称矩阵．

注：本题较难，非数学生如果不会做跳过即可，不用纠结，其实“难”的一大关键因素是在非数考试范围内，似

乎只有这一种方法不超纲，代价就是不好想（让我来做题我肯定不会这样子做）。对于数学专业学生来说，本题则可

以利用归纳法以及正交相似标准型来解决，以后在数学类课程中会讲，这个方法就是很直接很无脑而且一定可以做

出来的通用方法

10. 当做可逆矩阵，把逆算出来然后除以行列式形式得到答案，再将答案中的逆矩阵全部换成伴随，最后用摄
动法说明不妨设可逆，即可完成证明
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1. 设 n 为正整数，则 lim
x→0

sinnx− n sinx
x3

= .

2. 计算 lim
m→∞

(
lim

n→∞
(cos (πm!x))

2n
)
= .

3. 求极限 lim
n→∞

n∑
k=1

k − sin2k
n2

(
ln
(
n+ k − sin2k

)
− lnn

)
= .

4. 求极限 lim
n→∞

(
2 n
√
n− n

√
2
)n

n2
= .

5. 设 a1 = 1, an+1 = an +
1

a1 + a2 + ...+ an
，求极限 lim

n→∞

an√
2 lnn

.

题 11.0.1
有界正整数数列 an 满足 lim

n→∞
n
√
a1a2...an = 1，证明： lim

n→∞

a1 + a2 + ...+ an
n

= 1.

题 11.0.2
1. 设 f1 (x) =

x+ 3

2
, f2 (x) =

x+ 6

3
，nk 是取值于 {1, 2} 的整数列，令 F1 (t) = fn1 (t) , Fk+1 (t) =

Fk

(
fnk+1

(t)
)
，证明：对任何 x ∈ R，极限 lim

k→∞
Fk (x) 均存在且与 x 无关.

2. 如果将 f1, f2 改为 f1 (t) = t− arctan t, f2 (t) = 2 arctan t− t，结论如何？

题 11.0.3
设方程 xn + x = 1 在 (0, 1) 中的根为 xn，求极限 lim

n→∞

n− nan − lnn
ln lnn .

题 11.0.4
设 n, v 为正整数, 1 ⩽ v ⩽ n. 记 nv 为 v 除 n 所产生的余数. 计算
(i) lim

n→+∞

1

n

(n1

1
+

n2

2
+

n3

3
+ · · ·+ nn

n

)
; (ii) lim

n→+∞

n1 + n2 + · · ·+ nn

n2
.

题 11.0.5
设 x > ee，定义 u0 = e, un+1 =

lnx
lnun

，证明： lim
n→∞

un 存在.

题 11.0.6
若函数 f(x) 对于一切 u ̸= v 均有

f(u)− f(v)

u− v
= αf ′(u) + βf ′(v), 其中, α, β > 0, α+ β = 1. 试求 f(x) 的表

达式.
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题 11.0.7
设 λk

1 + λk
2 + · · ·+ λk

n > 0, k = 1, 2, · · · ，f(x) =
1

(1− λ1x) (1− λ2x) · · · (1− λnx)
, 求证：f (k)(0) > 0.

题 11.0.8
设 f 在 [0,+∞)中可导且 |f ′| ≤ M,M > 0．证明：当 x, y > 0时，

∣∣∣∣ 1x
∫ x

0

f(t)dt− 1

y

∫ y

0

f(t)dt
∣∣∣∣ ≤ 1

2
M |x−y|.

题 11.0.9
设 f(x)是 [0,+∞)上两次连续可微且恒大于 0的有界函数，C > 0是常数，对任意 x ⩾ 0，有 f ′′(x) ⩾ Cf(x)，

求证：对任意 x ⩾ 0 ，有 f(x) ⩽ f(0)e−
√
Cx ．

题 11.0.10
设 f 在 (a,+∞) 中可导. 证明:
(1) 如果 lim

x→+∞
(x lnx)f ′(x) = α ̸= 0, 则 lim

x→+∞
f(x) = ∞

(2) 如果 f 为有界函数, 且 xf ′(x) 为单调函数, 则 lim
x→+∞

(x lnx)f ′(x) = 0

题 11.0.11
对正整数 n，定义 In =

∫ 1

0

lnx
(x+ 1)

n+1 dx，求 In 的递推公式并计算 lim
n→∞

nIn
lnn .

题 11.0.12
设 x0 ̸= 1, xn+1 = cosxn − 3xn，讨论 xn 的有界性与收敛性.

题 11.0.13
设 A是三阶实方阵，且对任意实向量 α都有 α与 Aα垂直，证明：存在向量 β 使得对任意 α都有 Aα = α×β.

题 11.0.14

设 f(x) ∈ C[0, 1], f(0) = f(1) = 0，证明：

(∫ 1

0

|f (x)| dx
)2

≤ 1

12

∫ 1

0

f ′2 (x) dx.

题 11.0.15
设 A,B 为 n 阶方阵，满足 A+B +AB = 0, r(A) ≥ n− 1，证明：对 k = 1, 2 有 r(Ak) + r(Bk) ≥ 2r(AB).

本题是著名的算术几何平均数列，其极限竟然是一个不能初等表达的积分值，却又能算出来！
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题 11.0.16
设 a > b > 0，定义 a0 = a, b0 = b, an+1 =

an + bn
2

, bn+1 =
√

anbn，证明：

lim
n→∞

1

an
= lim

n→∞

1

bn
=

2

π

∫ π
2

0

1√
a2cos2x+ b2sin2x

dx

题 11.0.17

若连续函数 f(x) 满足
x

2

∫ x

0

f2 (t) dt =

(∫ x

0

f (t) dt

)2

，求 f(x).
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