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摘 要

《太阳神的宴会》1是我为 IOI2021候选队员自主互测活动2命制的一道试题，本题要求

选手探究一种等价关系下的字符串匹配。以往基于后缀数组的算法具有运行时间略高、不

够直观的局限性。本文介绍了本题在不同的特殊条件下的解决思路与算法选择，其中满分

算法通过引入辅助序列描述等价类，并将转移不同的等价类分开，将后缀自动机的应用范

围扩展到了等价关系上，作者称它为子形状自动机；将本题所要求的相似关系和拼接过程，

对应到子形状自动机上，转化为自动机所对应的有向无环图的带权路径计数；在此基础上

用合并相同转移的手段进一步优化，从而解决了本题。进一步地，本文指出，针对一类字符

串上的等价关系，子形状序列自动机可用于处理字符串的本质不等价子串相关问题。

记号的约定

本文讨论的字符串与序列均为有限长的。

字符集为 Σ的全体字符串记作 Σ∗，空串记为 ϵ。对于字符串 s，记其长度为 |s|，从第
一个字符到最后一个字符依次为 s1, s2, . . . , s|s|，记作 s = s1s2 · · · s|s|。字符串 s和 t的连接记

作 st。如果 x, y, z ∈ Σ∗ 使得 s = xyz，则称 x为 s的前缀，y为 s的子串，z为 s的后缀。s

的子串 s[l, r]是指字符串 slsl+1 · · · sr（1 ≤ l ≤ r ≤ |s|），特别地，对于不在上述范围内的 l, r，

s[l, r] = ϵ。两个字符串 s, t的最长公共前缀长度简称 LCP，记为 LCP(s, t)。字符串集合 S 的

全体元素的最长公共前缀记为 LCP S。

空序列也记作 ϵ。对于序列 a，记其长度为 |a|，第一项到最后一项依次为 a1, a2, . . . , a|a|，

记作 a = (a1, a2, . . . , a|a|)。序列 a和 b的连接记作 a ·b，如无歧义也可记作 ab。如果序列 x, y, z

使得 a = xyz，则称 x为 a的前缀，y为 a的连续子序列，z为 a的后缀。a的连续子序列 a[l, r]

是指序列 (al, al+1, . . . , ar)（1 ≤ l ≤ r ≤ |s|），特别地，对于不在上述范围内的 l, r，a[l, r] = ϵ。

两个序列 a, b的 LCP记为 LCP(a, b)。序列集合 A的全体元素的最长公共前缀记为 LCP A。

1https://uoj.ac/problem/595
2https://uoj.ac/contest/58
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一个部分确定有限状态自动机简称部分 DFA，用五元组 (Q,Σ, δ, q̄, F)表示。其中，Q是

状态集合，Σ是字符集，δ是转移函数，q̄是初始状态，F 是终态集合。在部分 DFA中，状
态 q的 α转移 δ(q, α)可以存在，也可以不存在，如果不存在，记 δ(q, α) = 0。

对于命题 P，记艾弗森括号 [P] = 1当且仅当 P为真，[P] = 0当且仅当 P为假。

1 试题

1.1 题目描述

设字符集 Σ为前 k个小写英文字母的集合，题中所有字符串均由 Σ中的字符构成。

对于 Σ上的置换 f 和 s ∈ Σ∗，令 s作用 f 后的结果为 f (s) = f (s1) f (s2) · · · f (s|s|)。

我们称字符串 s与字符串 t相似，当且仅当存在一个 Σ上的置换 f，使得 f (s) = t，记

作 s ∼ t。例如，字符串 aab与 bba相似，与 abb不相似。
现给出 n个字符串 S 1, S 2, . . . , S n. 记 Ci 为全体与 S i 的至少一个子串相似的字符串的集

合。

称字符串 T 是好的，当且仅当存在字符串 T1,T2, . . . , Tn，使得 Ti ∈ Ci，且 T = T1T2 · · · Tn。

求有多少个好的字符串。

1.2 输入格式

第一行两个正整数 n, k。

接下来 n行，每行一个字符串，依次表示 S 1, S 2, . . . , S n。

1.3 输出格式

输出好的字符串的数量，对 998244353取模。

1.4 样例 1

1.4.1 样例输入

2 2
aa
a
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1.4.2 样例输出

11

1.4.3 样例解释

S 1 的子串有 ϵ, a, aa，与它们之一相似的串有 ϵ, a, b, aa, bb。
S 2 的子串有 ϵ, a，与它相似的串有 ϵ, a, b。
连接起来，好的串有：ϵ, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, bba, bbb。

1.5 数据规模与约定

简记 L =
∑n

i=1 |S i|。
保证 2 ≤ k ≤ 26，S i 非空，L ≤ 106。

子任务一（2分）：n = 1，k = 2，L ≤ 1000。

子任务二（7分）：n = 1，L ≤ 1000。

子任务三（11分）：n = 1，L ≤ 105。

子任务四（13分）：k = 2，L ≤ 1000。

子任务五（17分）：L ≤ 1000。

子任务六（31分）：k ≤ 5。

子任务七（19分）：无特殊限制。

1.6 时空限制

时间限制：3s
空间限制：2GB

2 做题情况

本次互测活动共 3题，本题为其中第一道。
活动面向全体 Universal OJ用户，共 122位选手参与了本次互测活动。
共 28位选手在本题上得分：2分 6位、9分 13位、15分 1位、22分 1位、39分 6位，

最高分为 50分，1位。

3 初步分析

首先我们说明：
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性质 3.1. ∼是一个等价关系。

证明. 自反性：对于字符串 s，取置换 f = idΣ，得 s ∼ s。

对称性：设 s ∼ t。则 |s| = |t|，且存在置换 f 满足 ∀1 ≤ i ≤ |s|， f (si) = ti。由于 f 是置

换，可取其逆置换 f −1，则 f −1(ti) = si。所以 t ∼ s。

传递性：设 r ∼ s，s ∼ t。则 |r| = |s| = |t|，且存在置换 f , g满足 ∀1 ≤ i ≤ |r|， f (ri) = si，

g(si) = ti。那么取置换的复合 h = g ◦ f，得 h也是置换，且 ∀1 ≤ i ≤ |r|，h(ri) = ti。所以

r ∼ t。 □

其次，题中字符串的相似关系具有以下性质：

性质 3.2. 若 s ∼ t，则 ∀1 ≤ l ≤ r ≤ |s|，s[l, r] ∼ t[l, r]。

证明. 因为 s ∼ t，所以存在置换 f，∀1 ≤ i ≤ |s| = |t|， f (si) = ti。|s[l, r]| = |t[l, r]| = r − l + 1，

且 ∀l ≤ i ≤ r， f (si) = ti。故 s[l, r] ∼ t[l, r]。 □

4 单字符串情形下的经典算法

对于只有一个字符串的情形，只需求出 |C1|。

4.1 算法一：n = 1，k = 2，L ≤ 1000

在 k = 2的情形下，Σ上只有两种置换，S 1 只有 O(L2)种子串。因此 C1 中所有可能出

现的字符串可以直接枚举。考虑这些字符串的去重问题，容易想到用 Trie来解决。
因此得出一个简单的算法：枚举 Σ上的置换 f，将 S 1 的所有后缀作用 f 后插入 Trie。

最终 Trie的结点数即为所求。时空复杂度 O(L2)，期望得分 2分。

4.2 形状序列

当 k更大时，枚举置换将带来巨大的时空复杂度。因此，我们要考虑一种更高效的方法

来描述相似关系的等价类。

为了判定相似性，我们试图将字符串对应到一种辅助序列上，使得它记录字符间的相

等关系，而丢弃字符的具体取值。

4.2.1 形状序列的引入

定义 4.1. 对于字符串 s，定义其形状序列为一个长度为 |s|的非负整数序列 a：

对于 1 ≤ i ≤ |s|，
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• 若字符 si 在 s中首次出现，令 ai = 0；

• 若字符 si 在 s中并非首次出现，那么在 s[1, i − 1]中，找到所有字符的最后一次出现

位置，从大到小记作 j1 > j2 > · · · > jz。如果 s jx = si，令 ai = x。

由定义可得，字符串的形状序列有以下性质：

性质 4.1. 对于字符串 s和整数 0 ≤ r ≤ |s|，如果 s的形状序列为 a，那么 s[1, r]的形状

序列为 a[1, r]。

性质 4.2. 一个字符串的不同字符个数，等于其形状序列中 0的个数。

推论 4.1. 一个字符串的形状序列中 0的个数不超过 k。

以下记 n0(a)表示非负整数序列 a中 0的个数。

性质 4.3. 设一个字符串的形状序列为 a，则 ∀1 ≤ i ≤ |a|，有 ai ≤ n0(a[1, i − 1])。

接下来我们说明形状序列在相似关系方面的显著作用。

引理 4.1. 如果两字符串 s, t相似，那么 ∀1 ≤ i < j ≤ |s|，有 si = s j ⇐⇒ ti = t j。

证明. 由于 s ∼ t，可得 |s| = |t|，且存在置换 f，使得 ∀1 ≤ i ≤ |s|有 f (si) = ti。对于 1 ≤ i < j ≤ |s|，
si = s j =⇒ ti = f (si) = f (s j) = t j。

由于 t ∼ s，同理可得 ti = t j =⇒ si = s j。因此 si = s j ⇐⇒ ti = t j。 □

定理 4.1. 两字符串 s, t相似，当且仅当 s和 t的形状序列相同。

证明. 先证必要性。对于 1 ≤ i ≤ |s|，

• 若 si 是首次出现的，则由引理 4.1，可得 ti 也是首次出现的，即 ai = bi = 0；

• 若 si不是首次出现的，那么在 s[1, i−1]中，找到所有字符的最后一次出现位置，从大

到小记作 j1 > j2 > · · · > jz。设 si = s jx，由引理 4.1，可得 t jx = ti，且 jx也是 t[1, i− 1]

中 t jx 的最后一次出现位置。所以 ai = bi = x。

再证充分性。设 s, t具有相同的形状序列 a，则 |s| = |a| = |t|。
设 a所有为 0的位置为 i1, i2, . . . , iz。根据形状序列的构造方式可知，si j 互不相同，ti j 也

互不相同。因此存在置换 f，使得 f (si j ) = ti j。

以下利用数学归纳法证明：对于任意的 1 ≤ i ≤ |s|，上述 f 均满足 f (si) = ti。

对于 1 ≤ i ≤ |s|，假设对于任意的 1 ≤ j < i，均有 f (s j) = t j。

• 若 ai = 0， f (si) = ti。
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• 若 ai = x > 0，那么在 s[1, i − 1]中，找到所有字符的最后一次出现位置，从大到小记

作 j1 > j2 > · · · > jz。应用归纳假设， f (si) = f (s jx ) = t jx = ti。

综上所述，∀1 ≤ i ≤ |s|， f (si) = ti。所以 s ∼ t。

□

为了求一个字符串 s的形状序列 a，我们可以依次枚举 i = 1, 2, . . . , |s|，同时维护 last(α)

表示字符 α在 s[1, i − 1]中最后一次出现的位置（不存在设为 0）。若 last(si) = 0，则 ai = 0；

否则 last(si)是所有 last(α)（α ∈ Σ）中第 ai 大的。因此，一个字符串 s的形状序列可以在

O(k|s|)的时间复杂度、O(k)的空间复杂度内求出。

4.2.2 形状序列对应的字符串数

接下来我们讨论，怎样的非负整数序列是一个字符串的形状序列：

定义 4.2. 对于非负整数序列 a，称 a 是一个合法形状序列，当且仅当 n0(a) ≤ k，且

∀1 ≤ i ≤ |a|，均有 ai ≤ n0(a[1, i − 1])。

由推论 4.1、性质 4.3可得以下结论：

引理 4.2. 一个字符串的形状序列一定是合法形状序列。

接下来我们关注，如何从形状序列还原回字符串。形状序列丢失了信息，为了将这些

信息补回，我们引入以下概念：

定义 4.3. 对于字符串 s，将其所含有的字符，按照第一次出现位置从左到右的顺序写下

来，形成一个字符串 t，称为 s的提示串。

由定义可得以下结论：

引理 4.3. 字符串 s的提示串长度等于其不同字符个数。

引理 4.4. 字符串 s的提示串的字符两两不同。

现在我们可以根据形状序列和提示串还原一个字符串了。

引理 4.5. 设 a是合法形状序列，字符串 t的字符两两不同，且 |t| = n0(a)。则存在唯一

字符串 s使得其形状序列为 a，提示串为 t。

证明. 以下设 |t| = n0(a) = z。我们利用数学归纳法证明。

当 |a| = 0时，可得 |t| = 0。有且只有 ϵ 满足条件，引理显然成立。

对于正整数 N，假设 |a| = N − 1的情况下引理成立。当 |a| = N 时：

首先可得字符串 s的长度为 N。根据性质 4.1，可得 s[1,N −1]的形状序列为 a[1,N −1]。
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• 若 aN = 0，则 sN 在 s中首次出现，可得 sN = tz，且 s[1,N − 1]的提示串为 t[1, z − 1]。

对于 a[1,N − 1]和 t[1, z− 1]应用归纳假设，可得存在唯一字符串 s[1,N − 1]使得其形

状序列为 a[1,N − 1]，提示串为 t[1, z − 1]。因此引理成立。

• 若 aN = x , 0，那么 sN 在 s中非首次出现，s[1,N − 1]的提示串为 t。对于 a[1,N − 1]

和 t应用归纳假设，可得存在唯一字符串 s[1,N − 1]使得其形状序列为 a[1,N − 1]，提

示串为 t。

根据性质 4.2，在 s[1,N −1]中，不同字符有 z种。找到所有字符的最后一次出现位置，

从大到小记作 j1 > j2 > · · · > jz。因为 a是合法形状序列，可得 x ≤ z。那么 si = s jx。

因此引理成立。

综上所述，引理成立。 □

最后我们得出以下定理：

定理 4.2. 对于合法形状序列 a，恰有 An0(a)
k 个字符串的形状序列为 a。其中 Am

n 表示排

列数 n!
(n−m)!。

证明. 满足 n0(a) = |t| 的合法形状序列 a 与字符两两不同的字符串 t 所构成的全体二元组

(a, t)集合记作 P。

根据性质 4.2、引理 4.2、引理 4.3、引理 4.4，可构造映射 f : Σ∗ → P，对于字符串 s，设

其形状序列为 a，提示串为 t，令 f (s) = (a, t)。根据引理 4.5， f 是可逆映射。

现在已知合法形状序列 a，可得长度为 n0(a)的、字符两两不同的字符串 t恰有 An0(a)
k 个。

因此恰有 An0(a)
k 个二元组 (a, t) ∈ P，所以恰有 An0(a)

k 个字符串使得其形状序列为 a。 □

4.2.3 形状序列与子串

前缀的形状序列与原串的形状序列的关系，已经在性质 4.1中说明。
现在我们分析后缀的形状序列的性质。对于字符串 s和整数 1 ≤ l ≤ |s|+ 1，设 s的形状

序列为 a，s[l, |s|]的形状序列为 b。

依次考虑 i = 1, 2, . . . , |s| − l + 1：

• 若字符 sl+i−1 在 s[1, |s|]中首次出现，那么显然它也在 s[l, |s|]中首次出现，因此
al+i−1 = bi = 0；

• 若字符 sl+i−1 在 s[1, |s|]中并非首次出现，那么在 s[1, l + i − 2]中，找到所有字符的最

后一次出现位置，从大到小记作 j1 > j2 > · · · > jz。设 al+i−1 = x，即 sl+i−1上次出现位

置为 jx。
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设 n0(b[1, i− 1]) = z′，由性质 4.1和性质 4.2，s[l, l+ i− 2]中有 z′种不同字符。那么在

s[l, l + i − 2]中，所有字符的最后一次出现位置从大到小为 j1 > j2 > · · · > jz′。所以若

x > z′，则 sl+i−1 在 s[l, |s|]中首次出现，那么 bi = 0；否则 sl+i−1 在 s[l, |s|]中并非首次
出现，所以 bi = x。

因此我们得到结论：

性质 4.4. 对于字符串 s和整数 1 ≤ l ≤ |s| + 1，设 s的形状序列为 a，s[l, |s|]的形状序列
为 b。

对于 1 ≤ i ≤ |s| − l + 1，bi =

al+i−1, al+i−1 ≤ n0(b[1, i − 1]);

0, al+i−1 > n0(b[1, i − 1]).

根据该性质，我们可以遍历 i = 1, 2, . . . , |s| − l + 1递推确定 bi，它只和形状序列 a而不

和原字符串 s有关。我们把子串看作后缀的前缀，可作如下定义：

定义 4.4. 对于合法形状序列 a和整数 1 ≤ l ≤ r ≤ |a|，令 a关于区间 [l, r]的子形状序列

为一个长度为 r − l + 1的序列 b，满足：

对于 1 ≤ i ≤ r − l + 1，bi =

al+i−1, al+i−1 ≤ n0(b[1, i − 1]);

0, al+i−1 > n0(b[1, i − 1]).

a关于区间 [l, r]的子形状序列记作 subshape(a, l, r)。

特殊地，对于不在上述范围内的 l, r，subshape(a, l, r) = ϵ。

对于整数 1 ≤ l ≤ |a| + 1，subshape(a, l, |a|)统称为 a的后缀形状序列。

需要指出的是，子形状序列不同于子序列和连续子序列，它不仅要求截取连续的一段，

还需要对越界的项进行处理。

由性质 4.1、性质 4.4立得：

性质 4.5. 设字符串 s的形状序列为 a，则子串 s[l, r]的形状序列为 subshape(a, l, r)。

现在讨论合法形状序列和其子形状序列的 0的个数的关系。

性质 4.6. 对于合法形状序列 a和整数 l, r，n0(subshape(a, l, r)) ≤ n0(a)。

证明. 设 a是字符串 s的形状序列，则 subshape(a, l, r)是 s[l, r]的形状序列。

所以 n0(subshape(a, l, r))为 s[l, r]中不同字符数，自然不超过 s中不同字符数，即 n0(a)。

□

4.3 算法二：n = 1，L ≤ 1000

将 S 1的所有后缀的形状序列插入 Trie。对最终 Trie的每个结点，统计其代表的形状序
列对应的字符串数。

时间复杂度 O(L2)，空间复杂度 O(kL2)，期望得分 9分。
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4.4 算法三：n = 1，L ≤ 105

算法三基于后缀数组 [3]。
沿用后缀数组的思想，我们试图求出任意两个后缀的形状序列的 LCP，并比较字典序

大小。

记 S 1 的形状序列为 A，非空后缀 S 1[l, L]的形状序列为 A(l)。设 A(l) 中所有为 0的位置

集合为 Pl，那么对于 1 ≤ i ≤ L − l + 1，A(l)
i =

Al+i−1 i < Pl;

0 i ∈ Pl.

注意到，i ∈ Pl 当且仅当 S 1,l+i−1 在 S 1[l, L]中第一次出现，可以通过简单的倒序递推求

出。

因此，为求出 LCP
(
A(l), A(l′)

)
并比较 A(l) 和 A(l′) 的字典序大小，我们可以按照如下步骤

进行：

1. 利用后缀数组预处理 A的任意两个后缀的 LCP；

2. 预处理 P1, P2, . . . , PL；

3. 设 Pl ∪ Pl′ 含有元素 i1 < i2 < · · · < iz，称它们为特殊点；

4. 对特殊点直接比较，对相邻两个特殊点间的连续子序列，利用后缀数组求它们的 LCP
后比较。

如果采用 O(L)时间预处理、O(1)时间查询的后缀数组算法，以上算法预处理时间复杂

度 O(Lk)，单次查询时间复杂度 O(k)。

将 A(1), A(2), . . . , A(L)按照字典序从小到大排序，设排在第 i位的形状序列是 A(sai)，A(i)排

在第 ranki 位。记 hi = LCP
(
A(sai), A(sai+1)

)
（1 ≤ i < L）。根据后缀数组的相关结论，对于 S 1

的两个非空子串 S 1[i, i + l − 1]和 S 1[ j, j + l − 1]（i , j），若不妨设 ranki < rank j，则它们相

似当且仅当 l ≤ min{hx | ranki ≤ x < rank j}。
如果采用快速排序，由于单次比较时间为 O(k)，总时间为 O(kL log L)，这是本算法的时

间瓶颈。

现在我们可以开始统计了。先考虑怎么快速求一个合法形状序列的所有非空前缀对应

的字符串数量。

对于合法形状序列 a，设它的所有 0 的位置从小到大为 i1 < i2 < · · · < iz。如果设

iz+1 = |a|+ 1，那么 a的所有长度位于区间 [ix, ix+1)的前缀均含有 x个 0，也就是对应 Ax
k 个字

符串。因此它的所有非空前缀对应的字符串数量为：

z∑
x=1

(ix+1 − ix)Ax
k
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记 G(l, r) = |{s | ∃r′ ∈ [l, r], s ∼ S 1[l, r′]}|，它可以对 subshape(A, l, r)做上述算法求得，单

次求算时间复杂度 O(k)。

现在我们着手解决原问题。

设 T (i, j)表示全体满足 l ∈ {sai, sai+1, . . . , sa j}，l ≤ r ≤ L的子串 s[l, r]的形状序列集合，

F(i, j)表示 T (i, j)总共对应的字符串数量。

当 i = j时 F(i, j) = G(sai, L)。

当 i < j 时，设 hi, hi+1, . . . , h j−1 中最小的是 hm（若最小值有多个，任取一个）。那么，

hm = LCP{A(sax) | i ≤ x ≤ j}。所以 u ∈ T (i,m) ∩ T (m + 1, j)当且仅当 u是 A(sai) 的长度不超过

hm 的非空前缀。换句话说，两部分形状序列的交集是 T (sai, sai + hm − 1)。因此，将两部分

的贡献相加，再扣除重复贡献，我们可以写出如下的式子：

F(i, j) = F(i,m) + F(m + 1, j) −G(sai, sai + hm − 1)

按照这个式子递归求解 F(1, L)即为答案。由于 1 ≤ m < L作为最小值点只能出现在一

次递归中，总共递归到的状态数是 O(L)级别的。

综上所述，这个算法时间复杂度 O(kL log L)，空间复杂度 O(kL)，期望得分 20分。

5 设计新算法解决一般情况下的问题

当 n ≥ 2时，字符串相互影响较大，并且难以化归到单字符串的情况下求解，我们必须

另寻出路。

我们考虑怎样的字符串是好的。

定义 5.1. 字符串 T 是 i–好的，当且仅当存在字符串 T 的一个划分 TiTi+1 · · · Tn，使得

∀i ≤ j ≤ n，T j ∈ C j。特别地，字符串 T 是 (n + 1)–好的，当且仅当 T = ϵ。

引理 5.1. 对于 1 ≤ i ≤ n和字符串 T，设 T [1, r]是 T 的最长前缀，使得 T [1, r] ∈ Ci。则

T 是 i–好的，当且仅当 T [r + 1, |T |]是 (i + 1)–好的。

证明. 充分性显然，只需证必要性。
假设 T 是 i–好的，相应划分为 TiTi+1 · · · Tn。

由 T [1, r]的最长性，得 |Ti| ≤ r。

对于子串 T j（i < j ≤ n），若 T j = ϵ，则令 T ′j = ϵ；否则若 T j 对应的位置区间是 [a, b]，

则令 T ′j = T [max{a, r + 1}, b]，它为 T j 的子串，由性质 3.2及 T j ∈ C j 自然可得 T ′j ∈ C j。又

T [r + 1, |T |] = T ′i+1T ′i+2 . . . T
′
n，故 T [r + 1, |T |]是 (i + 1)–好的。 □

反复应用引理 5.1，可得以下定理：
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定理 5.1. 对于字符串 T，设 R1 = T。

对于 1 ≤ i ≤ n，取 Ri 的最长前缀 Ri[1, r]，使 Ri[1, r] ∈ Ci。令 Ri+1 = Ri[r + 1, |Ri|]。
则 T 是好的，当且仅当 Rn+1 = ϵ。

获取了一个字符串为好字符串的充要条件后，我们需要建立模型来描述上述定理，从

而进行计数。

5.1 算法四：k = 2，L ≤ 1000

不难想到一种思路，即构造一个自动机使得其恰好接受好的字符串，随后利用递推对

其接受的字符串数计数。

对于每个字符串 S i，令部分 DFA Mi = (Qi,Σ, δi, q̄i,Qi)为一棵 Trie。枚举 f，将 S i 的每

个后缀作用 f 后插入到 Mi 上。则 Mi 接受的字符串集合恰为 Ci。

我们现在考虑构造部分 DFA M′i = (Q′i ,Σ, δ
′
i , q̄
′
i , F

′
i )，使得其恰好接受所有 i–好的字符串。

首先构造 M′n+1。这是容易的：Q′n+1 = F′n+1 = {q̄′n+1}，无转移。
对于 i = n, n− 1, . . . , 1，我们递推地构造 M′i。根据引理 5.1，我们应该在自动机 Mi中接

受尽量长的前缀，并将剩余部分输入自动机 M′i+1 中继续判定。

因此，构造如下：

• Q′i = F′i = Qi ∪ Q′i+1

• q̄′i = q̄i

• 对于 q ∈ Q′i+1 及 α ∈ Σ，δ′i(q, α) = δ′i+1(q, α)。

• 对于 q ∈ Qi 及 α ∈ Σ，δ′i(q, α) =

δi(q, α), δi(q, α) , 0;

δ′i+1(q̄′i+1, α), δi(q, α) = 0.

那么，自动机 M′1 接受的就是所有好的字符串。

记 f (u)表示在 M′1 中状态 u接受的字符串数，进行递推。
∑

u∈Q′1 f (u)即为所求。

这个算法，总时空复杂度 O(L2)，期望得分 15分。

5.2 算法五：L ≤ 1000

根据之前的分析，形状序列是我们判定字符串相似的有力工具。我们试图从形状序列

入手。

首先，我们将定义 5.1与引理 5.1改写到形状序列上。

2021 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 11



《太阳神的宴会》命题报告 福建省福州第一中学 陈雨昕

定义 5.2. 合法形状序列 A是 i–好的，当且仅当存在整数 0 = pi−1 ≤ pi ≤ · · · ≤ pn = |A|，
使得 ∀i ≤ j ≤ n，subshape(A, p j−1 + 1, p j)是 S j 的至少一个子串的形状序列。特别地，合法

形状序列 A是 (n + 1)–好的，当且仅当 A = ϵ。

一个合法形状序列是好的，当且仅当它是 1–好的。

对照定义 5.1与定义 5.2，可得：

引理 5.2. 一个字符串是 i–好的，当且仅当其合法形状序列是 i–好的。

引理 5.3. 对于 1 ≤ i ≤ n和合法形状序列 A，设 A[1, r]是 A的最长前缀，使得 A[1, r]是

S i的至少一个子串的形状序列。则 A是 i–好的，当且仅当 subshape(A, r + 1, |A|)是 (i+ 1)–好
的。

我们沿用算法四的思路，对于各字符串的所有子串的形状序列建立自动机。以下我们

讨论的字符集均为 Σ′ = {0, 1, . . . , k}。
对于每个字符串 S i，令部分 DFA Mi = (Qi,Σ

′, δi, q̄i,Qi)为一棵 Trie，将字符串 S i 的所

有后缀的形状序列插入到 Mi上。则 Mi能接受所有 S i的子串的形状序列。记 zq表示状态 q

接受的合法形状序列中 0的个数。

对于 a > zq，令 δi(q, a) = δi(q, 0)。那么根据定义 4.4，合法形状序列 A 的子形状序列

subshape(A, l, r)被自动机 Mi 接受，当且仅当其连续子序列 A[l, r]被自动机 Mi 接受。

构造部分 DFA M′i = (Q′i ,Σ
′, δ′i , q̄

′
i , F

′
i )以接受所有 i–好的合法形状序列，构造同算法四。

那么一个合法形状序列是好的，当且仅当它被 M′1 接受。但是，M′1 接受的序列并不一定是

合法形状序列。

现在我们着手统计答案。记 f (q) 表示形状序列被自动机 M′1 的状态 q 接受的字符串

数。考虑 q接受的所有合法形状序列，设为 A1, A2, . . . , Am。由性质 4.6，有 zq ≤ n0 (Ai)。设

n0 (Ai) = z，对每个整数 0 ≤ a ≤ z，考虑接受合法形状序列 Ai · (a)的状态及这一转移贡献的

字符串数：

• a = 0，那么 Ai · (a)被状态 δ′1(q, 0)接受，字符串数：Az+1
k = (k − z)Az

k。

• 1 ≤ a ≤ zq，那么 Ai · (a)被状态 δ′1(q, a)接受，字符串数：Az
k。

• zq < a ≤ z，那么 Ai · (a)被状态 δ′1(q, a) = δ′1(q, 0)接受，字符串数：Az
k。

那么 Ai对 f (δ′1(q, 0))贡献了 (k− zq)An0(Ai)
k ，对 f (δ′1(q, a))（1 ≤ a ≤ zq）贡献了 An0(Ai)

k 。结合

f (q) =
∑m

i=1 An0(Ai)
k ，可得一个状态 q对 f (δ′1(q, 0))贡献了 (k−zq) f (q)，对 f (δ′1(q, a))（1 ≤ a ≤ zq）

贡献了 f (q)。对于 a > zq，转移 δ
′
1(q, a)的贡献已经在 δ′1(q, 0)中计算过，可以删去。至此，

我们可将自动机 M′1 对应为一张加权有向无环图，对其进行带权路径计数。
∑

q∈Q′1 f (q)即为

所求。

值得一提的是，在删去多余的转移后，M′i 事实上等同于：
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• Q′i = F′i = Qi ∪ Q′i+1

• q̄′i = q̄i

• 对于 q ∈ Q′i+1 及 0 ≤ a ≤ zq，δ
′
i(q, a) = δ′i+1(q, a)。

• 对于 q ∈ Qi 及 0 ≤ a ≤ zq，δ
′
i(q, a) =

δi(q, a), δi(q, a) , 0;

δ′i+1(q̄′i+1, 0), δi(q, a) = 0.

对于每个转移 δi(q, a) , 0，若 a = 0，其权值为 k − zq，否则其权值为 1。

这个算法，时空复杂度为 O(kL2)，期望得分 39分。

5.3 后缀自动机的扩展——子形状自动机

不难发现，算法五的劣势在于自动机的状态数过多。很多状态彼此等效，因此有巨大的

优化空间。事实上，对于合法形状序列 A，本节将构造一种状态数与转移数均为 O(k|A|)的
部分 DFA，使得其恰好接受 A的所有子形状序列。

既然我们可以建立后缀自动机 [1, 4]来接受一个字符串的其所有子串，联想一下，能否
建立子形状自动机，使得其接受一个合法形状序列的所有子形状序列呢？

5.3.1 子形状自动机的定义及其大小

现在设 A 为某合法形状序列。对于 A 的子形状序列 B，设 B 在 A 中的右端点集合为

RA(B) = {r|subshape(A, r − |B| + 1, r) = B}。特别地，令 RA(ϵ) = {0, 1, . . . , |A|}。
若 A的子形状序列 B, B′满足 |B| ≤ |B′|，且 RA(B)∩RA(B′) , ∅，则 B是 B′的后缀形状序

列，RA(B) ⊆ RA(B′)。因此，所有子形状序列的右端点集合，若相同的只保留一个，则包含

关系可构成一棵树。一个结点要么有至少两个子结点，要么是一个元素出现的最深的集合。

因此，可得不同的右端点集合只有不超过 2|A| + 1种。

对于 A的子形状序列 B, B′，我们说 B ≡A B′，当且仅当 RA(B) = RA(B′)。显然 ≡A是一个

等价关系。在 ≡A 下，子形状序列 B所在的等价类记为 [B]A。它有以下性质：

引理 5.4. 若 B,C, B′ 是非负整数序列，BC, B′C 都是 A 的子形状序列，B ≡A B′，则

BC ≡A B′C。

推论 5.1. 若 B,C, B′是非负整数序列，BC是 A的子形状序列，B ≡A B′且 n0(B) = n0(B′)，

则 B′C也是 A的子形状序列，BC ≡A B′C且 n0(BC) = n0(B′C)。

引理 5.5. 若 A的子形状序列 B, B′ 满足 B ≡A B′，则 B是 B′ 的后缀形状序列，或者反

之。
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因此，存在部分 DFA DA = (Q,Σ′, δ, q̄,Q)，使得其每个状态均形如 q = (E, z)，其中 E

为 ≡A 下的一个等价类，z 为一个非负整数，表示该状态接受 A 的子形状序列 B当其仅当

[B]A = E且 n0(B) = z。对于 q = (E, z)，记 Eq = E, zq = z。构造如下 [2,引理 2]：

• 初始状态 q̄ = ([ϵ]A, 0)。

• 对于状态 q和状态 q′，若存在序列 B和非负整数 a使得 B被 q接受，B · (a)被 q′ 接

受，则 δ(q, a) = q′。

这个部分 DFA DA 称作形状序列 A的子形状自动机。

由于不同的右端点集合数为O(|A|)级别，0的个数不超过 k，所以 DA的状态数为O(k|A|)。
这个级别是容易达到的，只需构造 (0)k(1)|A|−k。

以初始状态为根，取 DA 对应的有向无环图的一棵外向树。对于图的每条非树边 ⟨u, v⟩，
从根沿树边到 u、u到 v、v沿树边到任意一个叶结点的路径对应了 A的至少一个后缀形状

序列，且一个后缀形状序列与其转移路径的第一条非树边（如果存在）对应。所以非树边至

多 |A|条。因此，DA 的转移数与状态数同阶。

5.3.2 子形状自动机的构造算法

现在我们给出 DA 的构造算法。

对于每个状态，定义其代表元为其接受的序列中最长的那一个。若 B是 q的代表元，则

q接受的所有字符串均为 B的后缀形状序列。

因此对于一个状态 q，设它的代表元为 B，则令 lenq = |B|。对于 B 的后缀形状序列

Bl = subshape(B, l, |B|)，|R(Bl)|随 l非严格递增（由性质 4.5），n0(Bl)随 l非严格递减（由性

质 4.6）。于是可得：存在非负整数 L使得 q接受了 B的长度不小于 L的所有后缀形状序列。

对于 q , q̄，L , 0，则定义状态 q的后缀连接 parentq 是接受 B的长度为 L − 1的后缀形状

序列的状态。特别地，记 parentq̄ = 0。

定义状态 q的后缀链 S C(q)是指从 q开始沿后缀连接跳转所经过的状态序列。形式化

地，可递归定义：S C(q̄) = (q̄)，S C(q) = (q) · S C(parentq)。那么，S C(q)接受了 q的代表元

的所有后缀形状序列。

考虑从空串开始，每次在末尾添加一个字符，并维护每个状态 q对应的 zq, lenq, parentq。

Dϵ 是平凡的。

设序列 B、非负整数 a，使得 B′ = B · (a)为合法形状序列，假设现在已知 DB，考虑在

其基础上构造 DB′。则新加入的字符串为 B′的所有后缀形状序列。

对于整数 1 ≤ l ≤ |B′|有：

subshape(B′, l, |B′|) =

Bl · (a), a ≤ n0(Bl);

Bl · (0), a > n0(Bl).
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以下记 tr(q, a) =

a, a ≤ zq;

0, a > zq.

于是，若 q接受 Bl，则 subshape(B′, l, |B′|)应被 δ(q, tr(q, a))接受。

以下设在自动机 DB中，B由状态 sinkB = ([B]B, n0(B))接受。

增加一个字符的过程与一般的后缀自动机类似，不同点为：

• 对于 sinkB的后缀链上的状态 q，其对应转移的项为 tr(q, a)而不是 a。

• 对于 sinkB 的后缀链上的状态 q、当前增加的状态 p，若 zq + [tr(q, a) = 0] < zp，则需

要按照后缀自动机的拆分算法来拆分 p。

明确起见，我们给出伪代码：

Algorithm 1 update(B, a)
Require: 当前自动机为 B的子形状自动机，B · (a)为合法形状序列

Ensure: 修改后自动机为 B′ = B · (a)的子形状自动机

1: q := sinkB

2: 新建状态 p

3: sinkB′ := p

4: zp := zq + [a = 0]

5: lenp := lenq + 1

6: while q , 0 and δ(q, tr(q, a)) = 0 do
7: if zq + [tr(q, a) = 0] < zp then
8: p := split_new_node(p, q, tr(q, a))

9: end if
10: δ(q, tr(q, a)) := p

11: q := parentq

12: end while
13: if q = 0 then
14: parentp := q0

15: return
16: end if
17: r := δ(q, tr(q, a))

18: if lenr = lenq + 1 then
19: parentp := r

20: else
21: parentp := split_old_node(r, q, tr(q, a))

22: end if
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在算法 1中，我们用到了 split_new_node(p, q, c)表示从新状态 p中拆分出从 δ(q, c)转

移而来的区间。该算法实现如下：

Algorithm 2 split_new_node(p, q, c)
1: 新建状态 p′

2: zp′ := zq + [c = 0]

3: lenp′ := lenq + 1

4: parentp := p′

5: return p′

在算法 1中，我们用到了 split_old_node(r, q, c)表示从旧状态 r中拆分出从 δ(q, c)转移

而来的区间。该算法实现如下：

Algorithm 3 split_old_node(r, q, c)
1: 新建状态 r′

2: zr′ := zq + [c = 0]

3: lenr′ := lenq + 1

4: parentr′ := parentr

5: parentr := r′

6: for all x ∈ Σ do
7: δ(r′, x) := δ(r, x)

8: end for
9: while q , 0 and δ(q, c) = r do
10: δ(q, c) := r′

11: q := parentq

12: end while
13: return r′

现在我们分析该算法的时间复杂度。注意到，如果使用数组保存各转移，空间复杂度

为 O(k2|A|)，任意单次操作时间为 O(1)。每次增量，至多拆分 k个新状态，每次拆分需 O(1)

时间；至多拆分一个旧状态，每次拆分中，复制信息和转移需 O(k)时间。故这些操作的总

时间为 O(k|A|)。因此只需考虑新增或修改后缀链的转移的时间。
考虑 |S C(sinkB′)|相对于 |S C(sinkB)|的变化。对于状态 q̄ , p ∈ S C(sinkB)，均存在

q ∈ S C(sinkB)，使得 δ(q, tr(q, a)) = p。对于新增或修改后缀链的转移，其要么指向新状态，

要么指向拆分出的旧状态，因此至多有 k + 1种不同的后继状态。因此若新增或修改了后缀

链上 t个状态的转移，则有

|S C(sinkB′)| ≤ |S C(sinkB)| − t + k + 1

2021 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 16



《太阳神的宴会》命题报告 福建省福州第一中学 陈雨昕

初始 |S C(q̄)| = 1，且 |S C(sinkB)| > 0恒成立。所以新增或修改后缀链的转移的总次数也

为 O(k|A|)级别。
所以我们可得结论：

定理 5.2. 对于合法形状序列 A，可以在 O(k|A|)时间、O(k2|A|)空间内，构造一种状态数
与转移数均为 O(k|A|)的部分 DFA，使得其恰好接受 A的所有子形状序列。

5.4 算法六：k ≤ 5

记 S i 的形状序列为 Ai，Mi 为 Ai 的子形状自动机，其余部分同算法五。

优化后，M′1的状态数为 O(
∑n

i=1 k|Qi|) = O(kL)，每个状态的有效转移数均为 O(k)，因此

总时空复杂度 O(k2L)，期望得分 70分。结合算法三，期望得分 81分。

5.5 合并相同转移

事实上，子形状自动机还有优化的空间。

在合法形状序列 A的子形状自动机 DA = (Q,Σ′, δ, q̄,Q)中，若状态 q , q′但 Eq = Eq′，则

对于 1 ≤ a ≤ min{zq, zq′}，有 Eδ(q,a) = Eδ(q′,a)。对于 1 ≤ a ≤ zq，若 δ(q, a)存在，则有 zδ(q,a) = zq。

于是，对于等价类 E，若其中最长的序列为 B，我们定义 δ(E, a) = [B · (a)]A。特别地，若

B ·(a)不是 A的子形状序列，则 δ(E, a) = 0。于是，对于 1 ≤ a ≤ zq，均有 δ(q, a) = (δ(Eq, a), zq)。

因此，对于每个状态 q = (E, z)，都只需要额外记录 δ(q, 0)。

由于非空的等价类只有 O(|A|)个，可得只需要 O(k|A|)空间来记录转移，因此我们得到
更强的结论：

定理 5.3. 对于合法形状序列 A，可以在 O(k|A|)时间、O(k|A|)空间内，构造一种状态数
与转移数均为 O(k|A|)的部分 DFA，使得其恰好接受 A的所有子形状序列。

5.6 算法七：无特殊限制

上述优化无法直接用于算法五中构造的 M′1，考虑进一步优化。仍然设 f (q)表示在自动

机 M′1 对应的加权有向无环图中，从 q̄′1 到 q的所有路径上，各边权值积之和。

现在我们放弃显式建立自动机 M′1。对于 ≡Ai 的等价类 E，统一考虑所有状态 (E, z)在递

推中对后继状态的贡献。

在原自动机中，转移只有 O(kL)条，这部分转移可以直接枚举。对于新加入的转移，设

Mi 的状态 q = (E, z)和整数 0 ≤ a ≤ z使得 Mi(q, a) = 0，对于这样的转移，我们有：

• 若 a = 0，则枚举状态直接转移，总共有 O(kL)条转移。
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• 若 1 ≤ a ≤ z，这意味着 δi(Eq, a) = 0，则 q对 f (δ′i+1(q̄′i+1, 0))贡献了 f (q)。可以换一个

角度看：对于每个等价类 E，记 mE 和 ME 分别表示使得状态 (E, z)存在的 z的最小值

和最大值。所有状态 (E, z)总共对 f (δ′i+1(q′i+1, 0))贡献了
∑ME

z=max{mE ,a} f ((E, z))，这可以

用后缀和快速计算。所以这部分的时间复杂度优化到了 O(kL)。

这样，这个算法的总时空复杂度降低到 O(kL)，期望得分 100分。

6 讨论与扩展

6.1 子形状自动机的优点

子形状自动机在处理子串的相似关系时，较基于后缀数组的算法（见算法三），构建的

时间复杂度更低，空间复杂度不变。由于自动机的结构更加直观，在面对一些问题如本题

时，容易设计出优秀的算法；而本题特意抓住后缀数组算法的弱点来命制，暴露出了后缀数

组或后缀树在处理字符串匹配问题的场景中信息大量压缩、不够直观的问题。

6.2 子形状自动机的局限性

子形状自动机的各项复杂度仍然与字符集大小有关，难以处理字符集较大的情况。不

过，基于后缀数组或后缀树的算法同样无法处理字符集较大的情况。

6.3 子形状自动机在其它一类关系下的应用

本题中，从字符串对应到形状序列，可以用自动机变换 [2]3 M : Σ∗ → (Σ′)∗描述。

M : Σ∗ → (Σ′)∗是自动机变换，当且仅当存在四元组 (Q,MQ,MΣ′ , q̄)，其中，Q是一个有限

的状态集合，MQ : Q×Σ→ Q是转移函数，MΣ′ : Q×Σ→ Σ′是变换函数，q̄ ∈ Q是初始状态，

满足 ∀s ∈ Σ∗，存在状态序列 (q0, . . . , q|s|)，使得 q0 = q̄，qi = MQ(qi−1, si)，M(s)i = MΣ′(qi−1, si)，

且 |M(s)| = |s|。其中使得 |Q|最小的四元组 (Q,MQ,MΣ′ , q̄)称为 M的最小自动机 [2,引理 2]。
本题主要利用了等价关系 ∼的下列性质：

• 存在自动机变换 M : Σ∗ → (Σ′)∗，使得 ∀s, t ∈ Σ∗，s ∼ t ⇐⇒ M(s) = M(t)。仍然称

M(s)为 s的形状序列，如果 a ∈ ImM，称 a为合法形状序列。

• 一个合法形状序列的后缀，可以按照长度分成 K个区间，每个区间均被 M的最小自

动机的同一个状态接受。

3这里与原文的定义略有区别。
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对于满足这些性质的等价关系，利用本文的算法，均能在 O(K|a|)时间、O(K|a||Σ′|)空
间内建立合法形状序列 a对应的子形状自动机，其状态数、转移数均为 O(K|a|)级别，从而
解决这类子串等价关系问题。如果 |Σ′|较大，还可以利用可持久化线段树保存转移，时空复
杂度均为 O(K|a| log |Σ′|)。
这类性质不但包括本题中的相似，还包括例如：

例 6.1. 在字符集 Σ上定义一个全序 ≤，对于 s, t ∈ Σ∗，s ∼ t当且仅当 |s| = |t|且
∀1 ≤ i, j ≤ |s|，[si ≤ s j] = [ti ≤ t j]。

解. 对于字符串 s，其形状序列为非负整数序列 a，使得 |a| = |s|。设在 s[1, i]中出现的各字母

中，si为第 x小的。若 si在 s[1, i−1]中出现过，则 ai = 2x，否则 ai = 2x−1。Σ′ = {1, 2, . . . , 2k−1}，
K = |Σ| + 1。

例 6.2. Σ是 M以内全体正整数集，对于 s, t ∈ Σ∗，s ∼ t当且仅当 |s| = |t|且 ∀1 ≤ i ≤ |s|，
si/ gcd(s1, s2, . . . , si) = ti/ gcd(t1, t2, . . . , ti)。

解. 对于序列 s ∈ Σ∗，其形状序列为非负整数序列 a，使得 |a| = |s|，ai = si/ gcd(s1, s2, . . . , si)，

Σ′ = {1, 2, . . . ,M}，K = ⌊log2 M⌋ + 1。

7 总结

7.1 命题思路

在 2019 年由日本经济新闻社与 AtCoder 共同主办的第二届全日统一编程之王决赛中，
出现了一道新颖的试题。该题的研究对象是一类与其反串相似（定义同本题）的字符串，参

考解法通过巧妙地扩展 Manacher算法，并对这种情况下的 Manacher算法的时间复杂度进
行仔细的分析，最终得到了一种高效而简洁的解法。作者学习该题时很受启发，进一步地

对类似问题进行了扩展研究。

于是，同一个字符串的两个子串的相似关系首先进入了作者的视线。针对此类问题，以

往有一种基于后缀数组的算法。而作者对此类问题下后缀自动机的扩展应用展开了研究，通

过引入辅助序列描述等价类、将转移不同的等价类分开，发现了在该类问题上相较于后缀

数组更高效、更直观、更简便的数据结构——子形状自动机。

为了进一步体现子形状自动机建图直观的优势，作者将 2017年山东一轮集训《字符串》
4与子形状自动机结合，命制了《太阳神的宴会》一题。

本题在部分分的设计上，覆盖了单串情形的经典算法，选手思考单串情形，可以发现形

状序列这一重要工具。在多串情形下建立自动机，对选手的知识和模型积累提出了一定要

求，作者对不同层次的算法给出了多样的部分分，引导选手往正解的方向思考。

4https://loj.ac/p/6071
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7.2 算法扩展

本文探究了一类基于自动机变换的等价关系，针对这类等价关系提出了子形状自动机

及其构造算法，直观、快速、简便地处理了本质不等价子串的有关问题。在题中相似关系的

特殊情形下，还通过合并相同转移节省了空间，在这一问题上取得了优于原有算法的进展。

我希望《太阳神的宴会》这道题能够带给大家更多关于子形状自动机以及字符串的等价类

问题的思考。
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